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И. П. СМИРНОВ 

ОБ ОПТИМАЛЬНОМ УПРАВЛЕНИИ ЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМОЙ 
СТОХАСТИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

С КВАДРАТИЧНЫМ КРИТЕРИЕМ КАЧЕСТВА 

§ 1. ВВЕДЕНИЕ 

Рассмотрим управляемую систему, описываемую векторным стохасти­
ческим дифференциальным уравнением Ито 

m 

dr] = (A (t) ц + В (t) а + f (t)) dt + 2 (RU) (t) Л + EU) (t) b + gu\t))dw№, (1) 

Л (to) = Ло, * о < * < 1 » 

где ц — /г-мерный фазовый вектор, a, b — управляющие векторные пара­
метры. Пусть критерием качества управления служит величина функци­
онала 

1 

J (to, Ло; и) = М J (ЛиСЛи + a'Daa + b'Dbb) ds, (2) 
to 

где i\u(s) —решение уравнения ( 1 ) , отвечающее управлению u(s) = 
= (a(s ) , b(s)) (штрих означает транспонирование), и требуется мини­
мизировать функционал (2 ) на заданном классе допустимых управлений. 

Задачам оптимизации линейных управляемых систем с квадратичны­
ми критериями качества посвящено значительное число работ (см., на­
пример, [ 1 — 9 ] ) . При управлении по полным данным подобные задачи 
обычно исследуются методами динамического программирования [ 1 — 
3 ; 8, 9 ] ; в случае неполной информации применяется редукция к вспомо­
гательным задачам управления по полным данным [ 4 , 8 ] . 

Для исследования задач управления по неполным данным, задач со 
случайными коэффициентами и т. д. удобными оказываются также ме­
тоды стохастического принципа максимума [ 5 — 7 , 1 0 — 1 3 ] , позволяющие 
в ряде случаев получить решение, не прибегая к построению вспомога-
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тельных задач (см. [ 5 — 7 ] ) . В настоящей работе критерий оптимально­
сти в форме локального стохастического принципа максимума приме­
няется для решения двух задач оптимального управления системой 
( 1 ) — з а д а ч и программного управления и задачи управления по пол­
ным данным. 

§ 2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Пусть (Q, У , Р) —полное вероятностное пространство; w(t, <о) = 
=\{Wi(t9 со), wm(t, со)}, № [ 0 , 1 ] , coGQ— m-мерный винеровский 
процесс с независимыми компонентами; {@~t) — порождаемый этим про­
цессом поток а-подалгебр 9Г. Через Щ и Л4{£ |«5$} будем обозначать 
соответственно безусловное и условное по отношению к о'-алгебре s&cz!F 
математические ожидания случайной величины g (со) по вероятности Р. 

Коэффициенты уравнения ( 1 ) удовлетворяют следующим требовани­
ям: A(t), RM(t), B(t)9 EW(t), / = 1 , 2 , га,— матрицы размера пХпу 

пХп, пХпа, пХпь соответственно с детерминированными (т. е. не зави­
сящими от случая со), борелевскими компонентами; компоненты матри­
цы A(t) суммируемы по мере Лебега, матриц RM(t) суммируемы с 
квадратом, а матриц B(t)y E^(t) равномерно ограничены при ^ б [ 0 , 1 ] ; 
f(0> —я-мерные вектор-функции с детерминированными, сумми­
руемыми и соответственно суммируемыми с квадратом на . [ 0 , 1 ] компо­
нентами. 

Матрицы C(t), Da{t)y Db(t) в ( 2 ) являются симметрическими и име­
ют соответственно размеры пХпу пау^па, nbXnb. Для почти всех / б [ 0 , 1 ] ; 
матрицы Da{t), Db(t) положительно, а матрицы C(t) неотрицательно 
определены. Компоненты этих матриц, а также компоненты матриц 
ДГ 1 (t)y DJl (t) являются функциями детерминированными, борелевскими, 
равномерно ограниченными на отрезке [ 0 , 1 ] . 

Для / 0 € [ 0 » 1 ) обозначим Ua (t0) гильбертово пространство прогрессивно 
измеримых относительно потока случайных яа-мерных вектор-фукций 

a(t, со), t£[t0, 1 ] . co£Q со скалярным произведением ( а ( 1 ) , Й ( 2 ) ) ^ М Х 
1 

X [a{ly (s)Da\(s)a(2) (s)ds. 
to 

Пусть Ua\ (t0) — подпространство Ua (t0), состоящее из детерминирован­
ных вектор-функций. Аналогично введем пространство Ub (t0) и его подпро­
странство U\(Q. Пусть U(tQ) = Ua(t0) х Ub(U\ и±Ц0) = иЩо) X Ubi(t0). 

Обозначим L2(t) пространство £ Г Г измеримых я-мерных случайных 
векторов с квадратично суммируемыми на Q компонентами. При задан­
ных /<о(3[0, 1 ) , y)oQL2(to) рассмотрим задачи минимизации функционала 

г|о; и) по всем u£U (U) (задача управления по полным данным) и 
по всем u£U\(U) (задача программного управления). Заметим, что при 
принятых выше предположениях любому u£U(t0) отвечает единственное 
сильное (непрерывное) решение ч\и уравнения ( 1 ) [ 9 ] ; при этом 0 ^ 
^J(t0, т|о; и) < о о . 

§ 3. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОГО РЕЗУЛЬТАТА 
т 

Введем формальные обозначения: Q{i) (t, А) = (Db (t) + 2 (0 х 

X AE(i) (t))-*Euy (t) A, S{ii) (t9 A) = A8U - AE{i) (t) Q ( / ) (/, Л ) , Г (t) = 
=B'(t)D^1 (t)B(t), где Л — n X п-матрица, 6 ^ , i, / = 1, 2 , . . . , га, — 
символ Кронекера. 

Т е о р е м а 1. а) При любом / 0 б [ 0 , 1) задача программного управле­
ния имеет единственное решение. Оптимальное программное управление 
имеет вид 

m 

a (t) = Da1 (t) В' {t) р (0, b (t) •= - 2 в A i ('» ^ ( / > W m W +'8{П Ш ( 3 ) 
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где симметрическая, неотрицательно определенная пХп-матрица А\ яв­
ляется единственным абсолютно непрерывным решением линейной за-
дачи Коши 

— АЛ + А (О Л, + ЛИ (О + С (/) + 
dt . 

m 
+ ^RUV(t)AiRU)(t)^0, A 1 ( l ) = Of (4) 

/=1 
a (p, m) — единственное абсолютно непрерывное решение краевой за­
дачи 

m 

- ± . p = -A,(t)p + [c(t) + 2 R l t y ( 0 s < , / ) « > AiW)*<7)(<)]/« + 
dt i,i=i 

m 

+ 2 # ( / ) > ) S ( ' 7 ) f t P(1) = 0. (5) 

— m = Л ( / ) т + Г(Ор + / ( 0 , т ( / 0 ) = Л!ло. 

б) Пусть в дополнение к условиям § 2 компоненты всех матриц в (1) 
ограничены на [О, 1]. Тогда при любом /об [О, 1) задача управления по 
полным данным имеет единственное решение. Оптимальная пара (ц, и), 
у)=к)и и только она почти всюду на [U, 1 ]ХЯ удовлетворяет соотноше­
ниям 

а (*, о) = - D~l (t) В' (/) [Л (/) т| (t, со) + Z (t)], 
пг 

ь (*, ©) = - 2 QU) ft л (0)1# ( У ) (0 л ft со) + g

U ) ft], (6) 
/=1 

где симметрическая, неотрицательно определенная пхп-матрица А яв­
ляется единственным абсолютно непрерывным решением нелинейной 
задачи Коши 

А 
Л = A (t) А + ЛЛ (/) - ЛГ (/) Л + С (t) + 

dt 
m 

+ 2 ft S(in ft A) RU) ft, A (1) = 0 , (7) 
i,j=l 

a Z — единственное абсолютно непрерывное решение задачи Коши, 

-A-Z = {A (0 - Л (О Г (0) Z + Л (/) / (0 + 2 R(ir (0 's(tn (t, A (t))gU) (t) 

Z(1) = 0. 
§ 4. МЕТОД РЕШЕНИЯ 

Доказательство теоремы 1 основано на использовании следующего 
критерия оптимальности. 

Т е о р е м а 2. Пусть , s^ = { 0 , Q} (0 — пустое множество) в задаче 
программного управления и s&t=&~t в задаче управления по полным 
данным. Тогда для оптимальности допустимого управления u(t) = (a(t)r 

b(t)) в каждой из этих задач необходимо и достаточно, чтобы для него 
было выполнено следующее соотношение локального принципа миниму­
ма: для почти всех / б [ / 0 , 1] почти наверное по со 

min М {Н ft а, Ь) \ si J = М {Н ft a ft, b (t)) \ J . (8) 
n a nb 
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Здесь 
т 

Н (t, а, Ъ) = [9' (О В (t) + a' (t) Da {t)\ а + %U) (t) Е(п (t) + 

1 

+ V (t) Db (t)\b, 6 (*)=(D-»' (О М { j Ф' (S) С (s) л (s) rfs , (9) 

Ф(/)—фундаментальная матрица решений однородной системы (1)^ 
•Х(/) ft со) == р, ( / ) (t, /, со), функции ft т, со) однозначно определены для 
U ^ т ^ t ^ 1 из равенств 

т t 

Q(t) = M {9 (0 | Ри} + ^ J ft т, со) ^ (т). (10) 
i=itQ 

Отметим основные моменты доказательства теоремы 2. Используя 
формулу Коши [14] для решения уравнения (1), получаем явное пред­
ставление функционала J (и) на множестве U(U). Нетрудно проверить 
теперь, что этот функционал является строго выпуклым и имеет произ­
водную б/(и; v) в любой точке и пространства U(t0) по любому направ­
лению v. Как хорошо известно (см., например, [8]) , при этих условиях 
существует не более одной точки, в которой J (и) достигает своего мини­
мума на U(U) (UX(U)), и критерием оптимальности точки w является 
условие б/(ш; и ) > 0 , v£U(U) (i>G£/i (*<>)). 

Последнее условие для задачи более общего вида, чем (1), (2), по­
лучено в [10] в интегральной форме. Учитывая вид множеств допусти­
мых управлений, в рассматриваемом случае нетрудно привести это ин­
тегральное условие к локальной форме (8). Набор функций {6, вхо­
дящих в состав «гамильтониана» Н, удовлетворяет сопряженной задаче 
Висмута [6, 11] в стохастических дифференциалах. Решение этой зада­
чи для функции 0 приведено в (9), а для функций указана их непо­
средственная связь (10) с функцией 6 через стохастические ядра рР"), 
установленная в [13]. Заметим, что возможность представления функции 
0(/) в виде (10) при каждом /б [/о, 1] с некоторыми функциями (т, 
(u)=\i(fi(t, т, со) вытекает из известного результата Кларка [9] о пред­
ставлении функционалов от винеровского процесса. В [12, 13] дополни­
тельно показано, что эти функции могут быть выбраны измеримыми по 
совокупности переменных (/, т, со), причем функции \i^(t, t, со) при этом 
выборе прогрессивно измеримы относительно потока {&~t}-

§ 5. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1 

1. Доказательство утверждения (б) теоремы 1 проведем в два этапа. 
На первом этапе покажем, что уравнение (7) имеет локальное решение, 
определенное на некотором интервале (TI, 1], И при /об {т ь 1) существу­
ет единственное управление из £/(/о), для которого выполнены соотно­
шения (6) и которое удовлетворяет принципу минимума (8), а значит, 
оптимально. Используя это, докажем на втором этапе, что решение урав­
нения (7) может быть продолжено на весь отрезок [0, 1]. 

Обозначим ||Л|| спектральную норму квадратной матрицы Л: ||Л|| = 
= г1/2(А'А), где г(В) —спектральный радиус матрицы В [15]. Заметим, 
что если матрица Л имеет размеры п\п, а матрица В — размеры пХт, 

т 

то \\В'АВ\\^\\А\\.\\В'В\\. Пусть а= sup \\D-t(t) || £ £ 0 > (/)£(i)(/) ||, 
o < * < i j = i 

Si — открытый шар радиуса 1/(2а) с центром в нуле пространства 
яХя-матриц, снабженного спектральной нормой, dSi — его граница. Не­
трудно проверить, что на множестве [0, l ] x S i правая часть уравнения 
(7) является функцией ограниченной и липшицевой по Л равномерно 
относительно /. Следовательно, по теореме Каратеодори существует 
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единственное абсолютно непрерывное решение этого уравнения, удовле­
творяющее условию Л(1) = 0 , определенное на некотором интервале 
(ть 1], где либо T i = 0 , либо T I > 0 и A ( T I ) = l imA(/ )6dSi . 

Пусть /об(ть 1). Очевидно, что соотношение (8) эквивалентно усло­
вию M{H(t, a(t), b(t))\s&t}=0, t£[U, 1]. Следовательно, для оптималь­
ности допустимого управления u(t) в задаче управления по полным дан­
ным необходимо и достаточно, чтобы для почти всех t£[to, 1] почти на­
верное выполнялись равенства 

a (t) = - ДГ 1 ft В' ft М {9 ft | j / J = - Da(t) В' ft 9 ft, 
т 

.&(') = - DT1 (t) 2 EUV ft M К , ft I .я/J = — 
/=1 

m 

-D^(t)%Eu)'(t)KU)(t). (11) 

Проверим, что соотношениям (6) удовлетворяет единственное управ­
ление u(t)£U (t0), и для этого управления выполнены равенства (11). 
Поскольку | |Л(/) | | , ||Q(j)(^> Л ( / ) ) | | равномерно ограничены на [to, 1], то, 
подставляя (6) в (1), получаем линейное уравнение относительно v\(t), 
удовлетворяющее условиям теоремы существования и единственности 
сильного решения [9] . Отсюда вытекает первое из сделанных утвержде­
ний; для доказательства второго — вычислим функции 9 (0 , Щ)(1), отве­
чающие управлению (6). 

Пусть cp<ft)(f) — k-hiik столбец матрицы Ф(0> X^(t) =<p(ft)(f) ®r\'(t), 
где ® — прямое произведение матрицы [15]. Применяя формулу диф­
ференцирования Ито, получаем из (1) 

т 

d x ( k ) = + АХ(Ю + ^ Ru)xwRuy)dt + 

т 

+ ( 2 l(XwRay +• RU)XW + Ф

( А ) <g> i ( / ) ' ) d a » , + ( Я ( ' У к > ) ® 
/=1 

® £ ( / > ' Л ] + <P ( f c ) ®/ '<«} , (12) 

где Л = Л — BDa'B'A, RU) - #(/) - 2 Q ( ° ft Л ) ? = f — 
i=l 

m 

-BD~XB'Z, gU) = g<» - £«> 2 < г ( 0 С Л ) ^ ( ° -
1=1 

Пусть IF (/) фундаментальная я 2 х д2-матрица решений линейной 

системы — / г - ( / ® Л + Л ® / + Ra) ® & ( / ) ) /е. 
dt 

Тогда, применяя к (12) формулу Коши, получим для матрицы X{k) , 
рассматриваемой как п2-вектор ••• , X[hJ, Х$\ . . . , Х^п}, тож­
дество 

ft = W(t) {W-I(t0)(l(h) ® ц'о) + j I F " 1 (s)dg(s)} , 
U 

где dl(t)—стохастический дифференциал, заключенный в (12) в фи­
гурные скобки, — k-й столбец единичной матрицы /. 

т t 

Отсюда, используя также тождества Ф (t) = Ч (t) {^Р-1 (t0) + 2 j ^ " 1 х 
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X R(j)<bdw;}, M {ф ( Л ) (s)\&t) = W(s) ЧГ1 (t) yik) (t), s > /, где W (t) -

фундаментальная матрица рещений системы -^—х^Ах, получаем при s^t 
dt 

s т 

М {X{k) (s) I Pt) = W (s) (t)Xw (t) +W(s)$ W-i(x) [ 2 ^ ( / ) ( T № ) X 
t j=\ 

X (/) cp(fe) (0 ® ( T ) + ¥ (T) T " 1 (0 <p(fe) (0 ® /'(т) I dr. Подставляя 
это выражение в формулу для г'-ой компоненты вектор-функции Э(/) и 
учитывая определения матриц W, Л, Ф и вектор-функции Z, получаем 

п 1 

е г (f) = 2$SpC(s)M{xlk\s)\rt}dsw-Ht))ki = WW))i + zt(t). (13) 

Из (13), далее, используя тождество 
t т t 

т| (/) = У (/) ( / 0 ) -По + f Чг-1/ + 2 J ' + gU)) dwj) , 

где %—фундаментальная матрица решений системы - — х^Ах, имеем 
dt 

*</> (0 = Л , 0 f= Л (0 (0 ч (0 + (0]. ( И ) 
т 

Подставляя (14) и (13) в :(11) [и замечая, что ^DJ1 (t)Euy (t)Sm (t, 
/.=i 

A(t)) = Q(t) (t, A(t)), убедимся в том, что управление (6) действительно 
обращает (11) в тождества, т. е. оптимально. 

Покажем, что при т 4 > 0 возможно продолжение решения уравнения 
(7) на весь.отрезок [0, 1]. Рассмотрим тот частный случай, когда в (1) 
/= gU) = 0. Подставляя (6) в (1) и (2), легко получить, что в этом слу­
чае J (t0, т]0; и) = — Мц'о A (to) т)0. 

В частности, при неслучайном г]0 (со) = х имеем 

V(/ 0 , я; u)=-jX'A(tQ)x. (15) 

Транспонируя уравнение (7) и учитывая единственность локального 
решения, убедимся в том, что Л(/) =A'(t) при / б [ т ь 1]. Поскольку 7 ^ 0 , 
то из (15) получаем, что матрица A(t) неотрицательно определена для 
всех /б[ть 1]. 

Пусть и°=0. Имеем u0£U(tQ) и J(t0, х; и0) =~ x'N(t0)x, где N(t) — 

неотрицательно определенная, непрерывная при /б[0, 1] матрица (кото­
рую легко найти в явном виде). Так как управление (6) оптимально, то 
при * б ( т ь 1] 0^x'A(t)x^x'N(t)x. 

Переходя в этих неравенствах к пределам при /->ть установим их вы­
полнение и при t=%\. Поэтому 

m a x | | Л ( * ) | | < m a x ||ЛГ(*)| | < m a x P ( * ) l l < ° ° - (16) 
T i < : ^ l 0 < / < c i 

Сделаем также оценку нормы матрицы Q(t). Имеем в силу неотрица-
т 

тельной определенности матрицы Л на [т4, 1] г ( D b + 2 ^ ( / ) J> 
^r(Db). Поэтому равномерно на [т4, 1] 
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\\(оь+У,ЕиуАЕи)) 41 < max г (D^1 (/)) < max г (D^1 (t)) = Nt< оо . (17) 

Используя полученные оценки, построим продолжение решения урав-

нения (7). Так как \\Db{t) +ZEW {t)A{n)EW(t)\\^\\Db{t)\\, то правая 

часть этого уравнения ограничена и удовлетворяет условию Липшица по 
Л равномерно относительно t на множестве [0, 1 ] х 5 2 , где 5 2 = { Л : | | Л — 
— Л ( T I ) || < 1/ (2а )} . Следовательно, существует решение этого уравнения, 
проходящее через точку ( T I , A ( T I ) ) , определенное на некотором интер­
вале (тг, T ' ) ^ T I И совпадающее при /G [ T I , %') с ранее построенным ре­
шением. При этом либо т 2 = 0 , либо т 2 > 0 и A ( T 2 ) = ! l i m A ( / ) G d S 2 . 

Аналогично изложенному выше показывается, что при любом /об(тг, 
1) управление (6) является оптимальным. Но это позволяет продолжить 
решение уравнения (7) далее на некоторый интервал (тз, Тг) и т. д. 

Покажем, что на некотором этапе т п = 0 . Имеем на любом отрезке 
т 

d 
[ T F E , T f e _ i ] в силу (17), (16) из (7) Л 

dt 
< ( 2 | H | | + 2ll^(/)ll2) II Л || + 

7=1 

+ ( | | Т | | + ^ 2 11 /?1/>11-11^1/>^<011ЛС011) ЦЛ|Р -Ь ЦС|| ^ Л Г Я < сж>. 

Так как постоянная N2 и радиус шара Sk не зависят от номера про­
должения k, то величина шага ть-1—т& равномерно ограничена снизу. 
Это доказывает наше утверждение. 

2. Для доказательства утверждения (а) теоремы покажем, что при 
любом /об[0, 1) задачи (4), (5) имеют единственные решения, а опреде­
ляемое ими управление (3) принадлежит классу U\{U) и удовлетворяет 
соотношению принципа минимума (8). 

Проверка последнего свойства управления (3) может быть выполне­
на по той же схеме, что и в случае (б). Доказательство существования 
и единственности в классе абсолютно непрерывных матричных функций 
решения задачи Коши (4) трудности не вызывает вследствие линейности 
этой задачи. Как и в п. (б), можно показать, что матрица Aii(f) неотри­
цательно определена при любом t. Для того чтобы доказать существо­
вание и единственность решения краевой задачи (5), рассмотрим сле­
дующие три задачи Коши: 

— Y + AY + YA—YTY + С + 
dt 

т 

+ 2 R(i)'S{i'n{t, Ai9 (t))RU) = 0, 7(1) - 0, 

A-l + (A~YTn+Yf + 
dt 

т 

+ 2 R{iVSiin(t, А^))ё

а) = 0, £(1) = 0, (18) 

^ r m i = (A-TY)mi + n + f9 m(tQ) = Mr\Q. 
dt 

Решение первой из этих задач для матричного уравнения Риккати, а 
с ним и решения двух оставшихся существуют и единственны в классах 
абсолютно непрерывных функций [3, 8 ] . Но, как легко проверить непо­
средственной подстановкой, пара функций т=т1 и p =—Ymx + l есть 
решение краевой задачи (5). Сверх того, если ( т , р) — некоторое реше­
ние этой задачи, то непосредственно проверяется, что функция 1х=р + 
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+ Ym является решением второй из задач (18) и, значит, совпадает с £. 
Подставляя при этом p = | i — Y m во второе из уравнений (5), получаем 
т=ти p = l—Ymh что показывает единственность решения задачи (5). 
Теорема 1 доказана. 
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УДК 517.977 

Ю. С. Э Й Д Е Л Ь М А Н 

ОДНА ЗАДАЧА ЛИНЕЙНОГО УПРАВЛЕНИЯ 

В настоящей работе рассматривается задача линейного управления 
для системы дифференциальных уравнений 

x = f(t, х, u(t))9 (1) 

*(0) = *о, * ( l ) = * i , (2) 

х{0) = хо. . (3) 

Здесь функция f(t, х, и) определена и непрерывна при £G[0, 1], хвЯп, 
u(HRn и принимает значения в пространстве Rn. u(t) —линейная функ­
ция, u(t)=a+bt, где а и b — векторные n-мерные параметры. Доказы­
вается, что при некоторых указанных ниже условиях существуют такие 
значения параметров, при которых уравнение (1) имеет решение, удов­
летворяющее краевым условиям (2), (3). 

При доказательстве полученных результатов используются результа­
ты и методы, изложенные А. В. Кибенко и А. И. Перовым в [1] . 
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