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Цикломатическим числом (циклическим рангом) связного графа называется увеличен-
ная на единицу разность между числом ребер графа и числом его вершин, 𝑘-циклический
граф – это граф с цикломатическим числом, равным 𝑘. Граф называется последователь-
но-параллельным, если он не содержит подразбиения полного графа 𝐾4 [1]. Последователь-
но-параллельные графы используются при построении надежных коммуникационных се-
тей [2].

В [1] была найдена асимптотика для чисел помеченных связных и 2-связных последова-
тельно-параллельных графов с большим количеством вершин. В [3] перечислены помечен-
ные последовательно-параллельные связные графы и блоки по числу вершин. В [4] найде-
ны числа помеченных последовательно-параллельных трициклических блоков с заданным
числом вершин.

В заметке получена явная формула для числа помеченных последовательно-параллель-
ных 𝑘-циклических блоков с заданным числом вершин.

Теорема 1. Число 𝐵𝑘(𝑛) помеченных последовательно-параллельных 𝑘-циклических
блоков с 𝑛 вершинами при 𝑘 > 1 и 𝑛 > 𝑘 + 2 равно

𝐵𝑘(𝑛) =
𝑛!

2(𝑛 + 𝑘 − 1)

𝑛−1∑︁
𝑖=𝑘

𝑛+𝑖−2∑︁
𝑗=𝑛+𝑘−2

(−1)𝑗 (𝑗 + 1)𝑖−1

(𝑖− 1)!

(︂
𝑗

𝑛 + 𝑘 − 2

)︂

×
(︂(︂

𝑛− 3
𝑖− 2

)︂(︂
𝑛 + 𝑖− 2

𝑗

)︂
−

(︂
𝑛− 1

𝑖

)︂(︂
𝑛 + 𝑖− 3

𝑗 − 1

)︂)︂
. (1)

Доказательство. Пусть 𝑏𝑛,𝑚 – число помеченных последовательно-параллельных бло-
ков с 𝑛 вершинами и 𝑚 ребрами,

𝐵(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁

𝑛=2

∞∑︁
𝑚=1

𝑏𝑛,𝑚𝑦𝑚 𝑥𝑛

𝑛!
,

𝜕𝐵(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
=

∞∑︁
𝑛=2

∞∑︁
𝑚=1

𝑚𝑏𝑛,𝑚𝑦𝑚−1 𝑥𝑛

𝑛!

– соответствующие производящие функции. Так как цикломатическое число 𝑘 = 𝑚−𝑛+1,
то 𝑚 = 𝑛 + 𝑘 − 1 и имеем

𝐵𝑘(𝑛) = 𝑏𝑛,𝑛+𝑘−1 =
𝑛!

𝑛 + 𝑘 − 1
[𝑥−1𝑦−1]

𝜕𝐵(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
𝑥−𝑛−1𝑦−𝑛−𝑘+1. (2)

Известны соотношения [1]:

𝜕𝐵(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
=

𝑥2(1 + 𝐷)

2(1 + 𝑦)
, 𝐷 = 𝐷(𝑥, 𝑦), ln

(︂
1 + 𝐷(𝑥, 𝑦)

1 + 𝑦

)︂
=

𝑥𝐷2(𝑥, 𝑦)

1 + 𝑥𝐷(𝑥, 𝑦)
.

Пусть 𝑡 = ln((1 + 𝐷)/(1 + 𝑦)), тогда получим

𝐷 = (1 + 𝑦)𝑒𝑡 − 1, 𝑥 =
𝑡

𝐷(𝐷 − 𝑡)
=

1

(1 + 𝑦)𝑒𝑡 − 𝑡− 1
− 1

(1 + 𝑦)𝑒𝑡 − 1
,

𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

(1 + 𝑦)𝑒𝑡

((1 + 𝑦)𝑒𝑡 − 1)2
− (1 + 𝑦)𝑒𝑡 − 1

((1 + 𝑦)𝑒𝑡 − 𝑡− 1)2
.
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Подставляя выражения для 𝐷 и 𝑥 в (2), с помощью теоремы о композиции вычетов [5;
с. 25] найдем

𝐵𝑘(𝑛) =
𝑛!

2(𝑛 + 𝑘 − 1)
[𝑡−1𝑦−1]𝑒𝑡((1 + 𝑦)𝑒𝑡 − 1)𝑛−1((1 + 𝑦)𝑒𝑡 − 𝑡− 1)𝑛−1

×
[︂

(1 + 𝑦)𝑒𝑡

((1 + 𝑦)𝑒𝑡 − 1)2
− (1 + 𝑦)𝑒𝑡 − 1

((1 + 𝑦)𝑒𝑡 − 𝑡− 1)2

]︂
𝑡1−𝑛𝑦−𝑛−𝑘+1

=
𝑛! (𝐵

(1)
𝑘 (𝑛)−𝐵

(2))
𝑘 (𝑛))

2(𝑛 + 𝑘 − 1)
.

С помощью формулы бинома Ньютона и разложения в ряд для экспоненты получим

𝐵
(1)
𝑘 (𝑛) = [𝑡−1𝑦−1]𝑒2𝑡(1 + 𝑦)((1 + 𝑦)𝑒𝑡 − 1)𝑛−3((1 + 𝑦)𝑒𝑡 − 𝑡− 1)𝑛−1𝑡1−𝑛𝑦−𝑛−𝑘+1

= [𝑡−1𝑦−1]𝑒2𝑡(1 + 𝑦)

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(︂
𝑛− 1

𝑖

)︂
(−𝑡)𝑛−1−𝑖((1 + 𝑦)𝑒𝑡 − 1)𝑛+𝑖−3𝑡1−𝑛𝑦−𝑛−𝑘+1

= [𝑡−1𝑦−1]

𝑛−1∑︁
𝑖=0

(︂
𝑛− 1

𝑖

)︂
(−1)𝑛−1−𝑖

×
𝑖+𝑛−3∑︁

𝑗=0

(︂
𝑖 + 𝑛− 3

𝑗

)︂
(1 + 𝑦)𝑗+1𝑒(𝑗+2)𝑡(−1)𝑖+𝑛−3−𝑗𝑡−𝑖𝑦−𝑛−𝑘+1

= [𝑡−1𝑦−1]

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑖+𝑛−3∑︁
𝑗=0

(︂
𝑛− 1

𝑖

)︂(︂
𝑖 + 𝑛− 3

𝑗

)︂
(−1)𝑗

𝑗+1∑︁
𝑠

(︂
𝑗 + 1

𝑠

)︂

×
∞∑︁

𝑝=0

(𝑗 + 2)𝑝

𝑝!
𝑡𝑝−𝑖𝑦𝑠−𝑛−𝑘+1

=

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑖+𝑛−3∑︁
𝑗=0

(︂
𝑛− 1

𝑖

)︂(︂
𝑖 + 𝑛− 3

𝑗

)︂(︂
𝑗 + 1

𝑛 + 𝑘 − 2

)︂
(−1)𝑗(𝑗 + 2)𝑖−1

(𝑖− 1)!
.

Аналогично имеем

𝐵
(2)
𝑘 (𝑛) = [𝑡−1𝑦−1]𝑒𝑡((1 + 𝑦)𝑒𝑡 − 1)𝑛((1 + 𝑦)𝑒𝑡 − 𝑡− 1)𝑛−3𝑡1−𝑛𝑦−𝑛−𝑘+1

= [𝑡−1𝑦−1]𝑒𝑡
𝑛−3∑︁
𝑖=0

(︂
𝑛− 3

𝑖

)︂
(−𝑡)𝑛−3−𝑖((1 + 𝑦)𝑒𝑡 − 1)𝑛+𝑖𝑡1−𝑛𝑦−𝑛−𝑘+1

= [𝑡−1𝑦−1]

𝑛−3∑︁
𝑖=0

(︂
𝑛− 3

𝑖

)︂
(−1)𝑛−3−𝑖

𝑖+𝑛∑︁
𝑗=0

(︂
𝑖 + 𝑛

𝑗

)︂
(1 + 𝑦)𝑗𝑒(𝑗+1)𝑡(−1)𝑖+𝑛−𝑗𝑡−𝑖−2𝑦−𝑛−𝑘+1

= [𝑡−1𝑦−1]

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑖+𝑛∑︁
𝑗=0

(︂
𝑛− 3

𝑖

)︂(︂
𝑖 + 𝑛

𝑗

)︂
(−1)𝑗−1

𝑗∑︁
𝑠=0

(︂
𝑗
𝑠

)︂ ∞∑︁
𝑝=0

(𝑗 + 1)𝑝

𝑝!
𝑡𝑝−𝑖−2𝑦𝑠−𝑛−𝑘+1

=

𝑛−3∑︁
𝑖=0

𝑖+𝑛∑︁
𝑗=0

(︂
𝑛− 3

𝑖

)︂(︂
𝑖 + 𝑛

𝑗

)︂(︂
𝑗

𝑛 + 𝑘 − 2

)︂
(−1)𝑗−1(𝑗 + 1)𝑖+1

(𝑖 + 1)!
.

Подставляя 𝐵
(1)
𝑘 (𝑛) и 𝐵

(2)
𝑘 (𝑛) в 𝐵𝑘(𝑛) и учитывая, что биномиальный коэффициент

(︀
𝑛
𝑚

)︀
= 0

при 𝑜 6 𝑛 < 𝑚, найдем

𝐵𝑘(𝑛) =
𝑛!

2(𝑛 + 𝑘 − 1)

(︂ 𝑛−1∑︁
𝑖=𝑘

𝑖+𝑛−3∑︁
𝑗=𝑛+𝑘−3

(︂
𝑛− 1

𝑖

)︂(︂
𝑖 + 𝑛− 3

𝑗

)︂(︂
𝑗 + 1

𝑛 + 𝑘 − 2

)︂
(−1)𝑗 (𝑗 + 2)𝑖−1

(𝑖− 1)!

−
𝑛−3∑︁

𝑖=𝑘−2

𝑖+𝑛∑︁
𝑗=𝑛+𝑘−2

(︂
𝑛− 3

𝑖

)︂(︂
𝑖 + 𝑛

𝑗

)︂(︂
𝑗

𝑛 + 𝑘 − 2

)︂
(−1)𝑗−1(𝑗 + 1)𝑖+1

(𝑖 + 1)!

)︂
.
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После замены индексов суммирования 𝑟 = 𝑗 + 1 в первом слагаемом и 𝑠 = 𝑖 + 2 во втором
слагаемом получим

𝐵𝑘(𝑛) =
𝑛!

2(𝑛 + 𝑘 − 1)

(︂ 𝑛−1∑︁
𝑖=𝑘

𝑛+𝑖−2∑︁
𝑟=𝑛+𝑘−2

(︂
𝑛− 1

𝑖

)︂(︂
𝑖 + 𝑛− 3

𝑟 − 1

)︂(︂
𝑟

𝑛 + 𝑘 − 2

)︂
(−1)𝑟−1(𝑟 + 1)𝑖−1

(𝑖− 1)!

−
𝑛−1∑︁
𝑠=𝑘

𝑛+𝑠−2∑︁
𝑗=𝑛+𝑘−2

(︂
𝑛− 3
𝑠− 2

)︂(︂
𝑛 + 𝑠− 2

𝑗

)︂(︂
𝑗

𝑛 + 𝑘 − 2

)︂
(−1)𝑗−1(𝑗 + 1)𝑠−1

(𝑠− 1)!

)︂

=
𝑛!

2(𝑛 + 𝑘 − 1)

(︂ 𝑛−1∑︁
𝑖=𝑘

𝑛+𝑖−2∑︁
𝑗=𝑛+𝑘−2

(−1)𝑗 (𝑗 + 1)𝑖−1

(𝑖− 1)!

(︂
𝑗

𝑛 + 𝑘 − 2

)︂

×
(︂(︂

𝑛− 3
𝑖− 2

)︂(︂
𝑛 + 𝑖− 2

𝑗

)︂
−

(︂
𝑛− 1

𝑖

)︂(︂
𝑛 + 𝑖− 3

𝑗 − 1

)︂)︂
.

Доказательство закончено.

В следующей таблице представлены числа 𝐵𝑘(𝑛), вычисленные с помощью теоремы 1 и
пакета программ Maple.

𝑛 4 5 6 7 8 9 10
𝐵2(𝑛) 6 70 720 7560 84000 997920 12700800
𝐵3(𝑛) 0 70 1815 35070 624120 10946880 194745600
𝐵4(𝑛) 0 0 1215 55461 1722840 46312560 1171648800
𝐵5(𝑛) 0 0 0 27951 1977388 89940312 3394833120

Отметим, что в “Онлайн-энциклопедии целочисленных последовательностей” Слоэна [6]
отсутствуют данные о числе помеченных последовательно-параллельных блоков с задан-
ными числом вершин и цикломатическим числом.
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