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Посвящается памяти замечательного математика
Виктора Энольского (1945–2019)

В работе В. М. Бухштабера и Д. В. Лейкина, опубликованной в 2004 г. в
журнале «Функциональный анализ и его приложения», для каждого g > 0 опре-
делена система из 2g многомерных уравнений Шрёдингера в магнитных полях
с квадратичными потенциалами. Такие системы эквивалентны системам урав-
нений теплопроводности в неголономном репере. Доказано, что такая система
определяет сигма-функцию универсальной гиперэллиптической кривой рода g.
Введена полиномиальная алгебра Ли, образующими которой являются 2g опера-
торов Шрёдингера Q0, Q2, . . . , Q4g−2.

В данной работе для каждого g > 0 получен явный вид операторов Q0, Q2,
Q4 и рекуррентные формулы для Q2k при k > 2, выражающие эти операторы
как элементы полиномиальной алгебры Ли при помощи скобок Ли операторов
Q0, Q2 и Q4.

В качестве приложения получен явный вид операторов Q0, Q2, . . . , Q4g−2 при
g = 1, 2, 3, 4.
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§ 1. Введение

Уравнение теплопроводности, эквивалентное уравнению Шрёдингера, играет
фундаментальную роль в теории абелевых функций. Например, гл. I моногра-
фии [2] начинается с характеризации эллиптической тэта-функции как периоди-
ческого фундаментального решения одномерного уравнения теплопроводности.

Непосредственно из конструкции функции θ(z,Ω), где z ∈ Cg и Ω — симмет-
рическая (g×g)-матрица, следует, что эта функция удовлетворяет классической
системе многомерных уравнений теплопроводности. В этой системе роль вре-
мен играют g(g + 1)/2 независимых параметров многообразия симметрических
(g × g)-матриц Ω. Векторные поля вдоль времен образуют голономный репер.

При g > 3 размерность многообразия симметрических (g × g)-матриц, явля-
ющихся матрицами периодов неособой римановой поверхности рода g, мень-
ше числа g(g + 1)/2. Возникает широко известная проблема Римана–Шоттки,
которая была решена Шиотой (см. [3]) на основе гипотезы С. П. Новикова, в
терминах уравнения Кадомцева–Петвиашвили.

В рамках проблемы Ф. Клейна по каждой неособой римановой поверхности V
рода g строится целая функция на Cg, а именно, многомерная сигма-функция.
Ее логарифмические производные порядка 2 и выше порождают все поле меро-
морфных функций на якобиане кривой V (см. [4]). В первых конструкциях эта
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многомерная сигма-функция вводилась как модификация многомерной тэта-
функции. Эффективность ее реализации достигается за счет правильного выбо-
ра модели кривой. В результате получается целая функции, разложение кото-
рой в ряд по векторному аргументу z ∈ Cg приводит к ряду над кольцом поли-
номов от параметров уравнения кривой. Фиксируя семейство кривых (семей-
ство гиперэллиптических кривых и более широкое семейство (n, s)-кривых), мы
можем представить тэта-функции этих кривых как модифицированные сигма-
функции этих кривых. Эффективное описание таких модификаций дает реше-
ние проблемы Римана–Шоттки, учитывающее специфику рассматриваемого се-
мейства кривых. Но в этом случае мы не можем использовать классическую
систему уравнений теплопроводности для характеризации полученных тэта-
функций, так как векторные поля вдоль времен, соответствующих вариациям
периодов, могут пересекать дискриминанты кривых. Это также связано с про-
блемой Римана–Шоттки.

В работе [1] была построена система уравнений теплопроводности, характе-
ризующая многомерные сигма-функции. В этой системе векторные поля вдоль
времен, соответствующих вариациям параметров уравнений кривых, образу-
ют уже неголономный репер. Возникают уравнения Шрёдингера в магнитных
полях.

Естественно встал вопрос об эффективном описании этой системы уравне-
ний. Решению этого вопроса в случае семейства гиперэллиптических кривых
посвящена настоящая работа.

§ 2. Постановка задачи в случае семейства
гиперэллиптических кривых

Мы рассматриваем гиперэллиптические кривые рода g ∈ N в модели

Vλ = {(x, y) ∈ C2 : y2 = x2g+1 + λ4x
2g−1 + λ6x

2g−2 + · · ·+ λ4gx+ λ4g+2}. (1)

Кривая зависит от параметров λ = (λ4, λ6, . . . , λ4g, λ4g+2) ∈ C2g. Пусть B ⊂ C2g

— подпространство таких параметров λ, что кривая Vλ невырожденна. Тогда
B = C2g\Σ, где Σ — дискриминантная гиперповерхность универсальной кривой.

Для мероморфной функции f в Cg вектор ω ∈ Cg является периодом, если
f(z + ω) = f(z) для всех z ∈ Cg. Если мероморфная функция f имеет 2g неза-
висимых периодов в Cg, то она называется абелевой функцией. Таким образом,
абелева функция — это мероморфная функция на комплексном торе T g = Cg/Γ,
где Γ — решетка периодов.

Для каждого λ ∈ B набор периодов голоморфных дифференциалов на кривой
Vλ порождает решетку Γλ ранга 2g в Cg. Гиперэллиптической функцией рода g
(см. [5]–[7]) называется мероморфная функция в Cg×B, такая, что для каждого
λ ∈ B ее ограничение на Cg × λ является абелевой функцией, где тор T g — это
якобиан Jλ = Cg/Γλ кривой Vλ. Обозначим через F поле гиперэллиптических
функций рода g. Свойства этого поля см. в [6], [7].

Обозначим координаты в Cg через z = (z1, z3, . . . , z2g−1). Индексы коорди-
нат z = (z1, z3, . . . , z2g−1) ∈ Cg и параметров λ = (λ4, λ6, . . . , λ4g, λ4g+2) ∈ C2g
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определяют их градуировку: wt zk = −k, wtλk = k. Обозначим через P кольцо
полиномов от λ ∈ B ⊂ C2g.

Мы рассматриваем полиномиальные алгебры Ли [8] векторных полей, каса-
ющихся дискриминанта Σ в C2g. Их образующие L0, L2, L4, . . . , L4g−2 — вектор-
ные поля

L2k =

2g+1∑
s=2

v2k+2,2s−2(λ)
∂

∂λ2k
, где v2k+2,2s−2(λ) ∈ P.

В точке λ ∈ B эти векторные поля определяют 2g-мерный неголономный репер.
Структура алгебры Ли как P -модуля с образующими 1, L0, L2, L4, . . . , L4g−2

определяется полиномиальными матрицами V (λ)= (v2i,2j(λ)), где i, j=1, . . . , 2g,
и C(λ) = {c2k2i,2j(λ)}, где i, j, k = 0, . . . , 2g − 1, такими, что

[L2i, L2j ] =

2g−1∑
k=0

c2k2i,2j(λ)L2k, [L2i, λ2q] = v2i+2,2q−2(λ), [λ2q, λ2r] = 0. (2)

Здесь λq — оператор умножения на функцию λq в P .
Явные выражения для матрицы V (λ) можно найти в [9, §4.1] (см. также [8]

и [10, лемма 3.1]). Для удобства положим λs = 0 при s /∈ {0, 4, 6, . . . , 4g, 4g + 2}
и λ0 = 1. Для k,m ∈ {1, . . . , 2g}, k ⩽ m, положим

v2k,2m(λ) =

k−1∑
s=0

2(k +m− 2s)λ2sλ2(k+m−s) −
2k(2g −m+ 1)

2g + 1
λ2kλ2m,

а для k > m положим v2k,2m(λ) = v2m,2k(λ).
Векторное поле L0 — эйлерово векторное поле, а именно, поскольку wtλ2k =

2k, имеем
[L0, λ2k] = 2kλ2k, [L0, L2k] = 2kL2k. (3)

Эти выражения определяют веса векторных полей Lk, а именно, wtL2k = 2k.
Структура алгебры Ли, описанная выше, дает в этом случае градуированную
полиномиальную алгебру Ли [8], которую мы обозначим через LL. Структурные
полиномы c2s2i,2j(λ) описаны в [1, теорема 2.5].

Широко известна алгебра Ли–Витта W⩾ над полем комплексных чисел C,
порожденная операторами l2i, где i = 0, 1, 2, . . . , и коммутационными соотноше-
ниями

[l2i, l2j ] = 2(j − i)l2(i+j).

Относительно скобки [ · , · ] алгебра Ли–Витта W⩾ порождена тремя оператора-
ми l0, l2, l4. Градуированная полиномиальная алгебра Ли LL над P является
деформацией алгебры Ли–Витта W⩾. Она также порождена всего тремя опера-
торами L0, L2 и L4. Имеет место соотношение (см. лемму 4.3)

[L2, L2k] = 2(k − 1)L2k+2 +
4(2g − k)

(2g + 1)
(λ2k+2L0 − λ4L2k−2).



6 В. М. Бухштабер, Е. Ю. Бунькова

Теперь мы вводим операторы Шрёдингера. Мы рассматриваем пространство
C3g с координатами (z, λ). Обозначим через C(z, λ) кольцо дифференцируемых
функций по z и λ. Положим

Q2k = L2k −H2k, k = 0, 1, . . . , 2g − 1, (4)

где

H2k =
1

2

∑
(α

(k)
a,b(λ)∂a∂b + 2β

(k)
a,b (λ)za∂b + γ

(k)
a,b (λ)zazb) + δ(k)(λ) (5)

и суммирование ведется по нечетным a, b от 1 до 2g − 1. В [1] дано решение
следующей задачи.

Задача 2.1. Найти достаточные условия на {α(i)(λ), β(i)(λ), γ(i)(λ), δ(i)(λ)},
при которых операторы (4) дают представление алгебры Ли (2) в кольце опе-
раторов на C(z, λ).

Определение 2.2. Система уравнений на φ = φ(z, λ)

Q2kφ = 0 (6)

называется системой уравнений теплопроводности. Операторы Q2k называют-
ся операторами Шрёдингера.

Мы используем теорию гиперэллиптических функций Клейна (см. [6], [11],
[12], [4], а также [13] для эллиптических функций). Возьмем координаты (z, λ) в
Cg ×B ⊂ C3g. Пусть σ(z, λ) — гиперэллиптическая сигма-функция (или эллип-
тическая сигма-функция в случае рода g = 1). Положим ∂k = ∂/∂zk. Следуя
работам [5], [7], [14], мы используем обозначения

ζk = ∂k lnσ(z, λ), ℘k1,...,kn = −∂k1 · · · ∂kn lnσ(z, λ), (7)

где n ⩾ 2, ks ∈ {1, 3, . . . , 2g − 1}. Функции ℘k1,...,kn
дают примеры гиперэл-

липтических функций. Поле F является полем частных кольца полиномов P,
порожденного функциями ℘k1,...,kn , где n ⩾ 2, ks ∈ {1, 3, . . . , 2g − 1}.

Как показано в [1], система уравнений теплопроводности (6) для операто-
ров Q2k, представляющих собой решение задачи 1.1, задает гиперэллиптиче-
скую сигма-функцию σ(z, λ), что позволяет строить теорию гиперэллиптиче-
ских функций Клейна, начиная с таких операторов.

Конструкция операторов Q2i в [1] использует условие (см. [1, уравнение
(1.3)]), что коммутатор операторов [Q2i, Q2j ] задается формулой над P с теми
же коэффициентами, что и в формуле для [L2i, L2j ]. То есть полиномиальная
алгебра, порожденная операторами Q2i при i = 0, 1, . . . , является еще одной
реализацией деформации алгебры Ли–Витта W⩾. Таким образом, для эффек-
тивного описания полиномиальной алгебры Ли LQ необходимо получить явные
формулы для операторовQ0, Q2 иQ4. Эти формулы являются основным резуль-
татом данной работы. В качестве приложения мы приводим явный вид диффе-
ренциальных операторов в случае универсальной гиперэллиптической кривой
рода 4.
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§ 3. Производящие функции для операторов Шрёдингера

В этом параграфе мы представляем в случае модели (1) явный вид решения
задачи 2.1 из [1, теорема 2.6]. Мы заменим некоторые обозначения для согласо-
вания с формулами настоящей работы.

Обозначим через q(a(x), b(x)) частное при евклидовом делении полинома a(x)
на полином b(x) и через r(a(x), b(x)) остаток при евклидовом делении полинома
a(x) на полином b(x). Положим (см. (1))

f(x) = x2g+1 +

2g−1∑
k=0

λ2(2g+1−k)x
k.

Определим производящие функции для операторов L2k и H2k по формулам

L(x) = x2g−1

2g−1∑
k=0

x−kL2k, H(x) = x2g−1

2g−1∑
k=0

x−kH2k. (8)

Для Ri(x) = xg−i+1∂xq(f(x), x
2g−2i+2) мы полагаем

h(x) =

g∑
i=1

xg−i∂2i−1 +Ri(x)z2i−1,

t(x) =
1

2

g∑
i=1

(g − i+ 1)z22i−1q(Ri(x), x
g−i+2)

+

g−1∑
i=1

g∑
j=i+1

(g − j + 1)z2j−1q(x
g−i∂2i−1 +Ri(x)z2i−1, x

g−j+2).

Тогда имеет место соотношение (см. [1, теорема 2.6])

H(x) = r

(
− 1

4
f ′′(x) + 2f(x)t(x) +

1

2
h(x) ◦ h(x), f ′(x)

)
, (9)

где ◦ обозначает композицию операторов.
Функция Q(x) = L(x) − H(x) является производящей функцией для опера-

торов Шрёдингера.
Лемма 3.1. Для операторов Шрёдингера в формуле (5)

α
(k)
a,b(λ) = 1 при a+ b = 2k, a, b ∈ 2N+ 1,

α
(k)
a,b(λ) = 0 при a+ b ̸= 2k, a, b ∈ 2N+ 1,

δ(k)(λ) =

(
− 1

4
(2g − k + 1)(2g − k) +

1

2

(
g +

[
k + 1

2

]
− k

)(
g −

[
k + 1

2

]))
λ2k.

Доказательство. Коэффициент при ∂a∂b в H(x) получается из слагаемого
1
2h(x) ◦ h(x), в развернутом виде

∑g
i=1

∑g
j=1 x

2g−i−j∂2i−1∂2j−1, и мы получаем

из (9) выражения для α(k)
a,b(λ).
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Выражение для δ(k)(λ) получается из слагаемых − 1
4f

′′(x) и 1
2h(x)◦h(x). Пер-

вое дает − 1
4 (2g − k + 1)(2g − k)λ2k, а второе дает 1

2 (g + [k+1
2 ]− k)(g − [k+1

2 ])λ2k,
что приводит к нужному результату.

Замечание 3.2. Далее мы покажем, что для операторов Шрёдингера в вы-
ражении (5)

β
(k)
a,b (λ) — линейная функция по λ,

γ
(k)
a,b (λ) — квадратичная функция по λ.

См. лемму 4.2.

§ 4. Явный вид операторов Шрёдингера

Напомним, что в наших обозначениях λs = 0 для s /∈ {0, 4, 6, . . . , 4g, 4g+2} и
λ0 = 1.

Теорема 4.1. Имеют место явные выражения

H0 =

g∑
s=1

(2s− 1)z2s−1∂2s−1 −
g(g + 1)

2
,

H2 =
1

2
∂21 +

g−1∑
s=1

(2s− 1)z2s−1∂2s+1 −
4

2g + 1
λ4

g−1∑
s=1

(g − s)z2s+1∂2s−1

+

g∑
s=1

(
2s− 1

2
λ4s −

2(g − s+ 1)

2g + 1
λ4λ4s−4

)
z22s−1,

H4 = ∂1∂3 +

g−2∑
s=1

(2s− 1)z2s−1∂2s+3 + λ4

g−1∑
s=1

(2s− 1)z2s+1∂2s+1

− 6

2g + 1
λ6

g−1∑
s=1

(g − s)z2s+1∂2s−1

+

g∑
s=1

(
(2s− 1)λ4s+2 −

3(g − s+ 1)

2g + 1
λ6λ4s−4

)
z22s−1

+

g−1∑
s=1

(2s− 1)λ4s+4z2s−1z2s+1 −
g(g − 1)

2
λ4.

Доказательство. Явные выражения для α(k)
a,b(λ) и δ(k)(λ) были получены в

лемме 3.1. Мы видим, что для k = 0, 1, 2 они совпадают с представленными в
теореме. Напомним, что λ0 = 1, λ2 = 0.

В (9) коэффициент при z2j−1∂2i−1 равен

r(2(g − j + 1)f(x)q(xg−i, xg−j+2) + xg−iRj(x), f
′(x)).

Для выражения H0 нам нужен коэффициент при x2g−1 в этом полиноме, для
H2 — коэффициент при x2g−2, для H4 — коэффициент при x2g−3.
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При j < i+ 1 этот полином принимает вид

r(xg−iRj(x), f
′(x)) = xg−iRj(x),

поскольку степень полинома Rj(x) по x равна g + j − 1, а степень полинома
f ′(x) равна 2g. Таким образом, мы получаем коэффициент 2j − 1 для j = i в
H0, для j = i − 1 в H2 и для j = i − 2 в H4, а также коэффициент (2j − 3)λ4
для j = i ⩾ 2 в H4; остальные коэффициенты нулевые.

При j = i+ 1 этот полином принимает вид

r(xg−iRj(x), f
′(x))

= r(x2g−2i∂xq(f(x), x
2g−2i), f ′(x))

= r((2i+ 1)x2g, f ′(x)) +

2g−1∑
k=2g−2i+1

(k − 2g + 2i)λ2(2g+1−k)x
k−1

= − 2i+ 1

2g + 1

2g−1∑
k=0

kλ2(2g+1−k)x
k−1 +

2g−1∑
k=2g−2i+1

(k − 2g + 2i)λ2(2g+1−k)x
k−1.

Таким образом, мы получаем, что коэффициент в H0 нулевой, коэффициент в
H2 равен − 4

2g+1 (g − i)λ4 и коэффициент в H4 равен − 6
2g+1 (g − i)λ6.

При j ⩾ i+ 2 этот полином принимает вид

r(2(g − j + 1)xj−i−2f(x) + x2g−i−j+1∂xq(f(x), x
2g−2j+2), f ′(x))

= r(f ′(x)xj−i+1 +

2g−2j+2∑
k=0

(2g − 2j + 2− k)λ2(2g+1−k)x
k+j−i−2, f ′(x))

=

2g−2j+2∑
k=0

(2g − 2j + 2− k)λ2(2g+1−k)x
k+j−i−2.

Поскольку j ⩾ i+ 2 ⩾ 3, коэффициенты в H0, H2 и H4 нулевые.
В (9) коэффициент при z22i−1 равен

r

(
(g − i+ 1)f(x)q(Ri(x), x

g−i+2) +
1

2
Ri(x)

2, f ′(x)

)
. (10)

Для i = 1 обратим внимание, что R1(x) = xg и выражение (10) принимает
вид

1

2
r(x2g, f ′(x)) = − 1

2(2g + 1)

2g−1∑
k=1

kλ2(2g+1−k)x
k−1.

В этом выражении коэффициент при x2g−1 нулевой, коэффициенты при x2g−2

и x2g−3 дают соответствующие коэффициенты в H2 и в H4 при z21 .
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Для i > 1 имеем

r

(
(g − i+ 1)f(x)q(Ri(x), x

g−i+2) +
1

2
Ri(x)

2, f ′(x)

)
= r

(
1

2
Ri(x)x

−g+i−1

(
2(g − i+ 1)x−1f(x) + xg−i+1Ri(x)

)
− (g − i+ 1)f(x)x−1r(x−g+i−1Ri(x), x), f

′(x)

)
= r

(
1

2
Ri(x)x

−g+i−1

(
f ′(x) + x−1

2g−2i+1∑
k=0

(2g − 2i+ 2− k)λ2(2g+1−k)x
k

)
− (g − i+ 1)f(x)x−1r(x−g+i−1Ri(x), x), f

′(x)

)
=

1

2
Ri(x)x

−g+i−1

(
x−1

2g−2i+1∑
k=0

(2g − 2i+ 2− k)λ2(2g+1−k)x
k

)
− (g − i+ 1)r(x−g+i−1Ri(x), x)x

−1(f(x)− x2g+1)

− (g − i+ 1)r(x−g+i−1Ri(x), x)r(x
2g, f ′(x))

=
1

2
Ri(x)x

−g+i−1

(
x−1

2g−2i+1∑
k=0

(2g − 2i+ 2− k)λ2(2g+1−k)x
k

)

− (g − i+ 1)λ4(i−1)x
−1

( 2g−1∑
k=0

λ2(2g+1−k)x
k

)

+
(g − i+ 1)

(2g + 1)
λ4(i−1)

( 2g−1∑
k=1

kλ2(2g+1−k)x
k−1

)
.

Это полином степени 2g−2. Таким образом, коэффициент в H0 нулевой. Коэф-
фициенты в H2 и H4 совпадают с соответствующими коэффициентами в теоре-
ме.

В (9) коэффициент при z2i−1z2j−1, j > i, равен

r

(
Ri(x)x

−g+j−2

(
2(g − j + 1)f(x) + xg−j+2Rj(x)

)
, f ′(x)

)
= r

(
Ri(x)x

−g+j−2

(
xf ′(x) +

2g−2j+1∑
k=0

(2g − 2j + 2− k)λ2(2g+1−k)x
k

)
, f ′(x)

)

= Ri(x)x
−g+j−2

( 2g−2j+1∑
k=0

(2g − 2j + 2− k)λ2(2g+1−k)x
k

)
.

Это полином степени 2g + i− j − 2 ⩽ 2g − 3, причем равенство достигается при
j = i+ 1. Таким образом, коэффициенты в H0 и в H2 нулевые, а коэффициент
в H4 для j = i+ 1 равен (2i− 1)λ4i+4.

Теорема доказана.
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Лемма 4.2. Для операторов Шрёдингера в (5)

β
(k)
a,b (λ) — линейная функция по λ,

γ
(k)
a,b (λ) — квадратичная функция по λ.

Доказательство следует из явных выражений в доказательстве теоремы 4.1.
Лемма 4.3. Имеет место соотношение

[L2, L2k] = 2(k − 1)L2k+2 +
4(2g − k)

(2g + 1)
(λ2k+2L0 − λ4L2k−2). (11)

Доказательство. Имеем

L2k = 2

k+1∑
m=2

(m−2∑
s=0

(k +m− 2s)λ2sλ2(k+m−s)

− (m− 1)(2g − k)

2g + 1
λ2(k+1)λ2(m−1)

)
∂

∂λ2m

+ 2

2g+1∑
m=k+2

( k∑
s=0

(k +m− 2s)λ2sλ2(k+m−s)

− (k + 1)(2g −m+ 2)

2g + 1
λ2(k+1)λ2(m−1)

)
∂

∂λ2m
,

L2 =

2g+1∑
m=2

(
2(m+ 1)λ2(m+1) −

4(2g −m+ 2)

2g + 1
λ4λ2(m−1)

)
∂

∂λ2m
.

Отсюда получаем (11) непосредственным вычислением коэффициентов.
Следствие 4.4. Для k = 3, 4, 5, . . . , 2g − 1 имеет место равенство

Q2k =
1

2(k − 2)
[Q2, Q2k−2]−

2(2g − k + 1)

(k − 2)(2g + 1)
(λ2kQ0 − λ4Q2k−4). (12)

Это равенство рекуррентно задает операторы Q2k для k = 3, 4, 5, . . . , 2g − 1,
мы получаем явные выражения для этих операторов.

Доказательство следствия 4.4. Операторы Q2k по построению (см. §3)
дают решение задачи 2.1. Равенство (12) совпадает с равенством (11), перепи-
санным в терминах операторов Q2k.

§ 5. Явные формулы для операторов Шрёдингера
в неголономном репере

Следующие операторы можно найти в [1], [5], [15], [16] в случае рода g = 1,
в [5], [15], [16] в случае рода g = 2 и в [10], [17] в случае рода g = 3. Случай
рода g = 4 является новым. Формулы для рода g = 4 следуют из выражений,
полученных в §4.
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5.1. Операторы Шрёдингера для рода g = 1. В этом случае явные
формулы для {H2k} в (4) следующие:

H0 = z1∂1 − 1, H2 = 1
2∂

2
1 − 1

6λ4z
2
1 .

5.2. Операторы Шрёдингера для рода g = 2. В этом случае явные
формулы для {H2k} в (4) следующие:

H0 = z1∂1 + 3z3∂3 − 3,

H2 = 1
2∂

2
1 − 4

5λ4z3∂1 + z1∂3 − 3
10λ4z

2
1 + ( 32λ8 −

2
5λ

2
4)z

2
3 ,

H4 = ∂1∂3 − 6
5λ6z3∂1 + λ4z3∂3 − 1

5λ6z
2
1 + λ8z1z3 + (3λ10 − 3

5λ4λ6)z
2
3 − λ4,

H6 = 1
2∂

2
3 − 3

5λ8z3∂1 −
1
10λ8z

2
1 + 2λ10z1z3 − 3

10λ4λ8z
2
3 − 1

2λ6.

5.3. Операторы Шрёдингера для рода g = 3. В этом случае явные
формулы для {H2k} в (4) следующие:

H0 = z1∂1 + 3z3∂3 + 5z5∂5 − 6,

H2 = 1
2∂

2
1 − 8

7λ4z3∂1 + (z1 − 4
7λ4z5)∂3 + 3z3∂5 − 5

14λ4z
2
1 + ( 32λ8 −

4
7λ

2
4)z

2
3

+ ( 52λ12 −
2
7λ4λ8

5
2 )z

2
5 ,

H4 = ∂1∂3 − 12
7 λ6z3∂1 + (λ4z3 − 6

7λ6z5)∂3 + (z1 + 3λ4z5)∂5 − 2
7λ6z

2
1 + λ8z1z3

+ (3λ10 − 6
7λ4λ6)z

2
3 + 3λ12z3z5 + (5λ14 − 3

7λ6λ8)z
2
5 − 3λ4,

H6 = 1
2∂

2
3 + ∂1∂5 − 9

7λ8z3∂1 −
8
7λ8z5∂3 + (λ4z3 + 2λ6z5)∂5 − 3

14λ8z
2
1 + 2λ10z1z3

+ ( 92λ12 −
9
14λ4λ8)z

2
3 + λ12z1z5 + 6λ14z3z5 + ( 32λ4λ12 −

4
7λ

2
8)z

2
5 − 2λ6,

H8 = ∂3∂5 − ( 67λ10z3 − λ12z5)∂1 − 10
7 λ10z5∂3 + λ8z5∂5 − 1

7λ10z
2
1 + 3λ12z1z3

+ (6λ14 − 3
7λ4λ10)z

2
3 + 2λ14z1z5 + λ4λ12z3z5

+ (3λ4λ14 + λ6λ12 − 5
7λ8λ10)z

2
5 − λ8,

H10 = 1
2∂

2
5 − ( 37λ12z3 − 2λ14z5)∂1 − 5

7λ12z5∂3 −
1
14λ12z

2
1 + 4λ14z1z3

− 3
14λ4λ12z

2
3 + 2λ4λ14z3z5 + (2λ6λ14 − 5

14λ8λ12)z
2
5 − 1

2λ10.

5.4. Операторы Шрёдингера для рода g = 4. В этом случае явные
формулы для {H2k} в (4) следующие:

H0 = z1∂1 + 3z3∂3 + 5z5∂5 + 7z7∂7 − 10,

H2 = 1
2∂

2
1 + z1∂3 + 3z3∂5 + 5z5∂7 − 4

9λ4(3z3∂1 + 2z5∂3 + z7∂5)− 7
18λ4z

2
1

+ ( 32λ8 −
2
3λ

2
4)z

2
3 + ( 52λ12 −

4
9λ4λ8)z

2
5 + ( 72λ16 −

2
9λ4λ12)z

2
7 ,

H4 = ∂1∂3 + z1∂5 + 3z3∂7 + λ4(z3∂3 + 3z5∂5 + 5z7∂7)

− 2
3λ6(3z3∂1 + 2z5∂3 + z7∂5)− 1

3λ6z
2
1 + λ8z1z3 + (3λ10 − λ4λ6)z

2
3

+ 3λ12z3z5 + (5λ14 − 2
3λ6λ8)z

2
5 + 5λ16z5z7 + (7λ18 − 1

3λ6λ12)z
2
7 − 6λ4,

H6 = 1
2∂

2
3 + ∂1∂5 − 5

3λ8z3∂1 −
16
9 λ8z5∂3 +

5
3 (λ4z3 + 2λ6z5 − 8

9λ8z7)∂5

+ (z1 + 3λ4z5 + 4λ6z7)∂7 − 5
18λ8z

2
1 + 2λ10z1z3 + λ12z1z5

− ( 56λ4λ8 −
9
2λ12)z

2
3 + 6λ14z3z5 + 3λ16z3z7 + ( 32λ4λ12 −

8
9λ

2
8 +

15
2 λ16)z

2
5

+ 10λ18z5z7 − ( 49λ8λ12 −
5
2λ4λ16)z

2
7 − 9

2λ6,
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H8 = ∂3∂5 + ∂1∂7 − ( 43λ10z3 − λ12z5)∂1 − 20
9 λ10z5∂3 + (λ8z5 − 10

9 λ10z7)∂5

+ (λ4z3 + 2λ6z5 + 3λ8z7)∂7 − 2
9λ10z

2
1 + 3λ12z1z3 + 2λ14z1z5 + λ16z1z7

− ( 23λ4λ10 − 6λ14)z
2
3 + (λ4λ12 + 9λ16)z3z5 + 6λ18z3z7

− ( 109 λ8λ10 − λ6λ12 − 3λ4λ14 − 10λ18)z
2
5 + 3λ4λ16z5z7

− ( 59λ10λ12 − 2λ6λ16 − 5λ4λ18)z
2
7 − 3λ8,

H10 = 1
2∂

2
5 + ∂3∂7 − (λ12z3 − 2λ14z5 − λ16z7)∂1 − 5

3λ12z5∂3 −
4
3λ12z7∂5

+ (λ8z5 + 2λ10z7)∂7 − 1
6λ12z

2
1 + 4λ14z1z3 + 3λ16z1z5 + 2λ18z1z7

− ( 12λ4λ12 −
15
2 λ16)z

2
3 + (2λ4λ14 + 12λ18)z3z5 + λ4λ16z3z7

− ( 56λ8λ12 − 2λ6λ14 − 9
2λ4λ16)z

2
5 + (2λ6λ16 + 6λ4λ18)z5z7

− ( 23λ
2
12 − 3

2λ8λ16 − 4λ6λ18)z
2
7 − 2λ10,

H12 = ∂5∂7 − ( 23λ14z3 − 3λ16z5 − 2λ18z7)∂1 − ( 109 λ14z5 − λ16z7)∂3 − 14
9 λ14z7∂5

+ λ12z7∂7 − 1
9λ14z

2
1 + 5λ16z1z3 + 4λ18z1z5 − ( 13λ4λ14 − 9λ18)z

2
3

+ 3λ4λ16z3z5 + 2λ4λ18z3z7 − ( 59λ8λ14 − 3λ6λ16 − 6λ4λ18)z
2
5

+ (λ8λ16 + 4λ6λ18)z5z7 − ( 79λ12λ14 − λ10λ16 − 3λ8λ18)z
2
7 − λ12,

H14 = 1
2∂

2
7 − ( 13λ16z3 − 4λ18z5)∂1 − ( 59λ16z5 − 2λ18z7)∂3 − 7

9λ16z7∂5 −
1
18λ16z

2
1

+ 6λ18z1z3 − 1
6λ4λ16z

2
3 + 4λ4λ18z3z5 − ( 5

18λ8λ16 − 4λ6λ18)z
2
5

+ 2λ8λ18z5z7 − ( 7
18λ12λ16 − 2λ10λ18)z

2
7 − 1

2λ14.

§ 6. Приложение: операторы дифференцирования для рода g = 4

Напомним, что F — поле гиперэллиптических функций рода g. В этом пара-
графе мы изучаем задачу построения алгебры Ли дифференцирований поля
F , т. е. задачу нахождения 3g независимых дифференциальных операторов L,
таких, что LF ⊂ F . Постановку этой задачи, а также общий подход к ее реше-
нию можно найти в работах [15], [16]. Обзор представлен в [7]. В [18], [5], [14]
явное решение этой задачи получено в случаях g = 1, 2, 3. Здесь мы даем явный
ответ в случае рода g = 4.

Введем кольцо функций Rφ. Образующими этого градуированного коль-
ца над Q[λ] являются функции ψk1...kn

= −∂k1
· · · ∂kn

lnφ, где n ⩾ 2, ks ∈
{1, 3, . . . , 2g − 1}, и wtψk1...kn = k1 + . . .+ kn, wtλk = k. Мы вводим операторы

L0 = L0 − z1∂1 − 3z3∂3 − 5z5∂5 − 7z7∂7,

L2 = L2 − ψ1∂1 +
4
3λ4z3∂1 − (z1 − 8

9λ4z5)∂3 − (3z3 − 4
9λ4z7)∂5 − 5z5∂7,

L4 = L4 − ψ3∂1 − ψ1∂3 − 2λ6z3∂1 − (λ4z3 − 4
3λ6z5)∂3 − (z1 + 3λ4z5 − 2

3λ6z7)∂5

− (3z3 + 5λ4z7)∂7,

L6 = L6 − ψ5∂1 − ψ3∂3 − ψ1∂5 +
5
3λ8z3∂1 +

16
9 λ8z5∂3

− (λ4z3 + 2λ6z5 − 8
9λ8z7)∂5 − (z1 + 3λ4z5 + 4λ6z7)∂7,

L8 = L8 − ψ7∂1 − ψ5∂3 − ψ3∂5 − ψ1∂7 + ( 43λ10z3 − λ12z5)∂1 +
20
9 λ10z5∂3

− (λ8z5 − 10
9 λ10z7)∂5 − (λ4z3 + 2λ6z5 + 3λ8z7)∂7,
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L10 = L10 − ψ7∂3 − ψ5∂5 − ψ3∂7 + (λ12z3 − 2λ14z5 − λ16z7)∂1

+ 5
3λ12z5∂3 +

4
3λ12z7∂5 − (λ8z5 + 2λ10z7)∂7,

L12 = L12 − ψ7∂5 − ψ5∂7 + ( 23λ14z3 − 3λ16z5 − 2λ18z7)∂1

+ ( 109 λ14z5 − λ16z7)∂3 +
14
9 λ14z7∂5 − λ12z7∂7,

L14 = L14 − ψ7∂7 + ( 13λ16z3 − 4λ18z5)∂1 + ( 59λ16z5 − 2λ18z7)∂3 +
7
9λ16z7∂5.

Обозначим алгебру Ли с этими образующими через LL.
Теорема 6.1. Если функция φ удовлетворяет системе уравнений тепло-

проводности в неголономном репере для рода 4, то алгебра LL является алгеб-
рой дифференцирований кольца Rφ .

Доказательство следует из доказательства теоремы 5.9 в [17].
Следствие 6.2. Для g = 4 алгебра LL при φ = σ является алгеброй диф-

ференцирований поля F .
Положим

w0,1 = ψ1, w0,3 = 3ψ3, w2k,5 = 5ψ5, w0,7 = 7ψ7,

w2,1 = 1
2ψ111 + ψ3 − 7

9λ4z1,

w2,3 = 1
2ψ113 − 4

3λ4ψ1 + 3ψ5 + (3λ8 − 4
3λ

2
4)z3,

w2,5 = 1
2ψ115 − 8

9λ4ψ3 + 5ψ7 + (5λ12 − 8
9λ4λ8)z5,

w2,7 = 1
2ψ117 − 4

9λ4ψ5 + (7λ16 − 4
9λ4λ12)z7,

w4,1 = ψ113 + ψ5 − 2
3λ6z1 + λ8z3,

w4,3 = ψ133 − 2λ6ψ1 + λ4ψ3 + 3ψ7 + λ8z1 + (6λ10 − 2λ4λ6)z3 + 3λ12z5,

w4,5 = ψ135 − 4
3λ6ψ3 + 3λ4ψ5 + 3λ12z3 + (10λ14 − 4

3λ6λ8)z5 + 5λ16z7,

w4,5 = ψ137 − 2
3λ6ψ5 + 5λ4ψ7 + 5λ16z5 + (14λ18 − 2

3λ6λ12)z7,

w6,1 = 1
2ψ133 + ψ115 + ψ7 − 5

9λ8z1 + 2λ10z3 + λ12z5,

w6,3 = 1
2ψ333 + ψ135 − 5

3λ8ψ1 + λ4ψ5 + 2λ10z1 − ( 53λ4λ8 − 9λ12)z3

+ 6λ14z5 + 3λ16z7,

w6,5 = 1
2ψ335 + ψ155 − 16

9 λ8ψ3 + 2λ6ψ5 + 3λ4ψ7 + λ12z1 + 6λ14z3

+ (3λ4λ12 − 16
9 λ

2
8 + 15λ16)z5 + 10λ18z7,

w6,7 = 1
2ψ337 + ψ157 − 8

9λ8ψ5 + 4λ6ψ7 + 3λ16z3 + 10λ18z5 − ( 89λ8λ12 − 5λ4λ16)z7,

w8,1 = ψ135 + ψ117 − 4
9λ10z1 + 3λ12z3 + 2λ14z5 + λ16z7,

w8,3 = ψ335 + ψ137 − 4
3λ10ψ1 + λ4ψ7

+ 3λ12z1 − ( 43λ4λ10 − 12λ14)z3 + (λ4λ12 + 9λ16)z5 + 6λ18z7,

w8,5 = ψ355 + ψ157 + λ12ψ1 − 20
9 λ10ψ3 + λ8ψ5 + 2λ6ψ7 + 2λ14z1

+ (λ4λ12 + 9λ16)z3 − ( 209 λ8λ10 − 2λ6λ12 − 6λ4λ14 − 20λ18)z5 + 6λ4λ16z7,

w8,7 = ψ357 + ψ177 − 10
9 λ10ψ5 + 3λ8ψ7

+ λ16z1 + 6λ18z3 + 3λ4λ16z5 − ( 109 λ10λ12 − 4λ6λ16 − 10λ4λ18)z7,

w10,1 = 1
2ψ155 + ψ137 − 1

3λ12z1 + 4λ14z3 + 3λ16z5 + 2λ18z7,
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w10,3 = 1
2ψ355 + ψ337 − λ12ψ1 + 4λ14z1 − (λ4λ12 − 15λ16)z3

+ (2λ4λ14 + 12λ18)z5 + λ4λ16z7,

w10,5 = 1
2ψ555 + ψ357 + 2λ14ψ1 − 5

3λ12ψ3 + λ8ψ7 + 3λ16z1 + (2λ4λ14 + 12λ18)z3

− ( 53λ8λ12 − 4λ6λ14 − 9λ4λ16)z5 + (2λ6λ16 + 6λ4λ18)z7,

w10,7 = 1
2ψ557 + ψ377 + λ16ψ1 − 4

3λ12ψ5 + 2λ10ψ7 + 2λ18z1 + λ4λ16z3

+ (2λ6λ16 + 6λ4λ18)z5 − ( 43λ
2
12 − 3λ8λ16 − 8λ6λ18)z7,

w12,1 = ψ157 − 2
9λ14z1 + 5λ16z3 + 4λ18z5,

w12,3 = ψ357 − 2
3λ14ψ1 + 5λ16z1 − ( 23λ4λ14 − 18λ18)z3 + 3λ4λ16z5 + 2λ4λ18z7,

w12,5 = ψ557 + 3λ16ψ1 − 10
9 λ14ψ3 + 4λ18z1

+ 3λ4λ16z3 − ( 109 λ8λ14 − 6λ6λ16 − 12λ4λ18)z5 + (λ8λ16 + 4λ6λ18)z7,

w12,7 = ψ577 + 2λ18ψ1 + λ16ψ3 − 14
9 λ14ψ5 + λ12ψ7 + 2λ4λ18z3

+ (λ8λ16 + 4λ6λ18)z7 − ( 149 λ12λ14 − 2λ10λ16 − 6λ8λ18)z7,

w14,1 = 1
2ψ177 − 1

9λ16z1 + 6λ18z3,

w14,3 = 1
2ψ377 − 1

3λ16ψ1 + 6λ18z1 − 1
3λ4λ16z3 + 4λ4λ18z5,

w14,5 = 1
2ψ577 + 4λ18ψ1 − 5

9λ16ψ3 + 4λ4λ18z3 − ( 59λ8λ16 − 8λ6λ18)z5 + 2λ8λ18z7,

w14,7 = 1
2ψ777 + 2λ18ψ3 − 7

9λ16ψ5 + 2λ8λ18z5 − ( 79λ12λ16 − 4λ10λ18)z7.

Мы получаем для рода g = 4 теорему, аналогичную теоремам 4.1, 4.2 и 4.3
из [17]:

Теорема 6.3. Для g = 4 решение φ системы уравнений теплопроводно-
сти (6) дает решение (ψ1, ψ3, ψ5, ψ7) = (∂1 lnφ, ∂3 lnφ, ∂5 lnφ, ∂7 lnφ) систе-
мы нелинейных дифференциальных уравнений, которые мы называем аналогом
уравнения Бюргерса для рода g = 4:

L2k(ψ1, ψ3, ψ5, ψ7) = (w2k,1, w2k,3, w2k,5, w2k,7), k = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. (13)

Доказательство можно получить непосредственным вычислением.
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[18] F. G. Frobenius, L. Stickelberger, Über die Differentiation der elliptischen Functionen
nach den Perioden und Invarianten, J. Reine Angew. Math., 92 (1882), 311–337.

В. М. Бухштабер
Математический институт им. В. А. Стеклова
Российской академии наук, Москва, Россия
E-mail : buchstab@mi-ras.ru

Е. Ю. Бунькова
Математический институт им. В. А. Стеклова
Российской академии наук, Москва, Россия
E-mail : bunkova@mi-ras.ru

Поступила в редакцию
21 августа 2020 г.

После доработки
21 августа 2020 г.

Принята к публикации
3 сентября 2020 г.

https://arxiv.org/abs/1810.11079
https://arxiv.org/abs/1711.08395
https://arxiv.org/abs/1703.03947
mailto:buchstab@mi-ras.ru
mailto:bunkova@mi-ras.ru

	Введение
	Постановка задачи в случае семейства гиперэллиптических кривых
	Производящие функции для операторов Шрёдингера
	Явный вид операторов Шрёдингера
	Явные формулы для операторов Шрёдингера в неголономном репере
	Операторы Шрёдингера для рода $g=1$
	Операторы Шрёдингера для рода $g=2$
	Операторы Шрёдингера для рода $g=3$
	Операторы Шрёдингера для рода $g=4$

	Приложение: операторы дифференцирования для рода $g=4$
	Литература

