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В статье доказывается, что аффинный ранг любой платовидной функции с носи­
телем спектра мощности 16 равен 4, 5 или 6. Для любого натурального h рассмат­
риваются платовидные функции с носителем спектра мощности 4Л, даются оценки 
аффинного ранга таких функций и строятся функции, аффинный ранг которых прини­
мает все возможные значения от 2h до 2Л + 1 — 2. 

1. Введение и основные определения 
Пусть F£ — векторное пространство наборов длины п с компонентами из поля F2 из двух 
элементов 0 и 1, операции сложения и умножения в котором вводятся как обычные опе­
рации сложения и умножения чисел 0 и 1 по модулю 2. Булева функция от п переменных 
— это отображение из F" в F2. В дальнейшем мы будем обозначать набор из F£ буквой 
без нижнего индекса, а компоненту этого набора — той же буквой с нижним индексом, 
указывающим на порядковый номер этой компоненты в наборе. Наборы х' и х" назы­
ваются соседними, если они различаются только в одной компоненте. Обозначим через 
х1 набор, который отличается от х только в i-й компоненте, i = 1 , . . . , п. Переменная 
xi называется фиктивной для функции / , если для любых наборов х' и jt", соседних по 
i-й компоненте, выполняется равенство / (* ' ) = / (*") . Расстоянием Хэмминга d(x' ,х") 
между двумя наборами хг и х" называют число компонент, в которых наборы х* и х" 
различаются. Для заданной функции / из F" минимум расстояний */(/,/), где / пробе­
гает множество всех аффинных функций из F" называется нелинейностью функции / 
и обозначается через nl( / ) . Подфункцией булевой функции / называется функция / ' , 
полученная подстановкой в / констант 0 или 1 вместо некоторых переменных. 

Хорошо известно, что функция / , заданная на F£, имеет единственное полиномиаль­
ное представление над 7*2, степень которого по каждой переменной не превосходит 1, а 
именно, 

/ ( * ! , . . . , х „ ) = 0 g(ai,...,an)x°l ...xa
n

n, 
(дь...,aл)€F2', 

где g — также функция над F£. Такое полиномиальное представление / называется ал­
гебраической нормальной формой функции, а каждое выражение х\х ... х"" называется 
слагаемым в алгебраической нормальной форме функции / (алгебраическую нормаль­
ную форму называют также полиномом Жегалкина). Отображение f(x) -> g(x) иногда 
называют преобразованием Мебиуса. 
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Алгебраическая степень функции / , обозначаемая через deg(/), определяется как 
число переменных в самом длинном слагаемом в алгебраической нормальной форме 
функции / . 

Вес wt( / ) функции / над F£ — это число наборов х ю F$, для которых / ( * ) = 1. 
Функция / называется уравновешенной, если 

wt( / ) = w t ( / e i ) = 211-1, 

то есть если функция принимает значения 0 и 1 на одинаковом числе наборов. 
Пусть х = (JCI , . . . , хп) им = (MI , . . . , м„) — это наборы длины п над /*2. Скалярное 

произведение х и м — это функция, которая определяется как 
п 

(Хчи) = ^Гх/м/, 
1 = 1 

где сложение и умножение берутся над /*2. Под суммой х Л- и двух двоичных наборов х 
и м мы понимаем их покомпонентную сумму над 7*2. 

Преобразованием Уолша булевой функции / называется целочисленная функция над 
F£, определяемая равенством 

wf(u)= j2 (~vf(xH{u'x) • 
xeF£ 

Для каждого и е F£ значение Wf(u) называется коэффициентом Уолша. Коэффициенты 
Уолша будем называть спектральными коэффициентами, а совокупность всех 2п коэффи­
циентов Уолша — спектром булевой функции. Справедливы формула обращения 

(_!)/(*) = 2-" J^ Wf(u)(-\){u<x) 

u€F2" 

и равенство Парсеваля 

U€F$ 

Нелинейность булевой функции / выражается через ее коэффициенты Уолша следующим 
образом: 

п1(/) = 2 я - 1 - 1 т а х | И > ( | | ) | . 
2 ueF$ 

Множество S/ всех наборов м таких, что Wf(u) ф 0, называется носителем спектра 
функции / . 

Булева функция называется бент-функцией, если значение коэффициентов на всех на­
борах равно ±2п/2. Бент-функции существуют при всех четных л, а при нечетных не 
существуют. Бент-функция является функцией с максимально возможной нелинейностью 
2*1-1 _ 2(л/2)-1 С р е д и в с е х функций от п переменных при четном п. Булева функция на­
зывается платовидной, если ее коэффициенты Уолша принимают ровно три возможных 
значения. Несложно показать, что эти значения могут быть только 0 и ±2С для некоторо­
го с. Платовидные функции представляют большой интерес для изучения бент-функций 
(например, потому, что при разложении бент-функции по переменной возникают две пла­
товидные функции), а также потому, что многие криптографически важные функции яв­
ляются платовидными (например, т -устойчивые функции с максимально возможной для 
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них нелинейностью 2п~1 — 2 m + 1 ) . Для платовидных функций положим <р(х) = 2"cW/(x), 
тогда для любого JC e F£ величина <р(х) может принимать только три значения: 0, —1 
и 1. Множество S/ всех наборов и таких, что Wf{u) ф О, называется носителем спектра 
платовидной функции. Множество всех наборов, на которых ср(х) = —1, будем обозна­
чать Т~, а множество всех наборов, на которых ср(х) = 1, будем обозначать Г + . Из 
равенства Парсеваля следует, что мощность носителя спектра равна 4п~с. Бент-функцию 
удобно рассматривать как частный случай платовидной при с = п/2я \S/\ = 2п, что мы 
и будем часто делать (хотя часто формально бент-функции к платовидным не относят). 
Платовидные функции изучались в большом числе работ, см., например, [1, 4, 9]. 

Для каждого и е 7*2 л автокорреляционный коэффициент функции / на наборе и 
определяется как 

A/(W) = J2 (-1) / (*Н / (*+ м ) . 
x€F2

n 

Функция Duf = f(x) + f(x 4- и) называется производной функции / по направлению и. 
Множество наборов и е F^1 таких, что Duf есть постоянная, называется линейной 
структурой функции / . Легко проверить, что линейная структура функции / образует 
линейное пространство в F£. Наличие у функции линейных структур в некоторых случаях 
(но не во всех) является криптографической слабостью. 

Пусть Е — произвольное подмножество F£. Рангом множества Е называется размер­
ность подпространства, порожденного Е в F£. Аффинным рангом множества Е называ­
ется размерность наименьшего класса смежности в F£, содержащего Е. Ранг и аффинный 
ранг носителя спектра булевой функции будем обозначать через к и ка, соответственно. 
Для краткости в данной работе аффинный ранг и ранг носителя спектра булевой функ­
ции мы будем называть просто ее аффинным рангом и рангом, соответственно. Легко 
убедиться, что ка е {к, к — 1}. Известно (см., например, [5]), что размерность линейной 
структуры функции / равна п — ка. Если существует набор и € F£ такой, что Duf = 1, 
то к = ка + 1. Если такого набора не существует, то к = ка. 

Дополнительные сведения о свойствах булевых функций можно найти в [2] и [3]. 

2. Об аффинных преобразованиях в F2" 
Аффинным преобразованием в F£ называется отображение 

х -* х' = Ах = хАт -f а, 

где А — квадратная двоичная невырожденная над Ег матрица порядка я, а а — вектор 
длины п. Аффинное преобразование является автоморфизмом F£, при котором все классы 
смежности переходят в классы смежности той же размерности. Если а = 0, то аффинное 
преобразование называется также линейным. 

Аффинным преобразованием функции / , заданной на F", называется преобразование 

f(x) -> / ' ( * ) = / (Ах) . 

Если для функций / и / ' существует аффинное преобразование функции, перево­
дящее / в / ' , то / и / ' называются аффинно эквивалентными. Если для функций / 
и / ; существует линейное преобразование функции, переводящее / в / ' , то / и / ' 
называются линейно эквивалентными. 
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Лемма 1. Пусть f(x) - • / ' ( * ) = / (AJC) — аффинное преобразование функции f, за­
данной на F£. Тогда 

Wf.M(u) = ( - l )<"^- '> Wf{uA-1). 

Доказательство. По формуле для коэффициентов Уолша 

wf,(x)(u) = £ (-D/'w+fc-) = ^ (.D/CAXHU.-) = J2 (-1)/«+<А",^> 
JC€F2" X€F2" X€F2 ' t 

= \ Г / j\/(x)+(x,iii4-1)+(e,iii4-1) = (_i)(a,uA~l) y^ ^_ly(x)+(x,uA~l) 

xeF? 
= ( _1 ) («^ l)Wf(uA'1). 

Пусть булева функция / задана на F£. Аффинным преобразованием спектра функции 
/ называется преобразование 

Wf(x) -> W'(x) = Wf (Ax). 

Можно показать, что коэффициенты W'(x) являются коэффициентами Уолша некоторой 
функции / ' , которая, вообще говоря, не является аффинно эквивалентной функции / . 

Лемма 2. Пусть W/(x) —• W'(x) = Wf (Ax) — аффинное преобразование спектра функ­
ции / , заданной на F£. Тогда коэффициенты W'(x) являются коэффициентами Уолша 
некоторой функции f, причем 

f'(x) = f(xA-l) + (a,xA-1). 

Доказательство. Проверим, что для всех х е F£ суммы в формуле обращения для 
гипотетически существующей функции / ' ( * ) равны ± 1 . Введем обозначение 

F(x) = 2~n J^ W'Wi-l)^. 
u€F£ 

Справедливы равенства 

F(x) = 2~n J2 W'(u)(-\){u<x) =2~n J2 Wf{Au)(-\)M 

ueF^ ueF£ 

= 2~n J^ Wf(v)(-l){A~lv>x) =2~n J^ Wf(v)(-l){v>xA~l)+{a>xA~l) 
veF% v€F£ 

= (-i)^^"1) 2~n J^ Wf(v)(-l){v'xA~l) = (-i)/(^"l)+<e.^"1>. 
veF£ 

Таким образом, для всех х е F£ справедливо равенство F(x) = ± 1 . Поэтому функция 
f'(x) существует, более того, 

f'(x) = f(xA-l) + (a,xA-1). 

Спектры функций / и / ' , переводимые один в другой аффинным преобразованием 
спектра, называются аффинно эквивалентными. Спектры функций / и / ' , переводимые 
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один в другой линейным преобразованием спектра, называются линейно эквивалентны­
ми. Из аффинной эквивалентности функций не следует аффинная эквивалентность их 
спектров. Например, потому, что при аффинном преобразовании функции / величина 
wt( / ) остается неизменной, но wt ( / ) = 2n~l - (l/2)Jfy(0), поэтому переводя при аф­
финном преобразовании спектра в 0 набор с другим значением коэффициента Уолша, мы 
получим функцию, не являющуюся аффинно эквивалентной J. В то же время из лемм 1 
и 2 видно, что линейное преобразование спектра является линейным преобразованием 
функции, и наоборот. 

Очевидно, что аффинное преобразование спектра платовидной функции / переводит 
его в спектр также некоторой платовидной функции / ; с той же мощностью носителя 
спектра, а аффинное преобразование платовидной функции / переводит ее в платовидную 
функцию / ' с той же мощностью носителя спектра. 

Лемма 3. Пусть f — булева функция, заданная на F£, причем носитель спектра этой 
функции лежит в FJ ® ( 0 , . . . , 0), где ( 0 , . . . , 0) € F%~1. Тогда функция f зависит от 
переменных Jt/+i, . . . , хп фиктивно. 

Пусть f — функция на F^, полученная из f удалением фиктивных переменных 
x/4-i, . . . , хп. Тогда для любого и из F^ справедливо равенство 

Wf\u) = 2'^'°Wf(u9 0 , . . . , 0), 

где (и ,0 , . . . ,0 ) е F$. 

Доказательство. Пусть хих1 — произвольная пара наборов, соседних по i -й компоненте, 
/ е {/ -Ь 1 , . . . , п}. По формуле обращения 

(_!)/(*) _ (_!)/(*') = 2~п J^ ^/(W)((-l)(*'w> - (-1)(*''м>) 

= 2~п J2 Wf(u){(-\){x>u) - (-\){xi>u)) = 0. 
М€^®(0,...,0) 

Поэтому f(x) = f(xl), и переменные х/+ь . . . , хп, таким образом, действительно явля­
ются фиктивными. Рассмотрим теперь функцию / ' на F" , полученную из / удалением 
фиктивных переменных х / + ь . . . , хп. Для любого ее коэффициента Уолша 

Wf>(u) = У^ (_ I ) / ' (* )+(* ,M) = 2 - ( я - / ) у ^ (_I)/W+(*,(M,O,...,O)) 

X€FJ X€F£ 

= 2-^- />^ /(w,0,...,0), 

где u e F[ и (w,0,. . . ,0) e F£. 

Лемма 4. Пусть f — булева функция, заданная на F%. Пусть / ' — функция на F ^ + 1 , 
определенная равенством 

f\xi,...,xn,xn+i) = f(xi,...,xn) +*„+ i . 

Тогда если и — набор из F"*1, принадлежащий носителю спектра функции / ' , то 

ип+\ = 1, Wff(ui,...,un,X) = 2Wf(ui,...,un). 
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Доказательство. Пусть и е F ^ + 1 . В сумме 

Wf,(u) = ]Г (_!)/(*)+<*>"> 
xeF^1 

сгруппируем в пары наборы х и xn+l, различающиеся только в (п + 1)-й компоненте. Для 
определенности пусть хп+\ = 0. Для этих наборов / ' ( * ) = / ' ( * л + 1 ) + 1 . Если м„+1 = 0, 
то (JC, м) = (дсл+1, и). Отсюда получаем, что 

(_!)/'(*)+<*,«> + (_1)/ /(хя + 1)+(ля + 1 .1|) = о 

Поэтому и Wff{u) = 0. Если w„+i = 1, то (х, и) = (xn+l,u) + 1. Отсюда получаем, что 

(_1)/'(*)+<**и> + (_i)/ ,(^"bl)+<^"bl 'w) = 2(- l ) / / W + ^ ' M > 
= 2(—l)^Xl'""Xn^~*~^Xl ^'^хп)Ли\,...,ип)) 

Поэтому Wf(u) = 2Wf(ui,..., w„). 

Из лемм 1, 2 и 3 следует, что изучение платовидных функций на F% с носителем спек­
тра мощности 4Л можно в некотором смысле свести к изучению платовидных функций 
с носителем спектра той же мощности 4Л, заданных на F2

a. Более того, если ka > 2h, 
то любую платовидную функцию / ' на F" с носителем мощности 4Л можно получить 
из некоторой функции / на F2

a с носителем той же мощности 4Л, добавив п — ка фик­
тивных переменных и выполнив некоторое линейное преобразование функции. Того же 
можно добиться и в случае, если ка = 2А и ^ / ( 0 ) ф 0 (в этом случае функция / будет 
бент-функцией). Если ка = 2Л и И^/(0) = 0, то указанного линейного преобразования 
функции не существует, но можно использовать аффинное преобразование спектра, либо 
же взять функцию / от ка + 1 переменной. 

Заметим, что указанного сведения может быть недостаточно, если требуется исследо­
вать дополнительные свойства функций, не сохраняющиеся при аффинных преобразова­
ниях (например, корреляционную иммунность). 

Укажем также на следующее свойство, позволяющее не рассматривать специально 
вопрос о возможных значениях, принимаемых рангом к. 

Лемма 5. Если существует платовидная функция с носителем спектра мощности 4h 

и аффинным рангом, равным ка, то существуют платовидные функции с носителем 
спектра той лее мощности 4" и рангами, равными и к = ка, и к = ка + 1. 

Доказательство. По лемме 2 аффинное преобразование носителя спектра платовидной 
функции снова дает платовидную функцию с носителем спектра той же мощности и с 
тем же аффинным рангом. Если аффинным преобразованием перевести в ноль один из 
наборов, входящий в наименьший класс смежности, содержащий 5 / , то для получив­
шейся функции, очевидно, будет выполнено равенство к = ка- Если же перевести в 
ноль набор, не принадлежащий наименьшему классу смежности, содержащему S/, то 
для получившейся функции к = ка + 1. Если для исходной функции не было наборов, 
не принадлежащих наименьшему классу смежности, содержащему S/ (то есть, если ка 
совпадало с числом переменных), то можно просто добавить фиктивную переменную и 
такие наборы появятся, а функция останется платовидной с той же мощностью спектра. 
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Из вышесказанного следует, что аффинный ранг является важной характеристикой 
платовидных функций. Очевидно, что аффинный ранг любой платовидной функции с но­
сителем спектра мощности 4Л не меньше 2Л, потому что меньшие классы смежности не 
содержат 4Л наборов. Любая платовидная функция с носителем спектра мощности 1 есть 
аффинная функция и, очевидно, ее аффинный ранг равен 0. Аффинный ранг любой пла­
товидной функции с носителем спектра мощности 4 равен 2. Этот факт доказан в [8], но, 
по-видимому, был известен намного раньше. Платовидные функции с носителем спектра 
мощности 16, не называясь платовидными, фактически рассматривались в [7], а в [5] для 
подкласса платовидных функций с носителем спектра мощности 16 (более точно, для 
кубических устойчивых порядка п — 4 функций) была получена оценка ка ^ к ^ 9. В 
настоящей работе мы докажем, что аффинный ранг любой платовидной функции с но­
сителем спектра мощности 16 равен 4, 5 или 6. Кроме того, мы рассмотрим для любого 
натурального h платовидные функции с носителем спектра мощности 4Л, дадим оцен­
ки аффинного ранга для таких функций и построим функции, аффинный ранг которых 
принимает все возможные значения от 2й до 2Л + 1 — 2. 

3. Вспомогательные результаты 
Следующее утверждение хорошо известно (см., например, соотношение (2.16) в [2]). 
Ранее его доказательство было дано в [6]. 

Лемма 6. Пусть f — булева функция на F£. Пусть U является линейным подпрост­
ранством в F" размерности I, a U1- — пространство, ортогональное к U в F£. Пусть 
v — произвольный вектор из F£. Тогда 

£ Wf(u)=2l £(_l)/«+<^>. 

Лемма 7. Пусть f — платовидная функция с носителем спектра мощности 4Л, заданная 
на F£. Тогда 

] Г <p(a)e{-2h,2h}. 
a€F2 

Доказательство. Возьмем в лемме 6 в качестве подпространства U все F£. В обозначе­
ниях леммы 6 

Wf(u) = <p(u)2n-h, I =n. 

Тогда U1 = {0}. Поэтому 
J2 Wf{u) = 2n{-\)m. 

ueF% 
Отсюда следует, что 

J2 <Р(и) = 2 л ( -1 ) / ( 0 ) € {-2Л,2Л}. 
ueF£ 

Лемма 8. Пусть f — платовидная функция с носителем спектра мощности 4Л, заданная 
на F%. Пусть 

£ Via) = 2й. 
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Пусть Н является (п — 1)-мерным классом смежности в F". Тогда 

5>(а)€{0,2*}. 
аеН 

Доказательство. В обозначениях леммы 6 

Wf(u) = (p(u)2n-h, I = / i - l . 

Поэтому из леммы 6 следует, что 

] [ > ( я ) € { - 2 Л , 0 , 2 Л } . 
а€Н 

Но если сумма равна - 2 Л , то Y^aeFn\H ^(fl) = 2Л + 1 , ч т о невозможно по сказанному 
выше. 

Следующее утверждение также хорошо известно (см., например, теорему 2.89 в [2]). 

Лемма 9. Пусть f — булева функция на F£. Пусть U является линейным подпрост­
ранством в F£ размерности I, a U1 — пространство, ортогональное к U в F£. Тогда 

J2 WfiM) = 2' J2 Ay(w). 
ueU veU1-

Лемма 10. Пусть f — булева функция на F£, п ^ 1. Тогда wt ( / ) нечетно тогда и только 
тогда, когда deg(/) = п. 

Доказательство очевидно (см., например, следствие 1 в [3]). 

Лемма 11. Пусть f — булева функция на F£, не равная тождественно постоянной. 
Тогда 

2/»-deg(/) ^ w t ( / ' ) ^ 2П — 2n~deg^\ 

Доказательство очевидно (см., например, лемму 5.6 в [2] или лемму 3 в [3]). 

Лемма 12 ([9]). Пусть f — платовидная булева функция на F£ с носителем спектра 
мощности 4h. Тогда deg(/') ^ h -f l. 

Доказательство. Коэффициенты Уолша функции / принимают значения из множества 
{0, ±2n~h}. Рассмотрим самое длинное слагаемое Xilxi2 . . . xts функции / (если таких 
слагаемых несколько, берем любое из них). Можно считать, что s ^ 2, иначе утверж­
дение автоматически является верным. Воспользуемся леммой 6. Возьмем в качестве U 
линейное подпространство U = {х е F£ \ xi{ = 0 , . . . , xis = 0} размерности I = n-s, 
вектор v возьмем нулевым. Тогда ортогональное пространство U1- по лемме 10 содержит 
нечетное число наборов х таких, что f(x) = 1. Поэтому сумма Х]^€^±(-1)^ (д : ) при s ^ 2 
не делится на 4. Следовательно, в равенстве 

£ Wf(u) = 2n~s Y, (-!)/W 

ueU xeU1-

левая часть делится на 2n~h, а правая часть не делится на 2n~s^2. Отсюда следует, что 
п — h < п — 5 + 2, и учитывая целочисленность, получаем, что s ^ h + 1 , что и требовалось 
доказать. 
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Лемма 13. Пусть f — платовидная булева функция на F£ с носителем спектра мощ­
ности 4h. Пусть Н является (п — \)-мерным классом смежности в F". Тогда либо 
Е „ € я И«)1 = 0. либо £ и б Я И")1 = 4". либо 2h < Е и е я 1*>(")1 < ** " 2Л-

Доказательство. Пусть Н — линейное подпространство в F£. Тогда Н1- = {0, г;} для 
некоторого ненулевого v e F*. Очевидно, А/ (0) = 2я . По лемме 9 

4П"Л £ \(р(и)\ = 2п _ 1(2л + А/(и)) = 4n-2nwt(Dvf). 
иеН 

В силу леммы 12 справедливо неравенство deg(/) ^ й + 1. Функция Dvf является 
производной функции / , поэтому deg(D„/) ^ А. Если Dvf = 0, то J2ueH l^(M)l = 4Л. 
Если Dvf = 1, то Y^ueH l^(M)l = 0- Если D „ / не является постоянной, то в силу 
леммы 11 

2n~h ^ wt(D„/) ^ 2п - 2п"н. 

Отсюда, 2h ^ YlueH 1^(м)1 ^ 4Л — 2Л, что и требовалось доказать. Для класса смежности 
F£\H точно такие же три случая имеют место в силу только что доказанного и равенства 
Парсеваля. 

Лемма 14. Пусть f\, /2 — булевы функции на F£, a f — булева функция на F£+l, причем 
f(xxn+i) = (*„+i + l)Mx) + xn+if2(x). Тогда 

Wf(u0) = Wfx(u) + W/2(n), И//(ill) = Ж/Дм) - »ty-2(i#). 

Эта лемма хорошо известна. Фактически на ее применении основано быстрое преоб­
разование Уолша. 

4. Об аффинном ранге платовидных булевых функций 
с носителем спектра мощности 16 

Во всех утверждениях этого раздела предполагается, что / — платовидная булева функция 
на F* и 15/| = 16. В этом случае с = п — 2. По лемме 7 имеет место один из двух случаев 
\Т+\ = 10, |Г~| = 6, или же | Г + | = 6, |7"~| = 10. Учитывая, что для всех и справедливо 
равенство W/(u) = — W/+1(w), можно без ограничения общности считать, что | Г + | = 10, 
\Т~\ = 6, что мы и будем делать в дальнейшем в этом разделе. Таким образом, \S/\ = 16, 
\Т+\ = 10, \Т~\ = 6. 

Нашей целью является доказательство следующей теоремы. 

Теорема 1. Пусть f является платовидной функцией, \S/\ = 16. Тогда для аффинного 
ранга ка носителя спектра S/ справедливо неравенство ка < 6. 

Доказательство теоремы 1 будет получено путем доказательства серии лемм. 
Предположим, что аффинный ранг носителя спектра S/ равен ка и аффинный ранг 

Т~ равен к". Очевидно, 3 ^ к" ^ 5. Легко видеть, что с помощью некоторого аффинного 
отображения в F£ можно вложить наименьший класс смежности, содержащий носитель 
спектра S/, в F2

a ® (0 , . . . ,0), так чтобы некоторые к" + 1 наборов из Т~ перешли в 
наборы (0 ,0 ,0 , . . . , 0), (1,0,0 0), (0 ,1 ,0 , . . . ,0) , . . . , (0 ,0 , . . . , 0 , 1 ,0 , . . . ,0), где в по­
следнем наборе 1 стоит на месте к~. Заметим, что после такого отображения все наборы 
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из Г~ перейдут в наборы, имеющие только нули во всех компонентах i, i > k~. Отме­
тим, что описанное выше аффинное отображение спектра не является, вообще говоря, 
аффинным преобразованием функции / , однако нам этого и не нужно. Нам достаточно 
того, что получившаяся в результате отображения булева функция будет платовидной с 
тем же наборов значений, принимаемых коэффициентами Уолша, и теми же значениями 
ка и к". По лемме 3 переменные с (tfl -f 1)-й по «-ю у получившейся функции будут 
фиктивными. Отбрасывая их и деля все коэффициенты Уолша на 2п~ка, мы по леммам 2 

к 
и 3 получим платовидную функцию, заданную на F2

 a, с носителем спектра той же мощ­
ности 16. Таким образом, без потери общности в оставшейся части этого раздела мы 
будем рассматривать именно такой носитель спектра. 
Лемма 15. Пусть Н является (ка — \)-мерным классом смежности в F2

a. Тогда 
£ > ( * ) € {0,4}. 
аеН 

Утверждение леммы является частным случаем леммы 8. 

Лемма 16 ([5]). Пусть Н является (ка — \)-мерным классом смежности в F2
a. Тогда 

Н содержит 4, 6, 8, 10 или 12 наборов из S/. 
Доказательство. В силу леммы 15 класс Н содержит четное число наборов из S/. Слу­
чаи 2 и 14 невозможны в силу леммы 13. Если Н содержит 16 наборов из 5 / , то S/ 
содержится в Я ; если Н содержит 0 наборов из 5 / , то S/ содержится в F2

a \ H. Оба 
последних случая невозможны в силу того, что F2

a — наименьший класс смежности, 
содержащий носитель спектра S/. 

Наша цель — доказать, что ка ^ 6. Предположим противное. Пусть ка ^ 7. Докажем, 
что это невозможно. 

Образуем матрицу М размера 16 х 7. В строках М будем записывать слева направо 
первые 7 компонент наборов из S/ (в случае ка > 1 мы опустим все компоненты после 
седьмой). В первых 10 строках М запишем наборы из Г + , а в последних 6 строках М 
запишем наборы из Т~. Левые к" столбцов М назовем левой частью М, оставшиеся 
1 — к~ столбцов назовем правой частью М. 

/ 

I 

\0 ... 0 

\ 

0 

5 Дискретная математика, т. 18 №3 
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Обозначим через у,- столбцы из левой части М, а через я, соответствующие этим столбцам 
переменные. Обозначим через <5У столбцы из правой части М, а через yj соответствующие 
этим столбцам переменные. Обозначим через у* и <?t подстолбцы, содержащие верхние 
10 элементов столбцов у,- и 8j, соответственно. 

Лемма 17. Для любого множества 8jx,..., 8js, I ^ s ^ 7 — k~, различных столбцов из 
правой части М справедливо равенство wt(<5t -f . . . + 8*) = 4. 

Доказательство. Положим Н = {F2
a \ >>л + . . . +yjs = 0 } . Гиперплоскость Я содержит 

все 6 наборов из Т~, поэтому по лемме 15 гиперплоскость Я должна содержать 6 или 10 
наборов из Г + . Но если Я содержит 10 наборов из Г + , то Я содержит S/. Это невоз­
можно, поскольку ка есть размерность наименьшего класса смежности, содержащего S/. 
Поэтому Я содержит 12 наборов из S/ и F2 \ Я содержит в точности 4 набора из S/. 

Лемма 18. Существует не более трех столбцов, удовлетворяющих условию леммы 17. 
Без потери общности можно выбрать в качестве этих столбцов 

8+ = (0,0,0,0,0,0,1,1,1,1)Г , 

<$+ = (0,0,0,0,1,1,0,0,1,1) г , 

8+ = (0,0,0,1,0,1,0,1,0, \)Т. 

Доказательство. Легко проверить, что наборы <5+, 8%, 8f, указанные в условии, могут 
быть взяты без потери общности. Предположим, что можно добавить к этому множеству 
некоторый набор 8%. Для с\,с2,съ € {0,1} положим 

8*{с\,с2,съ) = ciSf +с28% +с38$. 

Рассмотрим сумму 

С1,С2,Сз€{0,1} 

Заметим, что для любой строки с 4-й по 10-ю в точности 4 из 8 наборов 8+(с\чс2,с3) 
имеют единицу в этой строке. Поэтому S = 28 + 8шо = 32, где WQ — это число единиц 
в 8% в строках с 1-й по 3-ю. Отсюда следует, что ш0 = 0,5, но w0 должно быть целым 
числом. Это противоречие доказывает лемму 18. 

Лемма 19. Правая часть матрицы М содержит не более 3 столбцов. 

Утверждение леммы следует из лемм 17 и 18. 
Из леммы 19 следует, что случай к~ = 3 невозможен. Остались случаи к~ = 4 и 

it" = 5. 

Лемма 20. Пусть у/ — столбец из левой части матрицы М. Предположим, что yt 
содержит одну единицу и 5 нулей в нижних 6 строках. Тогда wt(y^) = 5. 

Доказательство. Положим Я = {F2
a \ xt? = 0}. Гиперплоскость Я содержит в точности 

5 наборов из Г - , поэтому по лемме 15 гиперплоскость Я должна содержать 5 или 9 
наборов из Г + . Но если Я содержит 9 наборов из Г + , то Я содержит в точности 14 
наборов из S/. Это невозможно по лемме 16. Отсюда следует, что wt(y/

+) = 5. 
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Лемма 21. Пусть yt — столбец из левой части матрицы М. Предположим, что у\ 
содержит 2 единицы и 4 нуля в нижних 6 строках. Тогда wt()/+) e {2,6}. 

Доказательство. Положим Н = {F%a \ xt = 0}. Гиперплоскость Н содержит в точности 
4 набора из Г~, поэтому по лемме 15 гиперплоскость Н должна содержать 4 или 8 
наборов из Г + . Отсюда следует, что wt(y+) равно 2 или 6. 

Рассмотрим теперь отдельно случаи к~ = 4 и к~ = 5. 

Случай к~ = 5. В этом случае правая часть матрицы М содержит два столбца. По 
лемме 18 без ограничения общности можно предположить, что эти столбцы суть 

&i = (0 ,0,0,0,0,0,1,1,1,1) г , 82 = (0,0,0,0,1,1,0,0,1, \)Т. 

Без ограничения общности можно считать, что матрица М имеет вид 

/ * * 
9 * * 

* * 
* * 
* * 
* * 
* * 
* * 
* * 
* * 
1 0 
0 1 
0 0 
0 0 
0 0 

\ 0 0 

* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 

~0~ 
0 
1 
0 
0 
0 

* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 

1Г 
0 
0 
1 
0 
0 

* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 
* 

Т~ 
0 
0 
0 
1 
0 

о о\ 
0 0 
0 0 
0 0 
0 1 
0 1 
1 0 
1 0 
1 1 

_1 у 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 
0 0 / 

По лемме 20 все столбцы у*, i = 1,2,3,4,5, содержат в точности 5 единиц. 

Лемма 22. Пусть к~ = 5. Тогда при 1 $ ix < i2 ^ 5 справедливо включение 
rf()£,)£)e{2,6}. 

Доказательство. Положим Н = {F*;a \ xix + */2 = 0}. Гиперплоскость Я содержит в 
точности 4 набора из Т~, поэтому по лемме 15 гиперплоскость Я должна содержать 4 
или 8 наборов из Г"1". Отсюда следует, что 

d(Y+rY£) = *t(Y?; + Y& * {2,6}. 

Лемма 23. Пусть к~ = 5. Тогда для любых i е {1,2,3,4, 5} и с\, с2 € {0,1} 

d(y+,cl8++c28+) = 5. 

Доказательство. Положим Я = {F%a \ JC,- -f схуг + с2у2 = 0}. Гиперплоскость Я 
содержит в точности 5 наборов из Г~, поэтому по лемме 15 гиперплоскость Я должна 
содержать 5 или 9 наборов из Т+. Но если Я содержит 9 наборов из Т+, то Я содержит 
в точности 14 наборов из 5 / . Это невозможно по лемме 16. Отсюда следует, что 

d(Y+,d8+ + с2&}) = wu>.+ + d<5+ + с28+) = 5. 

5* 
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Лемма 24. Пусть к~ = 5. Тогда для любого i, i e {1,2,3,4,5}, столбец у/4" содержит 
в точности 2 единицы в строках с 1-й по 4-ю, в точности 1 единицу в строках 5, 6, в 
точности 1 единицу в строках 7, 8, в точности 1 единицу в строках 9, 10. 

Доказательство. Если у* содержит 0 единиц в строках 9, 10, то из равенства 
diyfySf) = d{yf ,8%) = ^ следует, что у* содержит только единицы в строках 5, 6, 
7, 8. Но в этом случае d(y*,8* + 8%) = 1, что противоречит лемме 23. Если у* со­
держит 2 единицы в строках 9, 10, то из равенства d(y*,8+) = d(yf ,8%) = 5 следует, 
что у* содержит только нули в строках 5, 6, 7, 8. Но в этом случае d(y*,8* + 82) = 9, 
что противоречит лемме 23. Поэтому у* содержит в точности 1 единицу в строках 9, 
10. Отсюда следует, что у* содержит в точности 1 единицу в строках 7, 8, в точности 
1 единицу в строках 5, 6 и в точности 2 единицы в строках с 1-й по 4-ю. 

Лемма 25. Случай к~ — 5 невозможен. 

Доказательство. Существует ровно 3 пары противоположных наборов длины 4 с в точ­
ности 2 единицами. Поэтому в левой части М найдутся два столбца у;1 и у,-2, которые либо 
идентичны, либо противоположны в верхних 4 строках. Пусть у/3 — еще какой-то столбец 
в левой части М, i\ ф /3, h ф h- Тогда из леммы 24 легко видеть, что каждая группа 
строк (1-4), (5,6), (7,8), (9,10) дает в сумму S = </(у+, у+) + rf(y+, у+) + </(у+, у+) 
вклад, делящийся на 4. Поэтому сумма S делится на 4. С другой стороны, по лемме 22 
все слагаемые в S сравнимы с 2 по модулю 4. Поэтому S также сравнима с 2 по модулю 
4. Это противоречие доказывает лемму 25. 

Таким образом, мы доказали, что случай к~ = 5 невозможен. 

Случай к~ = 4. В этом случае правая часть матрицы М содержит в точности три столбца. 
По лемме 18 без ограничения общности мы можем предположить, что эти столбцы есть 

8Х = (0,0,0,0,0,0,1,1,1,1) г , 

82 = (0,0,0,0,1,1,0,0,1,1) г , 

83 = (0,0,0,1,0,1,0,1,0,1) г . 

Без ограничения общности мы можем предположить, что матрица М имеет вид 

/ * * * * 

I n * и* п* *!* 

J *F *l* 1* *1* 

* * * * 
* * * * 
* * * * 

1 * * * * 
1 1 * *Р 1* т* 

I n * *1* Т* П* 

1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1 

\0 0 0 0 

0 0 0 \ 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 1 
0 1 0 
0 1 1 
1 0 0 
1 0 1 
1 1 0 
1 1 1 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 / 
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Пусть с\, с2, с'з е {0,1}. Положим 

&*(с\,С2,£з) = <*'i8f + с'2<^" + ^3<5^. 

Лемма 26. Пусть к~ = 4. Тогда никакой столбец yi в левой части матрицы М не 
может иметь ноль в 11 -й строке. 

Доказательство. Предположим, что некоторый столбец у, имеет ноль в 11 -й строке. Тог­
да по лемме 20 имеет место равенство wt^4") = 5. Тем же путем, что и в доказательст­
ве леммы 23, можно показать, что для любых с\,с"2,бз € {0,1} справедливо равенство 
d(yf,8+(c\,c'2,C3)) = 5. Рассмотрим сумму 

s= E d(y+,8+(cuc2,c3)). 
С1,С 2 ,СЗ€{0 ,1} 

Заметим, что для любой строки с 4-й по 10-ю в точности 4 из 8 наборов й+(с,1,с,2,с,з) 
имеют единицу в этой строке. Поэтому S = 28 + 8шо = 40, где Шо — это число единиц 
в Yi в строках с 1-й по 3-ю. Отсюда следует, что WQ = 1, 5, но шо должно быть целым 
числом. Это противоречие доказывает лемму 26. 

Из леммы 26 следует, что без ограничения общности матрица М имеет вид 

*
*

*
*

*
*

*
*

*
* 

*
*

*
*

*
*

*
*

*
* 

*
*

*
*

*
*

*
*

*
* 

*
*

*
*

*
*

*
*

*
* 

1 1 1 1 1 
1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1 

\ 0 0 0 0 

0 0 0\ 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 1 
0 1 0 
0 1 1 
1 0 0 
1 0 1 
1 1 0 
1 1 1 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 / 

Лемма 27. Пусть к = 4. Тогда d(y+, у+) € {2, 6} для любых 1 ̂  ix < i2 ̂  4. 

Доказательство. Положим Н = {F^ \ xi{ + xi2 = 0}. Гиперплоскость Я содержит в 
точности 4 набора из Т~, поэтому по лемме 15 гиперплоскость Н должна содержать 4 
или 8 наборов из Г + . Отсюда следует, что d(yf, у+) е {2,6}. 

Лемма 28. Пусть к~ = 4. Тогда любой столбец Yi в левой части матрицы М имеет 
в точности 2 единицы в строках с 1-й по Ъ-ю и совпадает в строках с 4-й по 10-ю с 
вектор-столбцом 8+(с\, с*2, с*з) при некоторых с\, Q , £3 £ {0,1}. 
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Доказательство. В силу леммы 21 справедливо включение wt()A ) e {2,6}. Тем же 
способом можно показать, что для любых с\,С2,сз е {0,1} справедливо включение 
rf(y+,S+(CbC2,C3))€{2,6}. 

Предположим, что wt(y+) = 2. Если у* не содержит обе свои единицы в строках с 
1-й по 3-ю, то легко найти с\,с2,сз e {0,1} такие, что набор <5+(ci,C2,c3) содержит в 
точности одну единицу в тех строках, где и у* имеет единицу. Тогда будет справедливо 
равенство d(yf~, <5+(сьС2,сз)) = 4, что невозможно. Поэтому у* содержит обе свои 
единицы в строках с 1-й по 3-ю и совпадает в строках с 4-й по 10-ю с набором 5+(0,0,0), 
то есть имеет требуемый вид. 

Теперь предположим, что wt(y*) = 6. Рассмотрим сумму 
s= E d(y^S^(cuc2,c3)). 

С1,С2,Сз€{0,1} 

Заметим, что для любой строки с 4-й по 10-ю в точности 4 из 8 наборов 5+(сьС2,сз) 
имеют единицу в этой строке. Поэтому S = 28 + 8шо, где шо — число единиц в 
у,- в строках с 1-й по 3-ю. Если для любых сьС2,сз € {0,1} справедливо равенство 
d(y*,8+(c\,C2,C3)) = 6, то S = 48 и шо = 2,5. Но wo должно быть целым числом. 
Поэтому существуют с\,С2,сз е {0,1} такие, что d(y*,8+ (сьС2,сз)) = 2. Обозначим 
8~*~(с1,С2,сз) через 8^. Тогда wt(y* +8Q) = 2и для любых с\,С2,сз е {0,1} справедливо 
включение d(y* 4- 8$ ,8+(с\,С2,сз)) € {2,6}. Как было указано в начале этого доказа­
тельства, набор у* -h 8Q должен иметь в точности 2 единицы в строках с 1-й по 3-ю и 
одни нули в строках с 4-й по 10-ю. Следовательно, набор yz

+ имеет в точности 2 единиц 
в строках с 1-й по 3 и совпадает с набором 8$ в строках с 4-й по 10-ю. 

Лемма 29. Случай к~ = 4 невозможен. 
Доказательство. По лемме 28 все столбцы у,- в левой части М имеют в точности 2 
единицы в строках с 1-й по 3-ю. Левая часть М содержит 4 столбца, поэтому среди 
них найдутся столбцы у,, и у,2, 1 ^ I'I < /2 ^ 4, совпадающие в строках с 1-й по 
3-ю. В строках с 4-й по 10-ю столбцы у^ и у,-2 совпадают по лемме 28 с некоторыми 
вектор-столбцами 8+(с[,С2,с'3) и 8+(с^ус2\с3), соответственно. В силу леммы 17 спра­
ведливо включение d(8+(c[,c2Jc'3),8+(c",c2

f,C3)) e I 0 ' 4 } - Отсюда, d(y+ry£) € {0,4}, 
что противоречит лемме 27. 

Все случаи рассмотрены. Теорема 1 доказана. 
Таким образом, мы показали, что аффинный ранг платовидных функций с носителем 

спектра мощности 16 не может принимать никаких значений, кроме 4, 5 и 6. Функции с 
такими параметрами известны, и их примеры приводились, например, в [5]. Мы не будем 
здесь приводить примеры. Эти примеры построены в следующем разделе в рамках общей 
конструкции. 

5. Оценки аффинного ранга платовидных функций 
с произвольной мощностью носителя спектра 

Лемма 30. Пусть существует платовидная функция с носителем спектра мощности 
4h и аффинным рангом ка. Тогда для любого натурального s, удовлетворяющего нера­
венствам ка + 2 ^ s ^ 2ка + 2, существует платовидная функция с носителем спектра 
мощности 4 Л + 1 и аффинным рангом s. 
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Доказательство. Если существует платовидная функция с носителем спектра мощнос­
ти 4Л и аффинным рангом ка, то из нее по леммам 2 и 3 аффинным преобразованием 
спектра и последующим удалением фиктивных переменных можно получить платовид-
ную функцию / на F 2

a с носителем спектра мощности 4Л, причем так, чтобы спектру 
функции / принадлежал и нулевой набор, и все наборы веса 1. Рассмотрим функцию 
/ i ( * i , . . . , *,) = f(xs-ka> • >**-i) + *s на F{ (переменные xx,..., xs-ka-i У Функции 
/ i будут фиктивными). По леммам 3 и 4 функция f\ снова будет платовидной с той 
же мощностью носителя, причем ко всем наборам из S/ в носителе спектра S/{ слева 
припишется s — ка — \ нулей, а справа припишется единица. Линейное подпространство 
размерности ка в F2

a, содержавшее S/, при переходе к функции f\ перейдет в класс 
смежности размерности ка в F£, содержащий 5/, , но линейным подпространством не 
являющийся. Поэтому ранг функции j \ равен ка + 1. Заметим, что носителю спектра 5/, 
принадлежат следующие наборы: все наборы веса 2 с единицами в компонентах i и s, 
i = s — ka,... ,s—l,aтакже набор веса 1 с единицей в компоненте s. Образуем функцию 
fi(x\, • • •, *s) = fi(xs,... ,x\) на F£, переименовав все переменные в обратном порядке. 
Ясно, что функция J2 будет обладать свойствами, аналогичными свойствам функции j \ . 
Носителю спектра S/2 принадлежат в числе прочих следующие наборы: все наборы ве­
са 2 с единицами в компонентах 1 и /, / = 2 , . . . , ка + 1, а также набор веса 1 с единицей 
в компоненте 1. Заметим, что во всех наборах из 5/, в первой компоненте ноль, а во 
всех наборах из S/2 в первой компоненте единица. Поэтому множества Sf{ и S/2 в F£ не 
пересекаются. 

Рассмотрим функцию 

/ ' ( * b . . . . * j + i ) = (**+i 4- l ) / i ( * i , . . . , x s ) + * , + i / 2 ( * i , . . . , x s ) 

на Fj"1"1. По лемме 14 для любого м е F£ 

Wr(uO) = Wfx{u) + Wf2(u)4 Wf(u\) = Wfl(u)-Wf2(u). 

Как было указано выше, множества *S/, и S/2 в F£ не пересекаются. Поэтому каждый 
набор и из 5/, и Sf2 в F^ даст ровно два набора (м,0) и (w, 1), входящие в носитель 
спектра 5// функции / ' на F/"1-1, причем значения ненулевых коэффициентов Уолша 
функции / ' будут теми же самыми, что и значения ненулевых коэффициентов Уолша 
функций f\ и /2 . Таким образом, мощность 5// равна 4 Л + г , и функция / ' также является 
платовидной функцией. 

Из сказанного выше следует, что S// принадлежат все наборы веса 2 с единицами в 
компонентах 1 и /, i = 2 , . . . ,ка 4- 1, все наборы веса 2 с единицами в компонентах / 
и s, i = 5 — &я,... ,5 — 2,5" — 1,5 + 1, а также наборы веса 1 с единицей в компонентах 
1 и s. Легко видеть, что ранг вышеуказанной системы наборов равен s -f 1. Поэтому 
ранг функции / ' на F2

J + 1 равен s + 1. В то же время для любого набора из 5// сум­
ма значений 1-й и s-й компонент равна 1. Поэтому S/ принадлежит гиперплоскости 
Я = {х е F / + 1 | х\ +Ху = 1}, и аффинный ранг функции / ' меньше, чем s + 1, но он не 
меньше, чем ранг функции / ' без единицы, и поэтому аффинный ранг функции / ' равен 
s. Таким образом, требуемая функция построена. 

Теорема 2. Для любого натурального ка, удовлетворяющего неравенствам 2h ^ ка ^ 
2 +1 - 2, существует платовидная функция с носителем спектра мощности 4Н и аф­
финным рангом ка. 
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Доказательство. Проведем доказательство индукцией по h. При h = 1 величина ка 
может быть равна только 2. Такой функцией является, например, бент-функция Х\Хг на 
F2

2 (если мы не хотим считать бент-функцию платовидной функцией, то добавим к ней 
фиктивную переменную). Если утверждение теоремы верно для А, то его справедливость 
для А + 1 немедленно следует из леммы 30. 

Следствие 1. Аффинный ранг платовидной функции с носителем спектра мощности 16 
может принимать только значения 4, 5 и 6. 

Доказательство. Верхняя оценка ка ^ 6 доказана в теореме 1. Нижняя оценка ка ^ 4 
очевидна. Существование функций с ка = 4,5,6 следует из теоремы 2. Заметим, что 
примеры таких функций даны в [5]. 

Тривиальной верхней оценкой аффинного ранга ка платовидной функции с носителем 
спектра мощности 4Л является ка ^ 4Л — 1. Приведем несколько улучшенную оценку. 

Теорема 3. Пусть f является платовидной функцией, \Sf\ = 4h. Тогда для аффинного 
ранга ка носителя спектра S/ справедлива оценка 

ka^22h~l -2h~l +h. 

Будем следовать путем, аналогичным доказательству теоремы 1. Согласно лемме 8 
| Г + | , |Г~| € {22h~l + 2Л _ 1 ,22 Л~1 — 2Л _ 1}. Без ограничения общности можно считать, что 
| Г + | = 22h~l + 2h~l, \T~\ = 22h~l — 2h~l. Предположим, что аффинный ранг носителя 
спектра S/ равен ка и аффинный ранг Т~ равен к~. Очевидно, что к~ ^ 22h~l —2h~l — 1. 
Легко видеть, что с помощью некоторого аффинного отображения в F2 можно вложить 

к. 
наименьший класс смежности, содержащий носитель спектра 5 / , в F2

a <g> (0 , . . . ,0), где 
(0 , . . . , 0) — набор из п — ка нулей, так, чтобы некоторые к~ + \ наборов из Т~ перешли 
в наборы (0 ,0 ,0 , . . . ,0 ) , (1,0,0 0), (0 ,1 ,0 , . . . ,0), . . . , (0 ,0 , . . . , 0 , 1 ,0 , . . . ,0), где в 
последнем наборе единица стоит на к~-м месте. Получившаяся в результате отображения 
булева функция будет платовидной с тем же набором значений, принимаемых коэффици­
ентами Уолша, и теми же значениями ка и к~. По лемме 3 переменные с (ка + 1)-й по п-ю 
у получившейся функции будут фиктивными. Отбрасывая их и деля все коэффициенты 
Уолша на 2п~ка, мы по леммам 2 и 3 получим платовидную функцию, заданную на F2

 a, 
с носителем спектра той же мощности 2Н. Таким образом, без потери общности мы в 
оставшейся части этого раздела будем рассматривать именно такой носитель спектра. 

Образуем матрицу М размера 4Л х ка. В строках М будем записывать слева направо 
наборы из S/. В первых 22h~l -f 2h~l строках М запишем наборы из Г"1*, а в послед­
них 22h~l — 2h~l строках М запишем наборы из Т~. Левые к~ столбцов М назовем 
левой частью Л/, оставшиеся ка—к~ столбцов назовем правой частью М. Из того, что 
\Т~\ = 22h~l - 2h~\ следует оценка к~ ^ 22h~l - 2h~l - 1. 

Обозначим через Sj столбцы из правой части Л/, а через yj соответствующие этим 
столбцам переменные. Обозначим через 8]~ подстолбцы, содержащие верхние 22h~l +2h~l 

элементов столбцов Sj соответственно. 
Лемма 31. Для любого множества Sj{, . . . , Sjs, 1 ^ s ^ ка — к~, различных столбцов из 
правой части М выполняется равенство 

v,t{8f + ... + 8+) = 2h. 
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Доказательство. Положим Н = {F*a \ yh + . . . + yjs = 0}. Гиперплоскость Н содержит 
все 2 2 Л - 1 - 2 Л ~ 1 наборов из Г" , поэтому по лемме 8 гиперплоскость Я должна содержать 
22Л-1 _2*- i или 2 2 Л _ 1 + 2 Л _ 1 наборов из Г+. Но если Я содержит 22 Л _ 1 + 2 Л _ 1 наборов 
из Г+, то Я содержит 5 / . Это невозможно, поскольку ка есть размерность наименьшего 
класса смежности, содержащего S/. Поэтому Я содержит 4Л - 2 Л наборов из 5 / и F " \ Я 
содержит в точности 2Л наборов из S/. 

Лемма 32. Правая часть матрицы М содержит не более h + 1 столбцов. 

Доказательство. Пусть правая часть матрицы М содержит т столбцов 8\,... ,8т. Для 
с\,..., ст е {0,1} положим <5+ ( t ' i , . . . , ст) = с\8+ \-ст8+. Рассмотрим сумму 

S= J2 wt(S+(cb . . . ,cm)) . 
cb...,cwe{o,H 

Каждое слагаемое в 5", кроме слагаемого, соответствующего нулевому набору, равно 2h 

по лемме 31. Обозначим через г число строк среди верхних 22h~l + 2h~~l строк матрицы 
М, содержащих хотя бы одну единицу в правой части матрицы М. Заметим, что если 
строка в верхней части матрицы М содержит хотя бы одну такую единицу, то в точности 
2т~1 из 2т — 1 ненулевых наборов <5+(ci,..., с*з) имеют единицу в этой строке. Поэтому 
S = 2 л (2 т - 1) = г2т~1. Отсюда г = 2 Л + 1 - 2 Л - т + 1 . В силу целочисленности г 
справедливо неравенство т ^ h + 1, что и требовалось доказать. 

Утверждение теоремы 3 немедленно следует из структуры матрицы М и леммы 32. 
При h = 2 оценка теоремы 3 не достигается. Осмелимся выдвинуть гипотезу. 

Гипотеза. Для любого натурального h максимально возможный аффинный ранг плато-
видной функции с носителем спектра мощности 4Л равен 2 Л + 1 — 2. 
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