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Доказано, что основной результат работы [1] является частным случаем
более общего утверждения, которое можно вывести с помощью короткого рас-
суждения из классических теорем Ричардсона и Луны.
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1. В недавнем препринте [1] получен, используя редукцию с помощью теоремы
Кемпфа–Несс к теореме о главном орбитном типе для компактных групп Ли, сле-
дующий основной результат:

“Пусть 𝐺 – редуктивная аффинная алгебраическая группа и пусть (𝜌, 𝑉 ) – регу-
лярное представление 𝐺. Пусть 𝑋 – такое неприводимое C×𝐺-инвариантное замкну-
тое по Зарисскому подмножество, что 𝐺 имеет замкнутую орбиту максимальной
размерности среди размерностей всех орбит (это эквивалентно тому, что орбиты
общего положения замкнуты). Тогда существует подмножество 𝑊 в 𝑋, открытое и
плотное в метрической топологии, с дополнением меры 0 и такое, что если 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑊 ,
то (C×𝐺)𝑥 сопряжена (C×𝐺)𝑦. Более того, если 𝐺𝑥 – замкнутая орбита максималь-
ной размерности и если 𝑥 – гладкая точка 𝑋, то существует такая 𝑦 ∈ 𝑊 , что
(C×𝐺)𝑥 содержит сопряженную к (C×𝐺)𝑦.”

Ниже показано, что из классических теорем Ричардсона и Луны можно вывести
с помощью короткого рассуждения более общее утверждение.

2. Мы фиксируем алгебраически замкнутое поле 𝑘 характеристики 0 и свободно
используем стандартные обозначения из [2], [3].

Пусть 𝐺 – такая редуктивная алгебраическая группа, что 𝐺 = 𝐶𝑅, где 𝐶 –
диагонализируемая алгебраическая подгруппа центра 𝐺, а 𝑅 – редуктивная алгеб-
раическая подгруппа 𝐺. Мы обозначаем через 𝒳 (𝐶) группу характеров 𝐶 и, для
заданного алгебраического 𝐶-модуля 𝑀 и характера 𝛼 ∈ 𝒳 (𝐶), через 𝑀𝛼 весовое
подпространство веса 𝛼 в 𝑀 . Поскольку 𝐶 диагонализируема, 𝑀 является прямой
суммой пространств 𝑀𝛼; см. [2; III.8.17].

Пусть 𝑋 – неприводимое аффинное алгебраическое многообразие, снабженное
регулярным действием 𝐺.
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Теорема 1. Используя предыдущие обозначения, допустим, что существует
замкнутая 𝑅-орбита размерности максимальной среди размерностей всех 𝑅-ор-
бит в 𝑋 . Тогда выполнено следующее:

(a) в 𝑋 существует такое плотное открытое (в топологии Зарисского) под-
множество 𝑈 , что если 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 , то 𝐺𝑥 сопряжена 𝐺𝑦 ;

(b) если 𝑅-орбита 𝑅(𝑧) точки 𝑧 ∈ 𝑋 замкнута, то существует такая точка
𝑦 ∈ 𝑈 , что 𝐺𝑧 содержит сопряженную к 𝐺𝑦 .

Доказательство. (a) Пусть 𝑆 – множество особых точек многообразия 𝑋. Мы
можем (и будем) предполагать, что 𝑆 ̸= ∅, поскольку в противном случае подле-
жащее доказательству утверждение немедленно следует из теоремы Ричардсона [4;
предложение 5.3] (см. также [5; следствие 8]). Поскольку 𝑆 является замкнутым
𝐺-инвариантным подмножеством в 𝑋, мы имеем

𝑘[𝑆] =
⨁︁

𝛼∈𝒳 (𝐶)

𝑘[𝑆]𝛼.

Предположение об 𝑅-орбите влечет существование в 𝑋 плотного открытого подмно-
жества, 𝑅-орбиты точек которого замкнуты и имеют максимальную размерность [6;
теорема 4]. Следовательно, существует такая замкнутая 𝑅-орбита 𝒪, что 𝑆∩𝒪 = ∅.
Отсюда вытекает существование такой функции 𝑓 ∈ 𝑘[𝑋]𝑅, что 𝑓 |𝑆 = 0, 𝑓 |𝒪 = 1
(см, например, [2; лемма 8.19 (ii)] или [3; теорема 4.7]). Поскольку 𝐶 централизует
𝑅, алгебра 𝑘[𝑋]𝑅 является 𝐶-инвариантной, так что мы имеем весовое разложение

𝑘[𝑋]𝑅 =
⨁︁

𝛼∈𝒳 (𝐶)

(𝑘[𝑋]𝑅)𝛼.

Пусть 𝜋𝛼 : 𝑘[𝑋]𝑅 → (𝑘[𝑋]𝑅)𝛼 является естественной проекцией. Поскольку 𝑓 |𝒪 ̸= 0,
существует такой характер 𝛼 ∈ 𝒳 (𝐶), что для 𝑓𝛼 := 𝜋𝛼(𝑓) мы имеем 𝑓𝛼|𝒪 ̸= 0. Из
𝐺 = 𝐶𝑅 следует, что функция 𝑓𝛼 является полуинвариантом группы 𝐺. В силу
𝐺-инвариантности 𝑆, гомоморфизм 𝜚 : 𝑘[𝑋] → 𝑘[𝑆], ℎ ↦→ ℎ|𝑆 , является 𝐺-эквива-
риантным, поэтому 𝜚(𝑘[𝑋]𝛼) ⊆ 𝑘[𝑆]𝛼. Ввиду 𝜚(𝑓) = 0, отсюда следует, что 𝜚(𝑓𝛼) = 0.
Таким образом, 𝑓𝛼 является ненулевым полуинвариантом группы 𝐺, обращающимся
в нуль на 𝑆. Значит, 𝑋𝑓𝛼

:= {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑓𝛼(𝑥) ̸= 0} является 𝐺-инвариантным плотным
открытым подмножеством в 𝑋, которое является гладким аффинным многообрази-
ем. Теперь по теореме Ричардсона [4; предложение 5.3] (см. также [5; следствие 8]),
в 𝑋𝑓𝛼 существует такое плотное открытое подмножество 𝑈 , что если 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈 , то 𝐺𝑥

сопряжена 𝐺𝑦. Это доказывает (a).

(b) Пусть 𝐺(𝑧) – замыкание 𝐺-орбиты точки 𝑧 в 𝑋. Тогда 𝐵 := 𝐺(𝑧)∖𝐺(𝑧) являет-
ся замкнутым 𝐺-инвариантным подмножеством в 𝑋. Если 𝐵 = ∅, то существование
𝑦 немедленно следует из теоремы Луны о слайсе, см. [5; замечание 4∘ на с. 98] (ср.
[3; теорема 6.3]). Рассмотрим реперь случай 𝐵 ̸= ∅. Поскольку 𝐵 ∩𝑅(𝑧) = ∅, теми
же рассуждениями, что и выше в доказательстве (a), устанавливается существова-
ние такого 𝐺-полуинварианта 𝑓 ∈ 𝑘[𝑋]𝑅, что 𝑓 |𝐵 = 0, 𝑓 |𝑅(𝑧) = 1. Из последнего
равенства следует, что 𝑓 не обращается в нуль нигде на 𝐺(𝑧). Поэтому 𝑋𝑓 являет-
ся 𝐺-инвариантным плотным открытым подмножеством в 𝑋, содержащим 𝐺(𝑧), и
𝐺(𝑧) замкнута в 𝑋𝑓 . Теперь, ввиду аффинности 𝑋𝑓 , существование 𝑦 вытекает из
теоремы Луны о слайсе, как и выше. Это доказывает (b).
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Замечание 1. В [1; § 6] приведен пример линейного действия полупростой груп-
пы, показывающий, что из существования точки с тривиальным стабилизатором не
вытекает тривиальность стабилизаторов точек общего положения. Следует отме-
тить, что этот феномен не является новым, аналогичные примеры известны давно
(возможно, самый ранний принадлежит Ричардсону, см. [5; замечание 4∘ на с. 98]).
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