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1. Введение. Пусть 𝑑 ∈ N, R𝑑 – 𝑑-мерное евклидово пространство со скалярным
произведением

(𝑥, 𝑦) = 𝑥1𝑦1 + · · ·+ 𝑥𝑑𝑦𝑑

и нормой
|𝑥| =

√︀
(𝑥, 𝑥),

𝑅 ⊂ R𝑑 ∖ {0} – система корней, 𝑘 : 𝑅 → R+ – функция кратности, инвариантная
относительно группы отражений 𝐺, порожденной 𝑅. Обобщенный степенной вес
или вес Данкля определяется как

𝑣𝑘(𝑥) =
∏︁

𝑎∈𝑅+

|(𝑎, 𝑥)|2𝑘(𝑎), 𝑥 ∈ R𝑑,

где 𝑅+ – положительная подсистема системы корней 𝑅. Пусть

𝑑𝜇𝑘(𝑥) = 𝑐𝑘𝑣𝑘(𝑥) 𝑑𝑥, 𝑐−1
𝑘 =

∫︁
R𝑑

𝑒−|𝑥|
2/2𝑣𝑘(𝑥) 𝑑𝑥,

где константа 𝑐−1
𝑘 известна как интеграл Макдональда–Мета–Сельберга; 1 6 𝑝 < ∞,

𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) – пространство измеримых по Лебегу, комплексных на R𝑑 функций 𝑓 ,
для которых

‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘
=

(︂∫︁
R𝑑

|𝑓 |𝑝 𝑑𝜇𝑘

)︂1/𝑝

< ∞.
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Если 𝑘 ≡ 0, то получаем обычное пространство 𝐿𝑝(R𝑑). С гармоническим анализом
в пространствах с весом Данкля можно познакомиться в [1].

Работа посвящена доказательству точного неравенства Джексона между величи-
ной наилучшего приближения целыми функциями экспоненциального сферического
типа и модулем непрерывности в пространстве 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘), 1 6 𝑝 < 2.

Случай пространства 𝐿2 достаточно хорошо исследован. Точное неравенство
Джексона в пространстве 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) и даже с оптимальным аргументом в модуле
непрерывности доказано в [2], [3]. Случай пространств 𝐿𝑝 менее изучен. Точные
неравенства известны только при 1 6 𝑝 < 2. Приведем их. Первое точное неравен-
ство в пространстве 𝐿𝑝(T) на торе T доказано Черных [4]. На случай многомерно-
го тора T𝑑 оно было перенесено в [5]. Неравенство Джексона с точной константой
в пространстве 𝐿𝑝(R𝑑) было доказано в [6], правильная оценка сверху при 𝑑 = 1 была
получена ранее в [7]. В [3] доказано точное неравенство Джексона в пространстве
𝐿𝑝(S𝑑−1), 1 6 𝑝 < 2, на евклидовой сфере S𝑑−1. Случай пространства 𝐿𝑝(H𝑑−1) на
гиперболоиде H𝑑−1 остается открытым.

Точные неравенства Джексона в весовых пространствах 𝐿𝑝 при 1 6 𝑝 < 2 доказа-
ны только в случаях, когда в них известны положительные, ограниченные в 𝐿𝑝 опе-
раторы обобщенного сдвига, позволяющие определить удобные модули непрерывно-
сти. Это сделано в пространствах 𝐿𝑝,𝜆(R+), 𝐿𝑝,𝜆(R) со степенным весом |𝑥|𝜆, 𝜆 > 0,
[6], [8], [9], 𝐿𝑝,𝛼(T) с периодическим весом Якоби |sin 𝑥|𝛼, 𝛼 > 0, [10], [11]. Положи-
тельный оператор обобщенного сдвига в пространстве 𝐿𝑝(S𝑑−1) с весом Данкля на
сфере S𝑑−1 построен Даи и Шу (см. [12; определение 7.4.6]). Неравенство Джексона
доказано в [13]. Его точность установлена только в случаях, когда группы отраже-
ний есть группа диэдра и Z𝑑

2 [14], [15].
В настоящей работе мы доказываем следующее точное неравенство Джексона.

Теорема 1. Если 1 6 𝑝 < 2, 𝜎 > 0, 𝜆𝑘 = 𝑑/2 − 1 +
∑︀

𝑎∈𝑅+
𝑘(𝑎), то для любой

функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) справедливо неравенство Джексона

𝐸2𝜎(𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
6 21/𝑝−1𝜔

(︂
2𝑞𝜆𝑘

𝜎
, 𝑓

)︂
𝑝,𝑑𝜇𝑘

. (1.1)

Константа 21/𝑝−1 в нем точная.

Здесь 𝐸𝜎(𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
– величина наилучшего приближения функции 𝑓 целыми функ-

циями экспоненциального сферического типа не выше 𝜎, 𝜔(𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
– ее модуль

непрерывности, определяемый с помощью положительного оператора обобщенно-
го сдвига, ограниченного в пространстве 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) и построенного в [16], 𝑞𝜆𝑘

–
наименьший положительный нуль функции Бесселя 𝐽𝜆𝑘

(𝑥) порядка 𝜆𝑘.
Если 𝑘 ≡ 0, оператор обобщенного сдвига совпадает с оператором среднего зна-

чения по сфере

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) =
∫︁

S𝑑−1
𝑓(𝑥 + 𝑡𝜉) 𝑑𝜎(𝜉), 𝑥 ∈ R𝑑, 𝑡 ∈ R+,

где 𝑑𝜎 – нормированная лебегова (вероятностная) мера на евклидовой сфере S𝑑−1 =
{𝜉 ∈ R𝑑 : |𝜉| = 1}. Для этого случая неравенство (1.1) доказано в [6] без обоснования
его точности.



668 Д.В. ГОРБАЧЕВ, В.И. ИВАНОВ

Замечание 1. При 𝑝 = 2 неравенство (1.1) может быть уточнено:

𝐸𝜎(𝑓)2,𝑑𝜇𝑘
6

1√
2

𝜔

(︂
2𝑞𝜆𝑘

𝜎
, 𝑓

)︂
2,𝑑𝜇𝑘

.

В этом неравенстве не только константа, но и аргумент в модуле непрерывности
является оптимальным (см. [17]). Вопрос о возможности такого уточнения для нера-
венства (1.1) при 1 6 𝑝 < 2 остается открытым.

2. Элементы гармонического анализа Данкля. В этом разделе мы напом-
ним основные понятия и результаты гармонического анализа Данкля (см. [1]).

Пусть 𝐶∞c (R𝑑) – пространство бесконечно дифференцируемых функций с ком-
пактным носителем, S (R𝑑) – пространство Шварца, 𝐶b(R𝑑) – пространство непре-
рывных ограниченных функций, 𝑟 > 0,

𝐵𝑟 = {𝑥 ∈ R𝑑 : |𝑥| 6 𝑟}

– евклидов шар радиуса 𝑟, 𝑒1, . . . , 𝑒𝑑 – стандартный базис в R𝑑, 𝐷𝑗 – дифференциаль-
но-разностные операторы Данкля:

𝐷𝑗𝑓(𝑥) =
𝜕𝑓(𝑥)
𝜕𝑥𝑗

+
∑︁

𝑎∈𝑅+

𝑘(𝑎)(𝑎, 𝑒𝑗)
𝑓(𝑥)− 𝑓(𝜎𝑎𝑥)

(𝑎, 𝑥)
, 𝑗 = 1, . . . , 𝑑,

где 𝜎𝑎 – отражение относительно гиперплоскости (𝑎, 𝑥) = 0.
Ядро Данкля 𝑒𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝐸𝑘(𝑥, 𝑖𝑦) есть единственное решение системы

𝐷𝑗𝑓(𝑥) = 𝑖𝑦𝑗𝑓(𝑥), 𝑗 = 1, . . . , 𝑑, 𝑓(0) = 1.

Функция 𝑒𝑘(𝑥, 𝑦) играет роль обобщенной экспоненты и ее свойства аналогичны
свойства классической экспоненты 𝑒𝑖(𝑥,𝑦). В частности,

|𝑒𝑖(𝑥,𝑦)| 6 1, 𝑒𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑘(𝑦, 𝑥), 𝑒𝑘(−𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑘(𝑥, 𝑦). (2.1)

Для 𝑓 ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) преобразование Данкля определяется равенством

F𝑘(𝑓)(𝑦) =
∫︁

R𝑑

𝑓(𝑥)𝑒𝑘(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑥).

При 𝑘 ≡ 0 получаем классическое преобразование Фурье. Обратное преобразование
Данкля определяется соотношением F−1

𝑘 (𝑓)(𝑥) = F𝑘(𝑓)(−𝑥).
Пусть

A𝑘(R𝑑) = {𝑓 ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) ∩ 𝐶b(R𝑑) : F𝑘(𝑓) ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘)}. (2.2)

Перечислим основные свойства преобразования Данкля.

Предложение 1. (1) Для 𝑓 ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) F𝑘(𝑦) ∈ 𝐶b(R𝑑) и lim𝑦→∞F𝑘(𝑦) = 0.
(2) Если 𝑓 ∈ A𝑘(R𝑑), то справедлива поточечная формула обращения

𝑓(𝑥) =
∫︁

R𝑑

F𝑘(𝑓)(𝑦)𝑒𝑘(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑦). (2.3)

(3) Преобразование Данкля на S (R𝑑) является инвариантным, унитарным опе-
ратором и может быть продолжено до унитарного оператора в 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘).
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При

𝜆 = 𝜆𝑘 =
𝑑

2
− 1 +

∑︁
𝑎∈𝑅+

𝑘(𝑎)

сужением преобразования Данкля на радиальные функции является преобразова-
ние Ганкеля. Дадим его определение.

Пусть 𝜆 > −1/2, 𝐽𝜆(𝑡) – функция Бесселя порядка 𝜆, 𝑗𝜆(𝑡) = 2𝜆Γ(𝜆 + 1)𝑡−𝜆𝐽𝜆(𝑡) –
нормированная функция Бесселя,

𝑏−1
𝜆 =

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑡2/2𝑡2𝜆+1 𝑑𝑡 = 2𝜆Γ(𝜆 + 1), 𝑑𝜈𝜆(𝑡) = 𝑏𝜆𝑡2𝜆+1 𝑑𝑡, 𝑡 ∈ R+,

1 6 𝑝 < ∞, 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝜈𝜆) – пространство измеримых, комплексных функций 𝑓 на R+,
для которых

‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆
=

(︂∫︁
R+

|𝑓(𝑡)|𝑝 𝑑𝜈𝜆(𝑡)
)︂1/𝑝

< ∞.

Преобразование Ганкеля определяется равенством

H𝜆(𝑓)(𝑟) =
∫︁

R+

𝑓(𝑡)𝑗𝜆(𝑟𝑡) 𝑑𝜈𝜆(𝑡), 𝑟 ∈ R+.

Это унитарный оператор в 𝐿2(R+, 𝑑𝜈𝜆) и H −1
𝜆 = H𝜆 [18; гл. 7].

Аналогично (2.2) определяется класс A𝜆(R+).
Если 𝑓(𝑥) = 𝑓0(|𝑥|), 𝑥 ∈ R𝑑, – радиальная функция, то

F𝑘(𝑓)(𝑦) = H𝜆𝑘
𝑓0(|𝑦|), 𝑦 ∈ R𝑑. (2.4)

На полупрямой действует оператор обобщенного сдвига Гегенбауэра

𝑀 𝑡𝑓(𝑟) = 𝑐𝜆

∫︁ 𝜋

0

𝑓(
√︀

𝑟2 + 𝑡2 − 2𝑟𝑡 cos 𝜙 ) sin2𝜆 𝜙 𝑑𝜙 =
∫︁ ∞

0

𝑓(𝜏) 𝑑𝜈𝜆
𝑟,𝑡(𝜏), (2.5)

где 𝑐−1
𝜆 =

∫︀ 𝜋

0
sin2𝜆 𝜙 𝑑𝜙, 𝜈𝜆

𝑟,𝑡 – вероятностная мера Лебега, supp 𝜈𝜆
𝑟,𝑡 ⊂ [|𝑟 − 𝑡|, 𝑟 + 𝑡].

Меру можно выписать в явном виде.

Предложение 2 [19]. (1) Оператор 𝑀 𝑡 положительный, 𝑀 𝑡1 = 1.
(2) Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝜈𝜆), 1 6 𝑝 6 ∞, то ‖𝑀 𝑡𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆

6 ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜈𝜆
.

(3) Если 𝑓 ∈ A𝜆(R+), то

𝑀 𝑡𝑓(𝑟) =
∫︁ ∞

0

𝑗𝜆(𝑡𝜏)𝑗𝜆(𝑟𝜏)H𝜆(𝑓)(𝜏) 𝑑𝜈𝜆(𝜏).

Если 𝑓 ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘), то∫︁
R𝑑

𝑓(𝑥) 𝑑𝜇𝑘(𝑥) =
∫︁ ∞

0

∫︁
S𝑑−1

𝑓(𝑡𝑥′) 𝑑𝜎𝑘(𝑥′) 𝑑𝜈𝜆𝑘
(𝑡), (2.6)

где 𝑑𝜎𝑘(𝑥′) = 𝑎𝑘𝑣𝑘(𝑥′) 𝑑𝑥′ – вероятностная мера на S𝑑−1.
Пусть 𝑦 ∈ R𝑑. Оператор обобщенного сдвига 𝜏𝑦 в пространстве 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) был

определен Реслер [20] соотношением

F𝑘(𝜏𝑦𝑓)(𝑧) = 𝑒𝑘(𝑦, 𝑧)F𝑘(𝑓)(𝑧).
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Согласно (2.1) ‖𝜏𝑦‖2→2 6 1. К сожалению, 𝜏𝑦 не является положительным операто-
ром и вопрос о его ограниченности в 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘), 𝑝 ̸= 2, остается открытым.

Несколько больше об операторе 𝜏𝑦 можно сказать, рассматривая его на подпро-
странстве радиальных функций. В следующем предложении все функции 𝑓 ради-
альные.

Предложение 3 [21], [22], [16]. (1) На подпространстве радиальных функций
оператор 𝜏𝑦 положительный, 𝜏𝑦1 = 1.

(2) Если 𝑓 ∈ S (R𝑑), 1 6 𝑝 < ∞, то ‖𝜏𝑦𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘
6 ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘

и оператор 𝜏 𝑡 может
быть продолжен на все 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) с сохранением нормы.

(3) Если 𝑓 ∈ A𝑘(R𝑑), то поточечно

𝜏𝑦𝑓(𝑥) =
∫︁

R𝑑

𝑒𝑘(𝑦, 𝑧)𝑒𝑘(𝑥, 𝑧)F𝑘(𝑓)(𝑧) 𝑑𝜇𝑘(𝑧). (2.7)

(4) Если 𝑓 ∈ 𝐶b(R𝑑), то

𝜏𝑦𝑓(𝑥) =
∫︁

R𝑑

𝑓(𝑧) 𝑑𝜌𝑘
𝑥,𝑦 ∈ 𝐶b(R𝑑 × R𝑑),

где 𝜌𝑘
𝑥,𝑦 – радиальная вероятностная борелевская мера и supp 𝜌𝑘

𝑥,𝑦 ⊂ 𝐵|𝑥|+|𝑦| .
(5) Если 𝑓 ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘), то∫︁

R𝑑

𝜏𝑦𝑓 𝑑𝜇𝑘 =
∫︁

R𝑑

𝑓 𝑑𝜇𝑘. (2.8)

Пусть 𝑡 ∈ R+. В [16] в пространстве 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) нами определен другой оператор
обобщенного сдвига 𝑇 𝑡 соотношением

F𝑘(𝑇 𝑡𝑓)(𝑦) = 𝑗𝜆𝑘
(𝑡|𝑦|)F𝑘(𝑓)(𝑦). (2.9)

Так как |𝑗𝜆𝑘
(𝑡)| 6 1, то ‖𝑇 𝑡‖2→2 6 1. Перечислим свойства оператора 𝑇 𝑡, 𝑡 ∈ R+.

Предложение 4 [16], [21]. (1) Оператор 𝑇 𝑡 положительный, 𝑇 𝑡1 = 1.
(2) Если 𝑓 ∈ A𝑘(R𝑑), то справедлива поточечная формула

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) =
∫︁

R𝑑

𝑗𝜆𝑘
(𝑡|𝑦|)𝑒𝑘(𝑥, 𝑦)F𝑘(𝑓)(𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑦) =

∫︁
S𝑑−1

𝜏 𝑡𝑦′𝑓(𝑥) 𝑑𝜎𝑘(𝑦′).

(3) Если 𝑓 ∈ 𝐶b(R𝑑), то

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) =
∫︁

R𝑑

𝑓(𝑧) 𝑑𝜎𝑘
𝑥,𝑡(𝑧) ∈ 𝐶b(R+ × R𝑑), (2.10)

где 𝜎𝑘
𝑥,𝑡 – вероятностная борелевская мера,

supp 𝜎𝑘
𝑥,𝑡 ⊂

⋃︁
𝑔∈𝐺

{𝑧 ∈ R𝑑 : |𝑧 − 𝑔𝑥| 6 𝑡}.

(4) Если 𝑓 ∈ S (R𝑑), 1 6 𝑝 < ∞, то ‖𝑇 𝑡𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘
6 ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘

и оператор 𝑇 𝑡 может
быть продолжен на все 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) с сохранением нормы.
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(5) Если 𝑓(𝑥) = 𝑓0(|𝑥|) ∈ A𝑘(R𝑑) – радиальная функция, то при 𝜆 = 𝜆𝑘

𝑇 𝑡𝑓(𝑥) = 𝑀 𝑡𝑓0(|𝑥|). (2.11)

(6) Если 𝑓 ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘), то∫︁
R𝑑

𝑇 𝑡𝑓 𝑑𝜇𝑘 =
∫︁

R𝑑

𝑓 𝑑𝜇𝑘.

(7) Если 𝑟 > 0, 1 6 𝑝 < ∞, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) и supp 𝑓 ⊂ 𝐵𝑟 , то supp 𝑇 𝑡𝑓 ⊂ 𝐵𝑟+𝑡 ,
а если supp 𝑓 ⊂ R𝑑 ∖𝐵𝑟 , 𝑟 > 𝑡, то supp 𝑇 𝑡𝑓 ⊂ R𝑑 ∖𝐵𝑟−𝑡 .

Пусть 𝑔(𝑦) = 𝑔0(|𝑦|) – радиальная функция. С помощью оператора 𝜏𝑦 определим
свертку [22]

(𝑓 *𝑘 𝑔)(𝑥) =
∫︁

R𝑑

𝑓(𝑦)𝜏𝑥𝑔(−𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑦).

Предложение 5 [22], [16]. (1) Если 𝑓 ∈ A𝑘(R𝑑), 𝑔 ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘), 𝑔(𝑦) = 𝑔0(|𝑦|),
то

F𝑘(𝑓 *𝑘 𝑔)(𝑦) = F𝑘(𝑓)(𝑦)F𝑘(𝑔)(𝑦), 𝑦 ∈ R𝑑. (2.12)

(2) Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘), 1 6 𝑝 < ∞, 𝑔 ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) ∩ 𝐶b(R𝑑), 𝑔(𝑦) = 𝑔0(|𝑦|), то

‖(𝑓 *𝑘 𝑔)‖𝑝,𝑑𝜇𝑘
6 ‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘

‖𝑔‖1,𝑑𝜇𝑘
. (2.13)

3. Наилучшее приближение и модуль непрерывности. Константа Джек-
сона. Пусть C𝑑 – комплексное 𝑑-мерное евклидово пространство,

𝑧 = (𝑧1, . . . , 𝑧𝑑) ∈ C𝑑, Im 𝑧 = (Im 𝑧1, . . . , Im 𝑧𝑑), 𝜎 > 0, 1 6 𝑝 < ∞,

𝐵𝜎
𝑝,𝑘 – класс функций 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) таких, что их аналитическое продолжение

на C𝑑 удовлетворяет неравенству

|𝑓(𝑧)| 6 𝑐𝜀𝑒
(𝜎+𝜀)|𝑧| для всех 𝜀 > 0 и 𝑧 ∈ C.

Наименьшее 𝜎 = 𝜎𝑓 в этом неравенстве называется сферическим типом 𝑓 . Класс
𝐵𝜎

𝑝,𝑘 будем называть классом целых функций экспоненциального сферического типа
не выше 𝜎 из 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘).

В [16] доказано, что для аналитического продолжения функции 𝑓 ∈ 𝐵𝜎
𝑝,𝑘 спра-

ведлива оценка
|𝑓(𝑧)| 6 𝑐𝑓𝑒𝜎| Im 𝑧| для всех 𝑧 ∈ C𝑑.

Величина наилучшего приближения функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) целыми функция-
ми экспоненциально сферического типа не выше 𝜎 определяется как

𝐸𝜎(𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
= inf{‖𝑓 − 𝑔‖𝑝,𝑑𝜇𝑘

: 𝑔 ∈ 𝐵𝜎
𝑝,𝑘}.

В [16] доказано, что величина наилучшего приближения реализуется на некоторой
экстремальной функции.

Для любых 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) справедливо неравенство

|𝐸𝜎(𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
− 𝐸𝜎(𝑔)𝑝,𝑑𝜇𝑘

| 6 ‖𝑓 − 𝑔‖𝑝,𝑑𝜇𝑘
. (3.1)
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На пространстве S (R𝑑) определим функционал

Ω(𝑡, 𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
=

(︂∫︁
R𝑑

𝑇 𝑡(|𝑓( · )− 𝑓(𝑥)|𝑝)(𝑥) 𝑑𝜇𝑘(𝑥)
)︂1/𝑝

(3.2)

и модуль непрерывности

𝜔(𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
= sup

06𝑡6𝛿
Ω(𝑡, 𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘

, 𝛿 > 0. (3.3)

Если 𝑘 ≡ 0, то

Ω(𝑡, 𝑓)𝑝,𝑑𝜇0 =
(︂∫︁

R𝑑

∫︁
S𝑑−1

|𝑓(𝑥 + 𝑡𝑧′)− 𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝜎(𝑧′) 𝑑𝜇0(𝑥)
)︂1/𝑝

.

Согласно представлению (2.10)

Ω(𝑡, 𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
=

(︂∫︁
R𝑑

∫︁
R𝑑

|𝑓(𝑧)− 𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝜎𝑘
𝑥,𝑡(𝑧) 𝑑𝜇𝑘(𝑥)

)︂1/𝑝

. (3.4)

Отсюда, в частности, вытекает, что

Ω(𝛿, 𝑓 + 𝑔)𝑝,𝑑𝜇𝑘
6 Ω(𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘

+ Ω(𝛿, 𝑔)𝑝,𝑑𝜇𝑘
,

𝜔(𝛿, 𝑓 + 𝑔)𝑝,𝑑𝜇𝑘
6 𝜔(𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘

+ 𝜔(𝛿, 𝑔)𝑝,𝑑𝜇𝑘
.

(3.5)

Распространим функционал (3.2) и модуль непрерывности (3.3) на все простран-
ство 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘).

Лемма 1. Если 1 6 𝑝 < ∞, 𝑡 ∈ R+ , 𝑓 ∈ S (R𝑑), то

Ω(𝑡, 𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
6 2‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘

.

Доказательство. Так как |𝑓(𝑦) − 𝑓(𝑥)|𝑝 6 2𝑝−1(|𝑓(𝑦)|𝑝 + |𝑓(𝑥)|𝑝), в силу поло-
жительности оператора обобщенного сдвига

𝑇 𝑡(|𝑓( · )− 𝑓(𝑥)|𝑝)(𝑥) 6 2𝑝−1(𝑇 𝑡(|𝑓( · )|𝑝)(𝑥) + |𝑓(𝑥)|𝑝).

Интегрируя последнее неравенство и применяя свойство (4) предложения 4, получим

Ω(𝑡, 𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
6 21−1/𝑝

(︂∫︁
R𝑑

𝑇 𝑡|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝜇𝑘(𝑥) +
∫︁

R𝑑

|𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝜇𝑘(𝑥)
)︂1/𝑝

6 2‖𝑓‖𝑝,𝑑𝜇𝑘
.

Лемма 1 доказана.
Из (3.5) и леммы 1 вытекает следующее следствие.

Следствие 1. Если 1 6 𝑝 < ∞, 𝑡 ∈ R+ , 𝑓, 𝑔 ∈ S (R𝑑), то

|Ω(𝑡, 𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
− Ω(𝑡, 𝑔)𝑝,𝑑𝜇𝑘

| 6 2‖𝑓 − 𝑔‖𝑝,𝑑𝜇𝑘
. (3.6)

Следствие 1 позволяет по непрерывности распространить функционал (3.2) и мо-
дуль непрерывности (3.3) на все пространство 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘), 1 6 𝑝 < ∞, с сохранением
неравенств (3.5)–(3.6). Следствие 1 и неравенство (3.1) позволяют также доказывать
неравенство Джексона на любом плотном в 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) множестве.
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Лемма 2. Если 1 6 𝑝 6 2, 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘), то

lim
𝛿→+0

𝜔(𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
= 0. (3.7)

Доказательство. Если 𝑝 = 2, то применяя (2.9), представление (2.10) и равен-
ство Планшереля, получим

Ω2(𝑡, 𝑓)2,𝑑𝜇𝑘
=

∫︁
R𝑑

𝑇 𝑡(|𝑓( · )− 𝑓(𝑥)|2)(𝑥) 𝑑𝜇𝑘(𝑥)

=
∫︁

R𝑑

{𝑇 𝑡(|𝑓( · )|2)(𝑥) + |𝑓(𝑥)|2 − 2 Re(𝑓(𝑥) 𝑇 𝑡𝑓(𝑥))} 𝑑𝜇𝑘(𝑥)

= 2
∫︁

R𝑑

(1− 𝑗𝜆𝑘
(𝑡|𝑦|))|F𝑘(𝑓)(𝑦)|2 𝑑𝜇𝑘(𝑦).

Предел (3.7) достаточно установить на множестве {𝑓 ∈ S (R𝑑) : F𝑘(𝑓) ∈ 𝐶∞c (R𝑑)},
плотном в 𝐿2(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘). Если 𝑓 ∈ S (R𝑑) и supp F𝑘(𝑓) ⊂ 𝐵𝑟, то (3.7) вытекает из
оценки

Ω2(𝑡, 𝑓)2,𝑑𝜇𝑘
6 2

∫︁
𝐵𝑟

(1− 𝑗𝜆𝑘
(𝑡|𝑦|)) 𝑑𝜇𝑘(𝑦)‖F𝑘(𝑓)‖∞.

Пусть 1 6 𝑝 < 2. Так как пространство 𝐶∞c (R𝑑) плотно в 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘), то (3.7)
достаточно доказать для 𝐶∞c (R𝑑). Если 𝑓 ∈ 𝐶∞c (R𝑑), supp 𝑓 ⊂ 𝐵𝑟 и 𝑡 6 1, то в при-
меняя (2.10), (3.4), свойство (7) предложения 4 и неравенство Гёльдера, получим

Ω(𝑡, 𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
=

(︂∫︁
𝐵𝑟+1

∫︁
R𝑑

|𝑓(𝑧)− 𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝜎𝑘
𝑥,𝑡(𝑧) 𝑑𝜇𝑘(𝑥)

)︂1/𝑝

6 (𝜇𝑘(𝐵𝑟+1))1/𝑝−1/2

(︂∫︁
𝐵𝑟+1

∫︁
R𝑑

|𝑓(𝑧)− 𝑓(𝑥)|2 𝑑𝜎𝑘
𝑥,𝑡(𝑧) 𝑑𝜇𝑘(𝑥)

)︂1/2

= (𝜇𝑘(𝐵𝑟+1))1/𝑝−1/2

(︂∫︁
𝐵𝑟+1

𝑇 𝑡(|𝑓( · )− 𝑓(𝑥)|2)(𝑥) 𝑑𝜇𝑘(𝑥)
)︂1/2

.

Отсюда для 𝛿 6 1
𝜔(𝛿, 𝑓)𝑝 6 (𝜇𝜆(𝐵𝑟+1))1/𝑝−1/2𝜔(𝛿, 𝑓)2.

Лемма 2 доказана.

Константа Джексона

𝐷(𝜎, 𝛿)𝑝,𝑑𝜇𝑘
= sup

{︂
𝐸𝜎(𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘

𝜔(𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘

: 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘)
}︂

есть наименьшая константа в неравенстве Джексона

𝐸𝜎(𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
6 𝐷𝜔(𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘

.

Пусть 1 6 𝑝 < ∞, 𝜆 > −1/2, 𝜎 > 0, 𝐸𝜎
𝑝,𝜆 – класс функций 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝜈𝜆), для

которых четное аналитическое продолжение на C удовлетворяет оценке

|𝑓(𝑧)| 6 𝑐𝑓𝑒𝜎| Im 𝑧|, 𝑐𝑓 > 0.
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Таким образом, 𝐸𝜎
𝑝,𝜆 – класс четных целых функций экспоненциального типа не

выше 𝜎 из 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝜈𝜆).
Величину наилучшего приближения функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝜈𝜆) четными целыми

функциями экспоненциального типа не выше 𝜎 определим равенством

𝐸𝜎(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆
= inf{‖𝑓 − 𝑔‖𝑝,𝑑𝜈𝜆

: 𝑔 ∈ 𝐸𝜎
𝑝,𝜆}.

Модуль непрерывности функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝜈𝜆) определим с помощью операто-
ра обобщенного сдвига 𝑀 𝑡 (2.5)

𝜔(𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆
= sup{Ω(𝑡, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆

: 0 6 𝑡 6 𝛿}, 𝛿 > 0, (3.8)

где

Ω𝑝(𝑡, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆
=

∫︁ ∞

0

𝑀 𝑡|𝑓( · )− 𝑓(𝑟)|𝑝(𝑟) 𝑑𝜈𝜆(𝑟)

= 𝑐𝜆

∫︁ ∞

0

∫︁ 𝜋

0

|𝑓(
√︀

𝑟2 + 𝑡2 − 2𝑟𝑡 cos 𝜙)− 𝑓(𝑟)|𝑝 sin2𝜆 𝜙 𝑑𝜙𝑑𝜈𝜆(𝑟). (3.9)

Константу Джексона определим равенством

𝐷(𝜎, 𝛿)𝑝,𝑑𝜈𝜆
= sup

{︂
𝐸𝜎(𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆

𝜔(𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜈𝜆

: 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝜈𝜆)
}︂

.

В [9] доказано, что 𝐷(𝜎, 𝛿)𝑝,𝑑𝜈𝜆
> 21/𝑝−1 для любых 𝜆 > −1/2, 1 6 𝑝 < 2, 𝜎, 𝛿 > 0.

Аналогичную оценку снизу получим и для константы Джексона 𝐷(𝜎, 𝛿)𝑝,𝑑𝜇𝑘
.

Лемма 3. Если 1 6 𝑝 < 2, 𝜎, 𝛿 > 0, 𝜆𝑘 = 𝑑/2− 1 +
∑︀

𝑎∈𝑅+
𝑘(𝑎), то

𝐷(𝜎, 𝛿)𝑝,𝑑𝜇𝑘
> 𝐷(𝜎, 𝛿)𝑝,𝑑𝜈𝜆𝑘

> 21/𝑝−1.

Доказательство. Достаточно доказать, что для радиальных функций 𝑓(𝑥) =
𝑓0(|𝑥|) ∈ 𝐶∞c (R𝑑) выполняются равенства

𝐸𝜎(𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
= 𝐸𝜎(𝑓0)𝑝,𝑑𝜈𝜆𝑘

, 𝜔(𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
= 𝜔(𝛿, 𝑓0)𝑝,𝑑𝜈𝜆𝑘

.

Пусть функция 𝑔 ∈ 𝐵𝜎
𝑝,𝑘 – элемент наилучшего приближения в 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) функ-

ции 𝑓 ∈ 𝐶∞c (R𝑑), 𝑓(𝑥) = 𝑓0(|𝑥|). Функция

𝑔0(𝑟) =
∫︁

S𝑑−1
𝑔(𝑟𝑥′) 𝑑𝜎𝑘(𝑥′) ∈ 𝐸𝜎

𝑝,𝜆𝑘
, 𝑟 ∈ R+.

Действительно, 𝑔0 – четная целая функция экспоненциального типа не выше 𝜎
(см. [23]) и в силу (2.6)

‖𝑔0‖𝑝,𝑑𝜈𝜆𝑘
=

(︂∫︁ ∞

0

⃒⃒⃒⃒∫︁
S𝑑−1

𝑔(𝑟𝑥′) 𝑑𝜎𝑘(𝑥′)
⃒⃒⃒⃒𝑝

𝑑𝜈𝜆𝑘
(𝑟)

)︂1/𝑝

6

(︂∫︁ ∞

0

∫︁
S𝑑−1

|𝑔(𝑟𝑥′)|𝑝 𝑑𝜎𝑘(𝑥′) 𝑑𝜈𝜆𝑘
(𝑟)

)︂1/𝑝

= ‖𝑔‖𝑝,𝑑𝜇𝑘
.
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Имеем

𝐸𝜎(𝑓0)𝑝,𝑑𝜈𝜆𝑘
6 ‖𝑓0 − 𝑔0‖𝑝,𝑑𝜈𝜆𝑘

=
(︂∫︁ ∞

0

⃒⃒⃒⃒∫︁
S𝑑−1

(𝑓(𝑟𝑥′)− 𝑔(𝑟𝑥′)) 𝑑𝜎𝑘(𝑥′)
⃒⃒⃒⃒𝑝

𝑑𝜈𝜆𝑘
(𝑟)

)︂1/𝑝

6

(︂∫︁ ∞

0

∫︁
S𝑑−1

|𝑓(𝑟𝑥′)− 𝑔(𝑟𝑥′)|𝑝 𝑑𝜎𝑘(𝑥′) 𝑑𝜈𝜆𝑘
(𝑟)

)︂1/𝑝

= 𝐸𝜎(𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
.

Аналогично, если 𝑔0 ∈ 𝐸𝜎
𝑝,𝜆𝑘

– элемент наилучшего приближения в 𝐿𝑝(R+, 𝑑𝜈𝜆𝑘
)

функции 𝑓0, 𝑓(𝑥) = 𝑓0(|𝑥|), 𝑔(𝑥) = 𝑔0(|𝑥|), то в силу (2.6)

𝐸𝜎(𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
6 ‖𝑓 − 𝑔‖𝑝,𝑑𝜇𝑘

= ‖𝑓0 − 𝑔0‖𝑝,𝑑𝜈𝜆𝑘
= 𝐸𝜎(𝑓0)𝑝,𝑑𝜈𝜆𝑘

.

Итак, 𝐸𝜎(𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
= 𝐸𝜎(𝑓0)𝑝,𝑑𝜈𝜆𝑘

.
При 1 6 𝑝 < 2 справедливы представления

|𝑧|𝑝 = 𝛼𝑝

∫︁ 2𝜋

0

|Re(𝑧𝑒−𝑖𝜙)|𝑝 𝑑𝜙, (3.10)

где 𝑧 ∈ C и 𝛼−1
𝑝 =

∫︀ 2𝜋

0
| cos 𝜙|𝑝 𝑑𝜙, и

|𝑡1 − 𝑡2|𝑝 = 𝛽𝑝

∫︁ ∞

0

|𝑒𝑖𝜉𝑡1 − 𝑒𝑖𝜉𝑡2 |2

𝜉𝑝+1
𝑑𝜉, (3.11)

где 𝑡1, 𝑡2 ∈ R и

𝛽−1
𝑝 =

∫︁ ∞

0

|1− 𝑒𝑖𝜉|2𝜉−𝑝−1 𝑑𝜉

(см. [4], [3]).
Для функции 𝑓(𝑥) = 𝑓0(|𝑥|) ∈ 𝐶∞c (R𝑑) и 𝜙 ∈ [0, 2𝜋], 𝜉 ∈ R+, рассмотрим функ-

цию 𝑓𝜉,𝜙(𝑥) = 𝑒𝑖𝜉 Re(𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝜙) − 1. Она также радиальная и принадлежит 𝐶∞c (R𝑑).
Согласно (2.10) и (3.10), (3.11)

𝑇 𝑡|𝑓( · )− 𝑓(𝑥)|𝑝 =
∫︁

R𝑑

|𝑓(𝑧)− 𝑓(𝑥)|𝑝 𝑑𝜎𝑘
𝑥,𝑡(𝑧)

= 𝛼𝑝𝛽𝑝

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ ∞

0

∫︁
R𝑑

|𝑓𝜉,𝜙(𝑧)− 𝑓𝜉,𝜙(𝑥)|2 𝑑𝜎𝑘
𝑥,𝑡(𝑧)

𝑑𝜉

𝜉𝑝+1
𝑑𝜙

= 𝛼𝑝𝛽𝑝

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ ∞

0

𝑇 𝑡|𝑓( · )− 𝑓(𝑥)|2 𝑑𝜉

𝜉𝑝+1
𝑑𝜙. (3.12)

Применяя (2.5), (2.10), (2.11) и обозначая |𝑥| = 𝑟, получим∫︁
R𝑑

|𝑓𝜉,𝜙(𝑧)− 𝑓𝜉,𝜙(𝑥)|2 𝑑𝜎𝑘
𝑥,𝑡(𝑧)

=
∫︁

R𝑑

{|𝑓𝜉,𝜙(𝑧)|2 + |𝑓𝜉,𝜙(𝑥)|2 − 2 Re(𝑓𝜉,𝜙(𝑧)𝑓𝜉,𝜙(𝑥) )} 𝑑𝜎𝑘
𝑥,𝑡(𝑧)

= 𝑇 𝑡(|𝑓𝜉,𝜙( · )|2)(𝑥) + |𝑓𝜉,𝜙(𝑥)|2 − 2 Re(𝑓𝜉,𝜙(𝑥) 𝑇 𝑡𝑓𝜉,𝜙( · )(𝑥))

= 𝑀 𝑡|𝑓0,𝜉,𝜙( · )|2(𝑟) + |𝑓0,𝜉,𝜙(𝑟)|2 − 2 Re(𝑓0,𝜉,𝜙(𝑟) 𝑀 𝑡𝑓0,𝜉,𝜙( · )(𝑟))
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=
∫︁ ∞

0

{|𝑓0,𝜉,𝜙(𝑠)|2 + |𝑓0,𝜉,𝜙(𝑟)|2 − 2 Re(𝑓0,𝜉,𝜙(𝑠)𝑓0,𝜉,𝜙(𝑟) )} 𝑑𝜈𝜆𝑘
𝑟,𝑡 (𝑠)

=
∫︁ ∞

0

|𝑓0,𝜉,𝜙(𝑠)− 𝑓0,𝜉,𝜙(𝑟)|2 𝑑𝜈𝜆𝑘
𝑟,𝑡 (𝑠).

Следовательно,

𝑇 𝑡|𝑓( · )− 𝑓(𝑥)|𝑝 = 𝛼𝑝𝛽𝑝

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ ∞

0

|𝑓0,𝜉,𝜙(𝑠)− 𝑓𝜉,𝜙(𝑟)|2 𝑑𝜈𝜆𝑘
𝑟,𝑡 (𝑠)

𝑑𝜉

𝜉𝑝+1
𝑑𝜙

=
∫︁ ∞

0

|𝑓0(𝑠)− 𝑓0(𝑟)|𝑝 𝑑𝜈𝜆𝑘
𝑟,𝑡 (𝑠) = 𝑀 𝑡|𝑓0( · )− 𝑓0(𝑟)|𝑝.

Отсюда и из (3.2), (3.3), (3.8), (3.9), (2.6) находим 𝜔(𝛿, 𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
= 𝜔(𝛿, 𝑓0)𝑝,𝑑𝜈𝜆𝑘

.
Лемма 3 доказана.

Оценка снизу константы в неравенстве (1.1) теоремы 1 установлена.

4. Приближение в 𝐿𝑝 линейными положительными интегральными
операторами. Пусть 𝑋 – локально компактное метрическое пространство с боре-
левской мерой 𝜇, 1 6 𝑝 6 ∞, 𝐿𝑝(𝑋) – пространство 𝜇-измеримых, комплексных
на 𝑋 функций 𝑓 , для которых

‖𝑓‖𝑝 =
(︂∫︁

𝑋

|𝑓 |𝑝 𝑑𝜇

)︂1/𝑝

< ∞, 1 6 𝑝 < ∞,

‖𝑓‖∞ = inf{𝛼 > 0 : 𝜇{𝑥 ∈ 𝑋 : |𝑓(𝑥)| > 𝛼} = 0} < ∞, 𝑝 = ∞,

𝑃 (𝑋) – множество простых функций, принимающих конечное число значений и об-
ращающихся в нуль вне подмножеств конечной меры, 𝐶b(𝑋2) – пространство непре-
рывных ограниченных на 𝑋2 функций. Пусть для функции 𝐾(𝑥, 𝑦) на 𝑋2 выпол-
нены условия

𝐾(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶b(𝑋2), 𝐾(𝑥, 𝑦) = 𝐾(𝑦, 𝑥), 𝐾(𝑥, 𝑦) > 0,∫︁
𝑋

𝐾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑦) = 1, 𝑥 ∈ 𝑋,
(4.1)

𝐿𝑝,𝐾(𝑋2) – пространство (𝜇 × 𝜇)-измеримых, комплексных на 𝑋2 функций 𝑔(𝑥, 𝑦),
для которых

‖𝑔‖𝑝,𝐾 =
(︂∫︁

𝑋

∫︁
𝑋

|𝑔(𝑥, 𝑦)|𝑝𝐾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑥) 𝑑𝜇(𝑦)
)︂1/𝑝

< ∞.

Определим два линейных оператора

𝑆𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦) : 𝐿𝑝(𝑋) → 𝐿𝑝,𝐾(𝑋2)

и

𝐴𝑓(𝑥) =
∫︁

𝑋

𝑓(𝑦)𝐾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑦) : 𝐿𝑝(𝑋) → 𝐿𝑝(𝑋). (4.2)
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Лемма 4. Если 1 6 𝑝 6 ∞, 𝑝′ – сопряженный показатель, 1/𝑝 + 1/𝑝′ = 1, то

‖𝑓 −𝐴𝑓‖𝑝 6
1
2
‖𝑆‖𝑝′→(𝑝′,𝐾)‖𝑆𝑓‖𝑝,𝐾 ,

где
‖𝑆‖𝑝′→(𝑝′,𝐾) = sup{‖𝑆𝑓‖𝑝′,𝐾 : ‖ℎ‖𝑝′ 6 1}.

Доказательство. Рассмотрим линейный оператор

𝐵𝑔(𝑥) =
∫︁

𝑋

(𝑔(𝑥, 𝑦)− 𝑔(𝑦, 𝑥))𝐾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑦) : 𝐿𝑝,𝐾(𝑋2) → 𝐿𝑝(𝑋).

Так как

‖𝑓‖𝑝 = sup
{︂⃒⃒⃒⃒∫︁

𝑋

𝑓ℎ 𝑑𝜇

⃒⃒⃒⃒
: ‖ℎ‖𝑝′ 6 1

}︂
,

применяя симметричность ядра 𝐾(𝑥, 𝑦) и неравенство Гёльдера, получим

‖𝐵𝑔‖𝑝 = sup
‖ℎ‖𝑝′61

∫︁
𝑋

𝐵𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) 𝑑𝜇(𝑥)

= sup
‖ℎ‖𝑝′61

∫︁
𝑋

∫︁
𝑋

(𝑔(𝑥, 𝑦)− 𝑔(𝑦, 𝑥))ℎ(𝑥)𝐾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑥) 𝑑𝜇(𝑦)

= sup
‖ℎ‖𝑝′61

∫︁
𝑋

∫︁
𝑋

(ℎ(𝑥)− ℎ(𝑦))𝑔(𝑥, 𝑦)𝐾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑥) 𝑑𝜇(𝑦)

6 sup
‖ℎ‖𝑝′61

‖𝑆ℎ‖𝑝′,𝐾‖𝑔‖𝑝,𝐾 = ‖𝑆‖𝑝′→(𝑝′,𝐾)‖𝑔‖𝑝,𝐾 .

На элементе 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑆𝑓(𝑥, 𝑦)

𝐵𝑆𝑓(𝑥) =
∫︁

𝑋

(𝑆𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑆𝑓(𝑦, 𝑥))𝐾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑦)

= 2
∫︁

𝑋

(𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦))𝐾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑦) = 2(𝑓(𝑥)−𝐴𝑓(𝑥)),

поэтому
‖𝐵𝑆𝑓‖𝑝 = 2‖𝑓 −𝐴𝑓‖𝑝 6 ‖𝑆‖𝑝′→(𝑝′,𝐾)‖𝑆𝑓‖𝑝,𝐾 .

Лемма 4 доказана.

Функцию 𝐾(𝑥, 𝑦) назовем положительно определенной, если для любой 𝑓 ∈
𝐿1(𝑋) ∫︁

𝑋

∫︁
𝑋

𝐾(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑥)𝑓(𝑦) 𝑑𝜇(𝑥) 𝑑𝜇(𝑦) > 0.

Лемма 5. Если для положительно определенной функции 𝐾(𝑥, 𝑦) выполнены
условия (4.1), то для любой 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑋), 1 6 𝑝 6 2,

‖𝑓 −𝐴𝑓‖𝑝 6 2−1/𝑝′‖𝑆𝑓‖𝑝,𝐾 .
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Доказательство. Согласно лемме 4 достаточно доказать оценку

‖𝑆‖𝑝′→(𝑝′,𝐾) 6 21/𝑝, 1 6 𝑝 6 2. (4.3)

Так как
‖𝑆𝑓‖∞,𝐾 = ‖𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)‖∞ 6 2‖𝑓‖∞,

то
‖𝑆‖∞→(∞,𝐾) 6 2. (4.4)

Используя (4.1), положительную определенность 𝐾, получим

‖𝑆𝑓‖22,𝐾 =
∫︁

𝑋

∫︁
𝑋

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|2𝐾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑥) 𝑑𝜇(𝑦)

=
∫︁

𝑋

∫︁
𝑋

(|𝑓(𝑥)|2 + |𝑓(𝑦)|2 − 2 Re(𝑓(𝑥)𝑓(𝑦) ))𝐾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑥) 𝑑𝜇(𝑦)

= 2‖𝑓‖22 − 2 Re
∫︁

𝑋

∫︁
𝑋

𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)𝐾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑥) 𝑑𝜇(𝑦) 6 2‖𝑓‖22.

Отсюда
‖𝑆‖2→(2,𝐾) 6 21/2. (4.5)

По теореме Рисса–Торина, интерполируя (4.4) и (4.5), получим (4.3).
Лемма 5 доказана.

Лемма 6. Пусть 1 6 𝑝 6 2, для функций 𝐾(𝑥, 𝑦), 𝑉 (𝑥, 𝑦) выполнены усло-
вия (4.1), а функция 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝐾(𝑥, 𝑦)−𝑉 (𝑥, 𝑦) положительно определенная. Тогда
для любой 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑋)∫︁

𝑋

∫︁
𝑋

|𝑆𝑓(𝑥, 𝑦)|𝑝𝐹 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑥) 𝑑𝜇(𝑦) =
∫︁

𝑋

∫︁
𝑋

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|𝑝𝐹 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑥) 𝑑𝜇(𝑦) 6 0.

Доказательство. Так как 𝑃 (𝑋) плотно в 𝐿𝑝(𝑋) и для любых 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐿𝑝(𝑋)(︂∫︁
𝑋

∫︁
𝑋

|𝑆𝑓1(𝑥, 𝑦)− 𝑆𝑓2(𝑥, 𝑦)|𝑝(𝐾(𝑥, 𝑦) + 𝑉 (𝑥, 𝑦)) 𝑑𝜇(𝑥) 𝑑𝜇(𝑦)
)︂1/𝑝

6 2
(︂∫︁

𝑋

∫︁
𝑋

|𝑓1(𝑥)− 𝑓2(𝑥)|𝑝𝐾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑥) 𝑑𝜇(𝑦)
)︂1/𝑝

+ 2
(︂∫︁

𝑋

∫︁
𝑋

|𝑓1(𝑥)− 𝑓2(𝑥)|𝑝𝑉 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑥) 𝑑𝜇(𝑦)
)︂1/𝑝

= 4‖𝑓1 − 𝑓2‖𝑝,

то можно считать 𝑓 ∈ 𝑃 (𝑋).
Если 𝑝 = 2, то∫︁

𝑋

|𝑓(𝑥)|2𝐹 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑥) 𝑑𝜇(𝑦)

=
∫︁

𝑋

|𝑓(𝑥)|2𝐾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑥) 𝑑𝜇(𝑦)−
∫︁

𝑋

|𝑓(𝑥)|2𝑉 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑥) 𝑑𝜇(𝑦)

=
∫︁

𝑋

|𝑓(𝑥)|2 𝑑𝜇(𝑥)
∫︁

𝑋

𝐾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑦)−
∫︁

𝑋

|𝑓(𝑥)|2 𝑑𝜇(𝑥)
∫︁

𝑋

𝑉 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑦) = 0,
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поэтому из положительной определенности 𝐹 (𝑥, 𝑦)∫︁
𝑋

∫︁
𝑋

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|2𝐹 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑥) 𝑑𝜇(𝑦)

=
∫︁

𝑋

∫︁
𝑋

(︂
|𝑓(𝑥)|2 + |𝑓(𝑦)|2 − 2 Re(𝑓(𝑥)𝑓(𝑦) )

)︂
𝐹 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑥) 𝑑𝜇(𝑦) 6 0.

Следовательно, при 𝑝 = 2 лемма 6 верна.
Полагая для 𝑓 ∈ 𝑃 (𝑋), 𝑓𝜉,𝜙(𝑥) = 𝑒𝑖𝜉 Re(𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝜙) − 1, получим 𝑓𝜉,𝜙(𝑥) ∈ 𝑃 (𝑋). Из

представлений (3.10), (3.11) и уже доказанного∫︁
𝑋

∫︁
𝑋

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|𝑝𝐹 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑥) 𝑑𝜇(𝑦)

= 𝛼𝑝𝛽𝑝

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ ∞

0

∫︁
𝑋

∫︁
𝑋

|𝑓𝜉,𝜙(𝑥)− 𝑓𝜉,𝜙(𝑦)|2𝐹 (𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇(𝑥) 𝑑𝜇(𝑦)
𝑑𝜉

𝜉𝑝+1
𝑑𝜙 6 0.

Лемма 6 доказана.

5. Доказательство теоремы 1. Для того, чтобы воспользоваться результата-
ми раздела 4 для 𝑋 = R𝑑, 𝑑𝜇 = 𝑑𝜇𝑘, необходимо построить ядро 𝐾(𝑥, 𝑦) линейного
положительного интегрального оператора 𝐴 (4.2). Будем использовать решение экс-
тремальной задачи Бомана для преобразования Данкля (см. [24]).

Задача Бомана состоит в вычислении величины

𝐵𝑘(𝜏) = inf
∫︁

R𝑑

|𝑥|2𝑔(𝑥) 𝑑𝜇𝑘(𝑥),

если
𝑔 ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘), 𝑔(𝑥) > 0, F𝑘𝑔(0) = 1, supp F𝑘(𝑔) ⊂ 𝐵𝜏 . (5.1)

Экстремальная функция в задаче Бомана радиальная и имеет вид

𝑔𝜏 (𝑥) =
2−3𝜆𝑘−1𝜏2(𝜆𝑘+1)

Γ(𝜆𝑘 + 1)𝑞2
𝜆𝑘

(︂
𝑗𝜆𝑘

(𝜏 |𝑥|/2)
1− (𝜏 |𝑥|/(2𝑞𝜆𝑘

))2

)︂2

.

Это целая функция экспоненциального сферического типа 𝜏 . Так как согласно (2.4)
F𝑘(𝑔𝜏 )(𝑦) = H𝜆𝑘

(𝑔0,𝜏 )(|𝑦|), из результатов [5], [6] вытекает, что

F𝑘(𝑔𝜏 )(𝑦) > 0, F𝑘(𝑔𝜏 ) ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) ∩ 𝐶b(R𝑑), 𝑔𝜏 , F𝑘(𝑔𝜏 ) ∈ A𝑘(R𝑑). (5.2)

Положим
𝐾𝜎(𝑥, 𝑦) = 𝜏𝑥𝑔2𝜎(−𝑦).

Лемма 7. Функция 𝐾𝜎(𝑥, 𝑦) положительно определенная и удовлетворяет ус-
ловиям (4.1). Если 𝑓 ∈ A𝑘(R𝑑), то

𝐴𝜎𝑓(𝑥) =
∫︁

R𝑑

𝑓(𝑦)𝐾𝜎(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑦)

является целой функцией экспоненциального сферического типа не выше 2𝜎 , при-
надлежащей 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘), 1 6 𝑝 < ∞.
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Доказательство. Из (2.7)–(2.8), (5.1), (5.2) и радиальности F𝑘(𝑔𝜏 ) вытекает,
что

𝐾𝜎(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶b(R𝑑 × R𝑑), 𝐾𝜎(𝑥, 𝑦) > 0,

𝐾𝜎(𝑥, 𝑦) =
∫︁

R𝑑

𝑒𝑘(−𝑦, 𝑧)𝑒𝑘(𝑥, 𝑧)F𝑘(𝑔2𝜎)(𝑧) 𝑑𝜇𝑘(𝑧)

=
∫︁

R𝑑

𝑒𝑘(−𝑥, 𝑧)𝑒𝑘(𝑦, 𝑧)F𝑘(𝑔2𝜎)(𝑧) 𝑑𝜇𝑘(𝑧) = 𝐾𝜎(𝑦, 𝑥),∫︁
R𝑑

𝐾𝜎(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑦) =
∫︁

R𝑑

𝜏𝑥𝑔2𝜎(−𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑦)

=
∫︁

R𝑑

𝜏𝑥𝑔2𝜎(𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑦) =
∫︁

R𝑑

𝑔2𝜎(𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑦) = 1.

Если ℎ ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘), то, используя свойства обобщенной экспоненты (2.1), полу-
чим ∫︁

R𝑑

∫︁
R𝑑

𝐾𝜎(𝑥, 𝑦)ℎ(𝑦)ℎ(𝑥) 𝑑𝜇𝑘(𝑥) 𝑑𝜇𝑘(𝑦)

=
∫︁

R𝑑

∫︁
R𝑑

∫︁
R𝑑

𝑒𝑘(−𝑦, 𝑧)𝑒𝑘(𝑥, 𝑧)F𝑘(𝑔2𝜎)(𝑧) 𝑑𝜇𝑘(𝑧)ℎ(𝑦)ℎ(𝑥) 𝑑𝜇𝑘(𝑥) 𝑑𝜇𝑘(𝑦)

=
∫︁

R𝑑

F𝑘(𝑔2𝜎)(𝑧)
∫︁

R𝑑

ℎ(𝑦)𝑒𝑘(𝑧, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑦)
∫︁

R𝑑

ℎ(𝑥)𝑒𝑘(𝑧, 𝑥) 𝑑𝜇𝑘(𝑥) 𝑑𝜇𝑘(𝑧)

=
∫︁

R𝑑

F𝑘(𝑔2𝜎)(𝑧)|F𝑘(ℎ)(𝑧)|2 𝑑𝜇𝑘(𝑧) > 0.

Наконец, если 𝑓 ∈ A𝑘(R𝑑), то, применяя непрерывность и ограниченность ядра
𝐾𝜎(𝑥, 𝑦), (2.12), (2.13), получим 𝐴𝜎𝑓 ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) ∩ 𝐶b(R𝑑),

F𝑘(𝐴𝜎𝑓)(𝑦) = F𝑘(𝑓 *𝑘 𝑔2𝜎)(𝑦) = F𝑘(𝑓)(𝑦)F𝑘(𝑔2𝜎)(𝑦) ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) ∩ 𝐶b(R𝑑),

поэтому 𝐴𝜎𝑓 ∈ A𝑘(R𝑑) и supp F𝑘(𝐴𝜎𝑓) ⊂ 𝐵2𝜎. По формуле обращения (2.3)

𝐴𝜎𝑓(𝑥) =
∫︁

𝐵2𝜎

F𝑘(𝐴𝜎𝑓)(𝑦)𝑒𝑘(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘.

Следовательно, 𝐴𝜎𝑓(𝑥) – целая функция экспоненциального сферического типа не
выше 2𝜎. Так как 𝐴𝜎𝑓 ∈ A𝑘(R𝑑), то 𝐴𝜎𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘), 1 6 𝑝 < ∞.

Лемма 7 доказана.

Если 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘), 1 6 𝑝 6 2, то из лемм 5, 7 вытекает оценка

‖𝑓 −𝐴𝜎𝑓‖𝑝 6 2−1/𝑝′
(︂∫︁

R𝑑

∫︁
R𝑑

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|𝑝𝐾𝜎(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑥) 𝑑𝜇𝑘(𝑦)
)︂1/𝑝

. (5.3)

Чтобы локализовать носитель ядра 𝐾𝜎(𝑥, 𝑦) в окрестности нуля, построим новое
ядро 𝑉𝜎(𝑥, 𝑦). Для этого воспользуемся решением экстремальной задачи Логана для
преобразования Данкля (см. [17]).

Пусть ℎ(𝑥) – действительная функция, 𝜆(ℎ) = sup{|𝑥| : 𝑓(𝑥) > 0}. Задача Логана
состоит в вычислении величины

Λ𝑘(𝜏) = inf 𝜆(ℎ),
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если

ℎ ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) ∩ 𝐶b(R𝑑), ℎ(0) = 1, F𝑘(ℎ)(𝑦) > 0, supp F𝑘(ℎ) ⊂ 𝐵𝜏 . (5.4)

Экстремальная функция в задаче Логана радиальная и имеет вид

ℎ𝜏 (𝑥) =
𝑗2
𝜆𝑘

(𝜏 |𝑥|/2)
1− (𝜏 |𝑥|/(2𝑞𝜆𝑘

))2
.

Это целая функция экспоненциального сферического типа 𝜏 и для нее выполнены
следующие свойства:

F𝑘(ℎ𝜏 )(𝑦) > 0, F𝑘(ℎ𝜏 ) ∈ 𝐿1(R𝑑, 𝑑𝜇𝑘) ∩ 𝐶b(R𝑑), ℎ𝜏 , F𝑘(ℎ𝜏 ) ∈ A𝑘(R𝑑). (5.5)

Положим

𝜏0 =
2𝑞𝜆𝑘

𝜎
, 𝐺𝜎(𝑥) = 𝐺0,𝜎(|𝑥|) = F𝑘(ℎ𝜏0)(𝑥), 𝑉𝜎(𝑥, 𝑦) = 𝜏𝑥𝐺𝜎(−𝑦).

Отметим, что

supp 𝐺0,𝜎 ⊂
[︂
0,

2𝑞𝜆𝑘

𝜎

]︂
. (5.6)

Лемма 8. Для функции 𝑉𝜎(𝑥, 𝑦) выполнены условия (4.1). Функция

𝐹𝜎(𝑥, 𝑦) = 𝐾𝜎(𝑥, 𝑦)− 𝑉𝜎(𝑥, 𝑦)

положительно определенная.

Доказательство. Используя (5.4), (5.5), условия (4.1) для функции 𝑉𝜎(𝑥, 𝑦)
проверяются как и в лемме 7. Известно, что

F𝑘(𝑔2𝜎)(𝑦) > ℎ𝜏0(𝑦) = F𝑘(𝐺𝜎)(𝑦)

(см. [5], [6]), поэтому F𝑘(𝑔2𝜎 −𝐺𝜎)(𝑦) > 0, и положительная определенность функ-
ции 𝐹𝜎(𝑥, 𝑦) доказывается как и в лемме 7.

Лемма 8 доказана.

Лемма 9. Если 1 6 𝑝 6 2, 𝑓 ∈ 𝐶∞c (R𝑑), то∫︁
R𝑑

∫︁
R𝑑

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|𝑝𝑉𝜎(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑥) 𝑑𝜇𝑘(𝑦) =
∫︁ ∞

0

Ω𝑝(𝑡, 𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
𝐺0,𝜎(𝑡) 𝑑𝜈𝜆𝑘

(𝑡). (5.7)

Доказательство. Пусть вначале 𝑝 = 2. Применяя (2.3), (2.7), (2.8), равенство
Планшереля, для левой части (5.7) получим∫︁

R𝑑

∫︁
R𝑑

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|2𝑉𝜎(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑥) 𝑑𝜇𝑘(𝑦)

=
∫︁

R𝑑

∫︁
R𝑑

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|2𝜏𝑥𝐺𝜎(−𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑥) 𝑑𝜇𝑘(𝑦)

=
∫︁

R𝑑

∫︁
R𝑑

{|𝑓(𝑥)|2 + |𝑓(𝑦)|2 − 2 Re(𝑓(𝑦)𝑓(𝑥) )}𝜏𝑥𝐺𝜎(−𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑥) 𝑑𝜇𝑘(𝑦)
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= 2
∫︁

R𝑑

∫︁
R𝑑

𝐺𝜎(𝑦)|𝑓(𝑥)|2 𝑑𝜇𝑘(𝑥) 𝑑𝜇𝑘(𝑦)

− 2 Re
∫︁

R𝑑

∫︁
R𝑑

∫︁
R𝑑

𝑓(𝑦)𝑓(𝑥)𝑒𝑘(−𝑦, 𝑧)𝑒𝑘(𝑥, 𝑧)F𝑘(𝐺𝜎)(𝑧) 𝑑𝜇𝑘(𝑥) 𝑑𝜇𝑘(𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑧)

= 2
∫︁

R𝑑

(F𝑘(𝐺𝜎)(0)−F𝑘(𝐺𝜎)(𝑧))|F𝑘(𝑓)(𝑧)|2 𝑑𝜇𝑘(𝑧).

Аналогично, используя (3.8), преобразуем правую часть (5.7)∫︁ ∞

0

Ω2(𝑡, 𝑓)2,𝑑𝜇𝑘
𝐺0,𝜎(𝑡) 𝑑𝜈𝜆𝑘

(𝑡)

= 2
∫︁ ∞

0

∫︁
R𝑑

(1− 𝑗𝜆𝑘
(𝑡|𝑧|))|F𝑘(𝑓)(𝑧)|2 𝑑𝜇𝑘(𝑧)𝐺0,𝜎(𝑡) 𝑑𝜈𝜆𝑘

(𝑡)

= 2
∫︁

R𝑑

∫︁ ∞

0

𝐺0,𝜎(𝑡)(1− 𝑗𝜆𝑘
(𝑡|𝑧|) 𝑑𝜈𝜆𝑘

(𝑡)|F𝑘(𝑓)(𝑧)|2 𝑑𝜇𝑘(𝑧)

= 2
∫︁

R𝑑

(H𝜆𝑘
(𝐺0,𝜎)(0)−H𝜆𝑘

(𝐺0,𝜎)(|𝑧|))|F𝑘(𝑓)(𝑧)|2 𝑑𝜇𝑘(𝑧).

Согласно (2.4) левая и правая части равенства (5.7) совпадают, что доказывает
лемму при 𝑝 = 2.

Пусть 1 6 𝑝 < 2. Если для 𝑓 ∈ 𝐶∞c (R𝑑), 𝑓𝜉,𝜙(𝑥) = 𝑒𝑖𝜉 Re(𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝜙) − 1, то 𝑓𝜉,𝜙(𝑥) ∈
𝐶∞c (R𝑑). Применяя представления (3.10), (3.11) и соотношение (3.12), получим∫︁

R𝑑

∫︁
R𝑑

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|𝑝𝑉𝜎(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑥) 𝑑𝜇𝑘(𝑦)

= 𝛼𝑝𝛽𝑝

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ ∞

0

∫︁
R𝑑

∫︁
R𝑑

|𝑓𝜉,𝜙(𝑥)− 𝑓𝜉,𝜙(𝑦)|2𝑉𝜎(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑥) 𝑑𝜇𝑘(𝑦)
𝑑𝜉

𝜉𝑝+1
𝑑𝜙,

и∫︁ ∞

0

Ω𝑝(𝑡, 𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
𝐺0,𝜎(𝑡) 𝑑𝜈𝜆𝑘

(𝑡)

= 𝛼𝑝𝛽𝑝

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

0

∫︁
R𝑑

𝑇 𝑡(|𝑓𝜉,𝜙( · )− 𝑓𝜉,𝜙(𝑦)|2)(𝑥) 𝑑𝜇𝑘(𝑥)𝐺0,𝜎(𝑡) 𝑑𝜈𝜆𝑘
(𝑡)

𝑑𝜉

𝜉𝑝+1
𝑑𝜙

= 𝛼𝑝𝛽𝑝

∫︁ 2𝜋

0

∫︁ ∞

0

∫︁ ∞

0

Ω2(𝑡, 𝑓𝜉,𝜙)2,𝑑𝜇𝑘
𝐺0,𝜎(𝑡) 𝑑𝜈𝜆𝑘

(𝑡)
𝑑𝜉

𝜉𝑝+1
𝑑𝜙.

Таким образом, случай 1 6 𝑝 < 2 сводится к случаю 𝑝 = 2.
Лемма 9 доказана.

Теперь несложно получить неравенство (1.1). Достаточно это сделать для функ-
ций из 𝐶∞c (R𝑑). Если 𝑓 ∈ 𝐶∞c (R𝑑), 1 6 𝑝 < 2, то в силу (5.3), (5.6), лемм 6, 8, 9
получаем цепочку неравенств

‖𝑓 −𝐴𝜎𝑓‖𝑝 6 2−1/𝑝′
(︂∫︁

R𝑑

∫︁
R𝑑

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|𝑝𝐾𝜎(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑥) 𝑑𝜇𝑘(𝑦)
)︂1/𝑝

6 2−1/𝑝′
(︂∫︁

R𝑑

∫︁
R𝑑

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)|𝑝𝑉𝜎(𝑥, 𝑦) 𝑑𝜇𝑘(𝑥) 𝑑𝜇𝑘(𝑦)
)︂1/𝑝
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= 2−1/𝑝′
(︂∫︁ ∞

0

Ω𝑝(𝑡, 𝑓)𝑝,𝑑𝜇𝑘
𝐺0,𝜎(𝑡) 𝑑𝜈𝜆𝑘

(𝑡)
)︂1/𝑝

6 2−1/𝑝′𝜔

(︂
2𝑞𝜆𝑘

𝜎
, 𝑓

)︂
𝑝,𝑑𝜇𝑘

.

Неравенство (1.1) доказано. Оценка снизу была получена ранее в лемме 3. Теоре-
ма 1 полностью доказана.
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