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Теория сет-суммирования [5—9] возникла в связи с потребностями теории 
случайных конечных множеств [1—4] и ее приложений как технический аппарат для 
конструирования вероятностных распределений [7]. Сет-суммирование изучает 
методы исчисления сет-сумм вида 2 Ф (Е), где SP — конечная совокупность ко-

Ее &> 
нечных множеств, а Ф - ограниченная числовая функция на 5s (аддитивная или муль­
типликативная) . 

Эквивалентные суммы по числовому индексу давно и основательно изучаются 
в комбинаторном анализе (М. Айгнер, ГЛ. Егорычев, Г.Дж. Райзер, Дж. Риордан, 
Дж.-К. Рота, К.А. Рыбников, В.Н. Сачков, Р. Стенли, Б.С Стечкин, В.Е. Тараканов, 
М. Холл, Г. Ондрюс, C.B. Яблонский). Связанные с исчислением сет-сумм проблемы 
постоянно и естественно возникают в комбинаторных вероятностных задачах 
(А.Д. Коршунов, В.К. Леонтьев, М.И. Нечепуренко, Л.Я. Савельев, П. Эрдеш и 
Дж. Спенсер). Постоянная потребность в практическом исчислении подобных сумм 
имеется также в статистической физике и механике (P.A. Минлос, К. Престон, 
Я.Г. Синай). 

Существует глубокая связь между распределениями случайных конечных 
множеств, конструируемых при помощи сет-сумм, и распределениями, которые 
конструируются емкостями Шоке (К. Деллашери, Ж. Матерон, Д.Дж. Кендалл, 
П.-А. Мейер, Дж. Серра, Г. Шоке, Д. Штойян). Эта связь будет рассмотрена автором 
в последующих работах. Кроме того, сет-суммирование может оказаться полезным 
в теории product-интегрирования (Р.Д. Гилл). 

Цель работы — конструирование распределений случайных конечных мно­
жеств, основанных на теории сет-суммирования, для которых могут быть практи­
чески вычислены вероятности всех обычно интересующих исследователя событий, 
т.е. сет-распределений, которые обладают так называемым свойством "вычисли­
мости". Понятие "вычислимости" в этом контексте понимается в смысле существо­
вания точных, конечных и достаточно простых формул или алгоритмов вычисления 
в духе конструктивной математики (Н. Катленд, В.Н. Тростников, Э. Энгелер). 
_ Пусть SC - конечное множество, JI = 2 ^ - множество всех подмножеств SC , 
&п — множество вершин единичного гиперкуба размерности п > О, Е = (Elt... 
..., Е„) EiJt" = ЖХ . . . X Ж — сет-вектор произвольных подмножеств SC , Ее = 

= Г\Е} есть терраска (определяемая для произвольного сет-вектора Е GJ6 " 
1 _ 

и вершины е ё ê„ как пересечение компонент (ег- = 1) и дополнений компонент 
(е,- = 0) сет-вектора Е S M " ) , ае (Е) = 2 Е£ есть интенсиональная теоретико-
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множественная операция ае : Лп^>*Л (однозначно определяемая подмножеством 
вершин е С&„) , а~(Е) = (ае (Е),..., ае (Е)) есть сет-интенсиональная опера­
ция й-: Л"^>+Л_т (однозначно определяемая "вершинным" сет-вектором 7 = 
= (еи*..,ет)е\2&п1т). 

Главный результат теории сет-суммирования - это теорема о суммировании 
основной сет-суммы _ 2 _ Ji(a--.(E))v(a_(E)), где 3й = 3й (А1) - это сет-

я е ^ ( . 4 ' ) - f e 

совокупность сет-векторов E G Л" (основная область сет-суммирования) одного 
из трех видов : сет-отрезок 

S „(!')={ Ее Л": фСЁСА'}, 
0-сет-отрезок 

8[
п
ф](А')={Ее 8„<АУ- Е,пЕ, = ф, 1Ф}} 

и сет-разбиение 
п п 

$ {*l(= U А'и Л") = { E G S J * ^ '): 2 E , = U Л ! } , 

Д ( М * ) ) = Б я,(аЛ(Я)), Ча7(Е))= П ?,(«в (Я)). 

lii,... ,щ~ меры, Vi,... ,vm - мульт-меры на Л . 
Обозначим: &(Â'\ I") = \Ёе №(!') : а?(Ё) = Ä"} - одна из трех услов­

ных областей сет-суммирования: 8 г
п{А'\ А") = S „(А1) П Л "(A") - условный 

сет-отрезок; $^Ф](А'\ Ä")= § „ t 0 1 ( I ' ) n Л"(А~") - условный 0-сет-отрезок; 

®11Ф](= иЛ{, A4 Л*)= §„ [01(= иЛ}, Л'^П J ? ^ ! 7 ' ) - условное сет-разбиение, 

где J£ -(-4") = [ЕЕ: Ж": a-(E) = А"\ Qj( п - условная сет-совокупность из Л". 
Указанные условные области сет-суммирования определяются основным сет-векто­
ром А' Е.Л", ограничивающим сет-вектором A" С.Лк и сет-условием а-р(Е) = 
= А", где а- : M "-^-»Л т — ограничивающая сет-операция. 

Под случайным конечным множеством К = (Л, 2 , Р) в настоящей работе 
понимается измеримое отображение некоторого вероятностного пространства в из­
меримое пространство (Л, 2м) с "вычислимой" вероятностью Р на 2м, определяе­
мой V Зе& 2м посредством сет-сумм: 

Р(Ж)= 2 Ф(Е)( 2 Ф(Е)У, 
Ее S3 \вем J 

где Ф — некоторая ограниченная неотрицательная функция на Л • 
Допустим, па.Л" имеется совместное распределение у случайных конеч­

ных множеств Ki K„G Л . которые образуют случайный конечный сет-вектор 
К = (Ki,..., Кп)_<ЕЛп. Таким образом, VË &Лп Р(К = Ё) = Р(К1 = Ei,... 
.... , Кп = Е„) = <р(Ё), причем 

_ 2 у(Ё)=1. 
Е(ЕМП 

Основная сет-сумма, которая исчисляется в теории сет -суммирования, позво-
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ляет немедленно не только сконструировать целый класс совместных распределе­
ний случайных конечных множеств : 

?(К=Е) = г — > 
_ 2 _ Л(а (Е)Псг7(Е)) 
EG SP {А ') 

которые будем называть с е т - р а с п р е д е л е н и я м и , но— исчислять VA, 
ВЕЛ" вероятность наиболее употребительных событий: Р(А CK Q В), в том 
числе вероятность совместного (и > 1) покрытия синглетонного сет-вектора: 
Р (| х \ С К) (где \х\ = {\хх\,..., {х„])Е Л" - сет-вектор, составленный из 
синглетонов) и вероятность обычного (п = 1) покрытия точки х Е SC: Р(х Е К). 
Еше раз подчеркнем, что для исчисления каждой из указанных вероятностей тре­
буется только основная сет-сумма [5-10] . 

З а м е ч а н и е 1. Если поставить задачу исчисления для любого сет-вектора 
— и _ _ 
A" ÇUAj вероятности Р(а-(К) = А"), то по всем правилам вероятностного ис-

1 г 

кусства: 

¥(ат(К)=А")= _ 2 _ _ Р(К=Ё) = 
Es=0>(A'\A") 

= / _ 2 _ JI(a7(Ë)W(a-(Ë))y _ Z_ _ Л(а7(Ё)Ма7(Ё)), 
\EeiP(A') J / ЕВ0»(А'\ А") ' 

где сет-сумма в знаменателе вероятности исчисляется по основной теореме сет-сум-
мирования, а условная сет-сумма может быть исчислена по теореме об исчислении 
условной основной сет-суммы, которая будет сформулирована ниже. 

З а м е ч а н и е 2. Отметим еше, что класс условных сет-совокупностей, опре­
деляемых сет-условием а^ (Е) = А", настолько богат, что включает практически 
все мыслимые сет-совокупности. Действительно, в этот класс входят сет-совокуп­
ности, позволяющие исчислять вероятность диагонали: 

?(Кг=... = Кп=А) (k = 2,r1=^n
1\r2=&^,A'i=A,A'i=A); 

вероятность разбиения: 

r(ÎKt = AJ (* = 2, r t =&A11, гг=&£\ А"=А, А1 = ф)\ 

вероятность пирамиды сет-покрытия: 
Р ((coverj (К),..., cover« (К)) = Ä") 

(* = я, г, = &<» > , . . . , г„ = &<?>, A"D...DAÏÏ; 

маргинальные сет-распределения: 

¥(К( = А\ i=l,...,n (k=l, п =&1 А'1=А); 

совместное сет-распределение : 
Р(К=А") (к = п, г, =&1

п,. ..,г„ = &"п), 

а также произвольный класс условных сет-распределений, определяемых данным 
сет-условием. 
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Обозначим: 
у n r p n ê ^ 7 l JP G Ê„ + fe - &„ X êfc, 

у7,0,1 = |ст П и пВ<Тл«[0] +g[!b и£" = lffanrpn&*Tn(&|,üi +&J,1J)|, Тр6£„+,=Ё„Х£к, 

ар 
мощности подмножеств вершин единичного гиперкуба размерности п > 0 для 

а е , >о 

Введем также обозначения для некоторых мер и мулы-мер на Л с целью 
сокращения записей при выводе окончательных формул исчисления условной основ­
ной сет-суммы. Итак Vi,..., vm — мулы-меры, a р > , , . . , р.; — меры на M . Обоз­
начим: 

2 и* П у . ' + / 
п , 7pG&„X& f c , 

7,0,1 

„Р = 
7,1 

m a . „7.0,1 П „_ / + J 

а e g Hm 
ар ,=Y' п , 7pGfi„X&fc, 

eea /+m 

и*-1 П Р. l+l 
a p / = i ' 

>o n, ypG&^X&k, 

мульт-меры на Л и, используя эти сокращенные обозначения, обозначим еще 

,Р = 

7,0,1 

'il" 

»г а. 
2 - М ^ Ю " 1 П ^.'+, 'Па,д 

> 0 <*PV 7^ / = 1 / ,-=1 ^ 
1+т 

m a. 
> 0 «Р 7,0,1^ / = 1 / . = 1 

->?Г ffiP 7 ,1 ' ,--. / ,-=1 ' ^ ' 2 ' 
аеа .1 ' ! ' * J 

Е> 

меры на Jt, где для первых двух мер ур G &„ X &*, a для последней ур G 
G Ê„>0~ X &*. 

Т е о р е м а (об исчислении условной основной сет-суммы). Я^сгь A'_G JK "-

основной сет-вектор, А" £ Лк - ограничивающий сет-вектор, ТG {2 "} f c -
ограничивающий "вершинный " сет-вектор из основного сец-условия, соответствую­
щий монотонной ограничивающей сет-операции: а-(Е) = А", определяющей услов­
ную основную сет-область суммирования одного из трех видов: $£ (А'\ А") -
условный сет-отрезок, $ r

n ^ ( A ' \ А") - условный ф-сет-отрезок, ; $ ^ * ' 

(= U Л/, А'\ А") - условное сет-разбиение. Пусть ур = (7, р) G g„ X Êfe, em = 

= (e, тг) G fi„ X Et - вершины единичного гиперкуба размерности п + к, состав-
ленные из вершин 7, eG &„, р, 7rG&k. 

Тогда справедливы следующие формулы сет-суммирования по условному 
сет-отрезку: 

EG. g „ U ' U " ) 7 7 P e g „ X S f c e7TGi„XSfc 
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по условному ф-сет-отрезку : 
_ 2 Ц(а-(Ю)¥(а7(ЁУ) = 

ß _ " ? o i ^ n i p ) 2 _ M ? , 0 , i ( ^ n ^ ) , 
7pea„xafc ' ' ewe&„xafc 

«о условному сет-разбиению : 

Ее$^[Ф](=иА'{,А'\А") 
1 

Д(в-(^))Пвё(^)) 

П_ ру(А'уПАИ
р) 2_ л ^ ( ^ П ^ ) . 

— >о — '• —>о — ' 
7ioea„"xafc ; еяе&„ xsfc 

С л е д с т в и е 1 (о сет-распределениях). Пусть сет-операции под знаком 
_ п _ 

сег-сулш м ограничивающая сет-операция монотонны. Тогда У A" С и Л J справед-
1 

ливы следующие формулы исчисления вероятностей для сет-распределения на сет-
отрезке 8£ (А1): 

п _ »Р(А'УПА;) s .. Л?Й;П^) 
Р{ау(К) = А )= = — ; 

п < ю s ме
е (̂̂ ;) 

res„ eea„ 
для сет-распределения на ф-сет-отрезке 8^Ф\А'): 

P ( e - ( * W " ) = T p e a " * a * ' ' ^ea„xa f c ' ' 

для сет-распределения на сет-разбиении $ £'*' (•= LMJ, Л' ): 

П_ _ » Ç j ^ n ^ ) _2_ _ м ^ п л ; ) 
РГ„ Л ^ - J ' ' Ï -

 7 p e a ^ ° X S f c e*ea>°xafc 
РСву^) -- 4 ) _ - ~ " 

П р\! ÇA'y) ? це
е-/(А'е) 

уе&„ ' ееа„ 
С л е д с т в и е 2 (о частных сет-распределениях). Пусть в условиях теоремы 

I = 1, m = О, к = 1 (т.е. функция под знаком сет-суммы равна р(а^(Е)), а ограни­
чивающая сет-операция определяет основное сет-условие, которое имеет вид аг(Е) = 
= A" G Л),сет-операции af,ar монотонны (т.е. 0 $ / , 0$г), А' = (А1,... ,А') Е 
&JC"- диагональный сет-вектор. 

Тогда У А" С А' справедливы следующие формулы исчисления вероятностей 
для сет-распределения на сет-отрезке 8Ц(А'): 

Щ(К) = А") = 2-»0А'1-1)[ГС[1А'-А"\1Г\\А"\ х 

| / П г с | ti(A'-A") | / n r j p(A") х / l / n r - l jLt(4- -Л") + 1/П/-1 AtQ4") \ 
\ | / 1 ' | г с | д04') + | / |-kl м04')/ 
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для сет-распределения на ф-сет-отрезке 8^Ф\А'): 
P(af(K)=A") = 
= (п + l)-< WI - D(|rcП &J,111 + 1) и ' - л "'| г П 4 1 ] I U" ' X 

/ | / Г У с п 4 1 ] / ф Г - Л " ) 

4 / n 4 1 ] i ( i ' - C n 4 l ! i + 1) V{A') 
X 

l / n ß ^ l l - l ' - n ^ 1 1 ! V(A' 

для сет-распределения на сет-разбиении $г
п '*' ( = и А\, А' у. 

Р(й/(Л = Л") = и - ( и ' 1 - 1 ) | г С п 4 1 1 1 1 Л ' ^ " 1 1 ^ 4 1 1 1 и " 1 Х 

/ | / П г с п 4 1 ] 1 МС4'-Л") | 

Х Vi/na^ii-i^najt:1 '! ^ ' ) 
l / n r n 4 n l мЮ 

l /n4 1 ] l - Irn&i11! м(л') 4> 
Вычислительный центр Поступило 
Сибирского отделения Российской Академии наук 12 V 1992 
Красноярск 
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