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Аннотация. Проблемы полноты и базисности системы собственных и присоединенных функций
являются основными вопросами спектральной теории несамосопряженных дифференциальных
операторов с дискретным спектром. В настоящей работе дан краткий обзор результатов в этой
области для операторов Штурма—Лиувилля и Дирака с произвольными двухточечными краевы-
ми условиями и произвольным комплекснозначным суммируемым потенциалом.
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Abstract. The problems of completeness and basic property of systems of eigenfunctions and root
functions are important questions of the spectral theory of non-self-adjoint differential operators with
discrete spectra. In this paper, we give a brief survey of results on this topic for the Sturm–Liouville and
Dirac operators with arbitrary two-point boundary conditions and arbitrary complex-valued summable
potentials.
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1. Введение. Изучение спектральной теории несамосопряженных краевых задач на конечном
интервале для обыкновенных дифференциальных уравнений n-го порядка

y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . .+ pn(x)y = λy

было начато Г. Биркгофом в его двух работах [28,29] 1908 года, где он впервые ввел понятие регу-
лярных краевых условий. Его исследования были продолжены Я. Тамаркиным [54,55] и М. Сто-
уном [52, 53]. Первой работой по краевым задачам для систем первого порядка обыкновенных
дифференциальных уравнений в форме

1

i
B
dy

dx
+Q(x)y = λy, y = col(y1, . . . , yn),

где B —невырожденная (n× n)-матрица,

B = diag(b−1
1 In1 , . . . , b

−1
r Inr) ∈ C

n×n, n = n1 + . . . nr,
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с комплексными элементами bj �= bk, а Q(x)—потенциальная матрица, является работа Г. Бирк-
гофа и Р. Лангера [30]. В дальнейшем их исследования развивались во многих направлени-
ях. По спектральной теории опубликовано огромное число работ, среди которых можно ука-
зать [6, 22, 25, 31, 32, 40–46], содержащие также обширные списки литературы в этой области.

Настоящая статья состоит из двух частей. В первой части изучаются вопросы полноты и базис-
ности системы корневых функций оператора Штурма—Лиувилля, а во второй рассматриваются
аналогичные вопросы для оператора Дирака.

2. Оператор Штурма—Лиувилля. В этой части работы содержится краткий обзор резуль-
татов по задачам на собственные значения для уравнения

u′′ − q(x)u+ λu = 0 (1)

с двухточечными краевыми условиями

Bi(u) = ai1u
′(0) + ai2u

′(π) + ai3u(0) + ai4u(π) = 0, (2)

где Bi(u), i = 1, 2, — линейно независимые формы с произвольными комплексными коэффициен-
тами, а q(x)—произвольная комплекснозначная функция из класса L1(0, π).

Рассмотрим оператор Lu = u′′ − q(x)u как линейный оператор в пространстве L2(0, π) с об-
ластью определения D(L) =

{
u ∈ L2(0, π) | u(x), u′(x) абсолютно непрерывны на отрезке

[0, π], u′′ − q(u)u ∈ L2(0, π), Bi(u) = 0 (i = 1, 2)
}
.

Собственной функцией оператора L, соответствующей собственному значению λ ∈ C, будем
называть любую функцию

0
u (x) ∈ D(L) (

0
u (x) �≡ 0), которая удовлетворяет уравнению

L
0
u +λ

0
u= 0

почти всюду на [0, π].
Присоединенной функцией оператора L порядка p (p = 1, 2, . . .), соответствующей тому же

собственному значению λ и собственной функции
0
u (x), будем называть любую функцию

p
u (x) ∈

D(L), которая удовлетворяет уравнению

L
p
u +λ

p
u=

p−1
u

почти всюду на отрезке [0, π]. Таким образом, собственная функция
0
u (x) является присоеди-

ненной функцией нулевого порядка. Множество всех собственных и присоединенных функций
(или корневых функций), соответствующих одному и тому же собственному значению λ, вместе
с функцией u(x) ≡ 0 является корневым линейным многообразием. Это многообразие называется
корневым подпространством, если его размерность конечна.

Пусть множество собственных значений оператора L счетно и все корневые линейные много-
образия являются корневыми подпространствами. В каждом корневом подпространстве выберем
базис. Любую систему функций {un(x)}, полученную как объединение указанных базисов во всех
корневых подпространствах, будем называть системой собственных и присоединенных функций
(или корневых функций) оператора L.

Очевидно, базис в корневом подпространстве может быть выбран разными способами. Хоро-
шо известно, что в случае, когда общее число присоединенных функций является бесконечным,
система корневых функций может обладать свойством базисности при одном выборе присоеди-
ненных функций и терять его при другом, оставаясь при этом полной и минимальной. Поэтому,
говоря о наличии или отсутствии свойства базисности, следует иметь в виду какую-либо кон-
кретную систему собственных и присоединенных функций. Заметим однако, что если существует
хотя бы одна система корневых функций какой-либо краевой задачи, которая образует базис, т.е.
присоединенные функции выбраны «правильно», то обычно говорят, что система собственных
и присоединенных этой краевой задачи обладает свойством базисности.
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Для удобства запишем условия (2) в матричной форме,

A =

(
a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24

)

и обозначим матрицу, составленную из i-го и j-го столбцов матрицы A (1 � i < j � 4) через
A(ij); положим Aij = detA(ij).

Обозначим через c(x, μ), s(x, μ) (λ = μ2) фундаментальную систему решений уравнения (1)
с начальными условиями c(0, μ) = s′(0, μ) = 1, c′(0, μ) = s(0, μ) = 0. Собственные значения
задачи (1), (2) являются корнями характеристического определителя

Δ(μ) =

∣∣∣∣B1(c(x, μ)) B1(s(x, μ))
B2(c(x, μ)) B2(s(x, μ))

∣∣∣∣ .
Несложные вычисления показывают, что

Δ(μ) = −A13 −A24 +A34s(π, μ)−A23s
′(π, μ)−A14c(π, μ) −A12c

′(π, μ).

Легко видеть, что если q(x) ≡ 0, то характеристический определитель Δ0(μ) соответствующей
задачи (1), (2) принимает вид

Δ0(μ) = −A13 −A24 +A34
sinπμ

μ
− (A23 +A14) cos πμ+A12μ sinπμ.

Краевые условия (2) называются невырожденными, если они удовлетворяют одному из следу-
ющих соотношений:
(i) A12 �= 0,
(ii) A12 = 0, A14 +A23 �= 0,
(iii) A12 = 0, A14 +A23 = 0, A34 �= 0.
Очевидно, краевые условия (2) являются невырожденными тогда и только тогда, когда Δ0(μ) �=
const. Будем говорить, что краевая задача имеет классическую асимптотику спектра, если мно-
жество собственных значений счетно и их кратности ограничены одной константой. Заметим,
что для любых невырожденных краевых условий асимптотическое представление характеристи-
ческого определителя Δ(μ) при |μ| → ∞ получено в [22].

2.1. Полнота. В [22] установлен следующий факт.

Теорема 1. Для любых невырожденных краевых условий спектр задачи (1), (2) является
счетным множеством {λn} собственных значений с единственной предельной точкой ∞, раз-
мерности соответствующих корневых подпространств ограничены одной постоянной. Систе-
ма {un(x)} собственных и присоединенных функций полна и минимальна в L2(0, π), следова-
тельно, существует биортогонально сопряженная система {vn(x)}.

Для вырожденных краевых условий вопрос о полноте является значительно более сложным.
Пусть краевые условия (2) вырождены. Согласно [22,41], это эквивалентно выполнению следую-
щих условий:

A12 = 0, A14 +A23 = 0, A34 = 0.

В [41] показано, что любые краевые условия из рассматриваемого класса эквивалентны крае-
вым условиям, задаваемым матрицей

A =

(
1 d 0 0
0 0 1 −d

)
или A =

(
0 1 0 0
0 0 0 1

)
.

Если в первом случае d = 0, то для любого потенциала q(x) мы получаем начально-краевую
задачу (задачу Коши), у которой нет собственных значений. Такая же ситуация имеет место во
втором случае.

Далее будем рассматривать первый случай, если d �= 0. Тогда краевые условия могут быть
записаны в более обозримой форме

u′(0) + du′(π) = 0, u(0) − du(π) = 0, (3)
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где d �= 0. Полнота системы корневых функций существенно зависит от свойств функции q̃(x) =
q(x)− q(π − x). Из [2, 12, 21] вытекает справедливость следующих утверждений.

Теорема 2. Если d2 �= 1, то система корневых функций задачи (1), (3) полна в пространстве
L2(0, π) тогда и только тогда, когда точка π ∈ supp q̃(x).

(Точка π принадлежит носителю q̃(x), если для любой окрестности этой точки на множестве
ненулевой меры выполняется неравенство q̃(x) �= 0.)

Теорема 3. Если для некоторого ρ > 0 существует предел

lim
h→0

1

hρ

π∫
π−h

q̃(x)dx = ν,

где ν �= 0, то система корневых функций задачи (1), (3) полна в пространстве L2(0, π).

Таким образом, в случае d2 �= 1 получено окончательное решение проблемы полноты. Легко
видеть, что в случае d2 = 1 некоторые вопросы остаются отрытыми. В частности [10], вопрос
о существовании потенциала q(x) ∈ C∞[0, π], такого, что q̃(j)(π) = 0 для всех j = 0, 1, . . ., а соот-
ветствующая система корневых функций полна.

2.2. Базисность. Для удобства введем в рассмотрение числа μn, где μn =
√
λn, Reμn � 0.

Известно, что краевые условия могут быть разделены на четыре класса:
I: усиленно регулярные;
II: регулярные, но не усиленно регулярные;
III: нерегулярные;
IV: вырожденные;
классы I–class:3 являются невырожденными. Все определения даны в [25]. Эти три класса следует
рассмотреть отдельно.

I. Усиленно регулярные краевые условия. Пусть краевые условия (2) принадлежат классу (I).
Согласно [25], это эквивалентно выполнению следующих условий:

A12 �= 0; A12 = 0, A14 +A23 �= 0, A14 +A23 �= ∓(A13 +A24);

A12 = 0, A14 +A23 = 0, A13 +A24 = 0, A13 = A24, A34 �= 0.

Хорошо известно, что все (за исключением, может быть, конечного числа) собственные значения
λn простые (другими словами, асимптотически простые), а число присоединенных функций ко-
нечно. Кроме того, числа λn разделены в том смысле, что существует такая постоянная c0 > 0,
что для всех достаточно больших по модулю различных λk и λm справедливо неравенство

|μk − μm| � c0. (4)

Теорема 4. Система корневых функций {un(x)} образует базис Рисса в L2(0, π).

Это утверждение было доказано в [8, 24] и [32, гл. XIX]. К классу (I) относятся многие типы
краевых условий, например, условия Дирихле u(0) = u(π) = 0, условия Неймана u′(0) = u′(π) = 0,
условия Дирихле—Неймана u(0) = u′(π) = 0 и др.

II. Регулярные, но не усиленно регулярные краевые условия. Пусть краевые условия принадлежат
классу (II). Согласно [25], это эквивалентно выполнению следующих условий:

A12 = 0, A14 +A23 �= 0, A14 +A23 = (−1)θ+1(A13 +A24),

где θ = 0, 1. В зависимости от конкретного вида краевых условий и потенциала q(x) система
корневых функций может обладать или не обладать свойством базисности (см. [6, 8, 56]) и даже
при фиксированных краевых условиях указанное свойство может иметь место или исчезать при
сколь угодно малых изменениях коэффициента q(x) в соответствующей метрике (см. [7]). Таким
образом, рассматриваемый класс краевых условий значительно сложнее предыдущего.
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Для любой задачи (1), (2) обозначим через Q множество таких потенциалов q(x) из класса
L1(0, π), что система корневых функций образует базис Рисса в L2(0, π), Q̄ = L1(0, π) \Q.

Для исследования этого класса задач целесообразно разделить рассматриваемые краевые усло-
вия на два типа:
(a) A14 = A23, A34 �= 0;
(b) A14 = A23, A34 = 0; A14 �= A23.

Вначале рассмотрим задачи типа (a). В [41] было установлено, что любые краевые условия
данного типа эквивалентны условиям, задаваемым матрицей

A =

(
1 −1 0 a14
0 0 1 −1

)
или A =

(
1 1 0 a14
0 0 1 1

)
,

где a14 �= 0 в обоих случаях. Если a14 вещественно и q(x)—вещественнозначная функция, то
соответствующая краевая задача является самосопряженной.

Теорема 5 (см. [13]). Если задача (1), (2) принадлежит типу (a), то система {un(x)} яв-
ляется базисом Рисса в L2(0, π).

Рассмотрим задачи типа (b). Тип (b) содержит, например, периодические, антипериодические
краевые условия, условия Самарского—Ионкина и многие другие.

Теорема 6 (см. [14–16]). Если задача (1), (2) принадлежит типу (b), то множества Q и Q̄
всюду плотны в L1(0, π).

III. Нерегулярные условия. Пусть краевые условия (2) принадлежат классу (III). Согласно [25,41],
это эквивалентно выполнению одного из следующих условий:

A12 = 0, A14 +A23 = 0, A13 +A24 = 0, A13 �= A24, A34 �= 0;

A12 = 0, A14 +A23 = 0, A13 +A24 �= 0, A34 �= 0.

В соответствии с [41], любые краевые условия рассматриваемого класса эквивалентны условиям,
задаваемым матрицей

A =

(
1 ±1 0 b0
0 0 1 ∓1

)
, где b0 �= 0,

или

A =

(
1 b1 0 b0
0 0 1 −b1

)
, где b1 �= ±1, b0 �= 0, или A =

(
0 1 a0 0
0 0 0 1

)
, где a0 �= 0.

В случае (III), так же как и в случае (I), все, за исключением, может быть, конечного числа,
собственные значения λn являются простыми, число присоединенных функций конечно и выпол-
няется условие разделимости (4). Однако система {un(x)} никогда не образует даже обычного
базиса в L2(0, π), поскольку ‖un‖L2(0,π)‖vn‖L2(0,π) → ∞ при n → ∞. Здесь {vn(x)}—биортого-
нально сопряженная система. Этот случай был исследован в [39, 52, 53].

IV. Вырожденные условия. Для этого случая построено множество примеров краевых задач
с неклассической асимптотикой спектра. В частности, хорошо известно, что при условии d = ±1,
q(x) ≡ 0 любое комплексное число является собственным значением рассматриваемой задачи.
Если d �= ±1, q(x) ≡ 0, то спектр отсутствует. Примеры потенциалов q(x), обеспечивающих
неограниченный рост кратностей собственных значений, были построены в [17,18].

Теорема 7 (см. [19, 20]). Система собственных и присоединенных функций задачи (1), (3)
никогда не образует базис в пространстве L2(0, π).

Выводы. В таблице 1 суммированы результаты о полноте и базисности для оператора (1), (2).
Второй столбец определяет класс краевых условий (УР— усиленно регулярные, РНУР— регуляр-
ные, но не усиленно регулярные, НЕР— нерегулярные, ВЫР— вырожденные). ДА/НЕТ означает
что указанное свойство может появляться или исчезать в зависимости от коэффициента q(x).
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Таблица 1

Случай Класс Условия на Aij Полнота Базисность

I УР A12 �= 0; A12 = 0, A14 + A23 �= 0, A14 +A23 �=
∓(A13 +A24);A12 = 0, A14+A23 = 0,A13+A24 = 0,
A13 = A24, A34 �= 0

ДА ДА

II(a) РНУР A12 = 0, A14 +A23 �= 0, A14 +A23 = ∓(A13 +A24),
A14 = A23, A34 �= 0

ДА ДА

II(b) РНУР A12 = 0, A14 +A23 �= 0, A14 +A23 = ∓(A13 +A24),
A14 = A23, A34 = 0; A12 = 0, A14 + A23 �= 0,
A14 +A23 = ∓(A13 +A24), A14 �= A23

ДА ДА/НЕТ

III НЕР A12 = 0, A14 + A23 = 0, A13 + A24 = 0, A13 �= A24,
A34 �= 0; A12 = 0, A14 + A23 = 0, A13 + A24 �= 0,
A34 �= 0

ДА НЕТ

III ВЫР A12 = 0, A14 +A23 = 0, A34 = 0 ДА/НЕТ НЕТ

3. Оператор Дирака. В этой части работы содержится краткий обзор результатов по задачам
на собственные значения для системы Дирака

By′ + V y = λy, (5)

где y = col(y1(x), y2(x)),

B =

(−i 0
0 i

)
, V =

(
0 P (x)

Q(x) 0

)
,

функции P (x), Q(x) ∈ L1(0, π), с двухточечными краевыми условиями

U(y) = Cy(0) +Dy(π) = 0, (6)

где

C =

(
a11 a12
a21 a22

)
, D =

(
a13 a14
a23 a24

)
,

коэффициенты aij произвольные комплексные числа, а строки матрицы

A =

(
a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24

)

линейно независимы.
Рассмотрим оператор Ly = By′ + V y как линейный оператор в пространстве H = L2(0, π) ⊕

L2(0, π) с областью определения D(L) =
{
y ∈ W 1

1 [0, π] : Ly ∈ H, Uj(y) = 0(j = 1, 2)
}
. Обозначим

через

E(x, λ) =

(
e11(x, λ) e12(x, λ)
e21(x, λ) e22(x, λ)

)

матрицу фундаментальной системы решений уравнения (5) с начальными условиями E(0, λ) = I,
где I — единичная матрица. Хорошо известно, что характеристический определитель Δ(λ) зада-
чи (5), (6) может быть записан в виде

Δ(λ) = A12 +A34 +A32e11(π, λ) +A14e22(π, λ) +A13e12(π, λ) +A42e21(π, λ).

Если V (x) ≡ 0, то e12(x, λ) = e21(x, λ) = 0 и характеристический определитель Δ0(λ) невозму-
щенной задачи

L0y = By′ = λy, U(y) = 0 (7)
принимает вид

Δ0(λ) = (A12 +A34)−A23e
iπλ +A14e

−iπλ. (8)
Известно, что краевые условия (6) могут быть разделены на четыре класса:
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I: усиленно регулярные;
II: регулярные, но не усиленно регулярные;
III: нерегулярные;
IV: вырожденные.

Краевые условия (6) называются регулярными, если

A14A23 �= 0, (9)

и усиленно регулярными, если кроме (9) они удовлетворяют условию

(A12 +A34)
2 + 4A14A23 �= 0.

Регулярные краевые условия называются регулярными, но не усиленно регулярными, если они
дополнительно удовлетворяют условию

(A12 +A34)
2 + 4A14A23 = 0.

Краевые условия (6) называются нерегулярными, если

A14A23 = 0, (A12 +A34)(|A23|+ |A14|) �= 0,

и вырожденными, если

A14A23 = 0, (A12 +A34)(|A23|+ |A14|) = 0.

Легко видеть, что в случае вырожденных краевых условий характеристическое уравнение
Δ0(λ) = 0 либо не имеет корней, либо Δ0(λ) ≡ 0.

3.1. Полнота. В [22] установлено, что система корневых функций задачи (5), (6) с регулярны-
ми краевыми условиями полна в пространстве H. Если условия (6) не являются регулярными,
полнота существенно зависит от потенциала V (x). В этом случае система корневых функций
невозмущенного оператора (7) (P (x) = Q(x) = 0) неполна в H (см. [22]), однако она может быть
полной, если V (x) �≡ 0. Недавно A. A. Лунев и M. M. Mаламуд доказали (см. [47]) следующее
утверждение.

Теорема 8. Пусть функции P (x), Q(x) непрерывны в точках 0 и π. Тогда система корневых
функций задачи (5), (6) полна и минимальна в H, если

|A32|+ | −A13P (0) +A42Q(π)| �= 0 и |A14|+ | −A13P (π) +A42Q(0)| �= 0.

Если функции P (x), Q(x) дифференцируемы, достаточные условия полноты и минимальности
были получены в [11]. Необходимые условия полноты были установлены в [49].

Теорема 9. Если

A14 = A32 = 0, A13A42 �= 0, 0 /∈ suppR1(x) ∪R2(x),

где

R1(x) = A13P (x)−A42Q(x− π), R2(x) = A13P (π − x)−A42Q(x),

то система корневых функций неполна в H.

Заметим, что M. M. Mаламуд и его соавторы A. A. Лунев, Л. Л. Oридорога, A. В. Агибалова
получили множество результатов о полноте (неполноте) системы корневых функций для гораздо
более общих дифференциальных систем первого порядка.
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3.2. Базисность. Регулярные краевые задачи исследовались A. П. Хромовым, A. Г. Баскако-
вым, P. Джаковым, Б. С. Mитягиным и другими авторами. A. M. Савчук, И. В. Садовничая,
A. A. Шкаликов (см. [26, 51]) и A. A. Лунев, M. M. Maлaмуд (см. [10, 48]) установили, что систе-
ма корневых задачи (5), (6) с усиленно регулярными краевыми условиями образует базис Рисса
в H и базис Рисса со скобками в H в случае регулярных, но не усиленно регулярных краевых
условий. Также в указанных работах было показано, что собственные значения λk задачи (5), (6)
с регулярными краевыми условиями удовлетворяют асимптотическому соотношению

λk = λ0
k + o(1),

где λ0
k — собственные значения задачи соответствующей задачи (7). Заметим, что в [10, 26, 48, 51]

на потенциал наложено условие V (x) ∈ L1(0, π).
Однако в случае регулярных, но не усиленно регулярных краевых условий, упомянутые работы

оставляют открытым вопрос, когда система корневых функций образует обычный базис Рисса,
а не базис Рисса со скобками. Именно его мы будем рассматривать далее.

Хорошо известно, что в этом случае спектр состоит из попарно сближающихся собственных
значений

λn,j = z0 + 2n+ εn,j, где z0 =
A12 +A34

2A23
,

n ∈ Z, εn,j → 0 при |n| → ∞, j = 1, 2. Если для всех n, удовлетворяющих условию |n| > n0, имеем
λn,1 = λn,2, то спектр называется асимптотически кратным.

Регулярные, но не усиленно регулярные краевые условия, определенные матрицей A, назы-
ваются условиями периодического типа (см. [33]), если A13 = A24 = 0, A12 = A34. Условия
периодического типа эквивалентны условиям, задаваемым матрицей(

1 0 a 0
0 a 0 1

)
, (10)

где a �= 0. Если a = −1, то краевые условия (10) являются периодическими, а если a = 1, то
антипериодическими. Известно (см. [33]), что для задачи (7) с условиями периодического типа
все корневые подпространства состоят из двух собственных функций, а для всех оставшихся
условий они состоят из одной собственной функции и одной присоединенной функции. Во всех
случаях система корневых функций рассматриваемой задачи образует базис Рисса в H.

Случай периодических и антипериодических краевых условий исследовался в [1, 3, 5, 9, 23, 33–
38,50], если функции P (x), Q(x) ∈ L2(0, π). В частности, в [5, теорема 71] построен пример такой
потенциальной матрицы V (x), что соответствующее спектральное разложение расходится в H.
В дальнейшем, не ограничивая общности, будем предполагать, что корневые функции, соответ-
ствующие кратному собственному значению, образуют ортонормированный базис в соответству-
ющем корневом подпространстве.

(a) Рассмотрим задачу (5), (6) с условиями периодического типа. Она имеет вид

−iy′1 + P (x)y2 = λy1, iy′2 +Q(x)y1 = λy2,

y1(0) + ay1(π) = 0, ay2(0) + y2(π) = 0.
(11)

Пусть a = reiϕ,−π < ϕ � π. Обозначим τ0 = (ϕ + π)/π + (i ln r)/π. Тогда задача (11) имеет две
серии собственных значений

λn,j = τ0 + 2n+ εn,j ,

где n ∈ Z, εn,j → 0 при |n| → ∞, j = 1, 2. Отсюда, в частности, следует, что если |n| > n0, то числа
λn,j расположены внутри окружностей радиуса 1/2 с центрами в точках τ0 + 2n. Сопряженная
задача имеет вид

−iz′1 + Q̄(x)z2 = λz1, iz′2 + P̄ (x)z1 = λz2,

āz1(0) + z1(π) = 0, z2(0) + āz2(π) = 0.

Обозначим через T множество тех номеров n, для которых λn,1 �= λn,2. Если T конечно, то
из [4, с. 414] и базисности двумерных корневых подпространств, отвечающих сближающимся
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Таблица 2

Случай Класс Условия на Aij Полнота Базисность

I УР A14A23 �= 0, (A12 +A34)
2 + 4A14A23 �= 0 ДА ДА

II(a) РНУР A14A23 �= 0, (A12 + A34)
2 + 4A14A23 = 0,

A13 = A24 = 0, A12 = A34

ДА ДА/НЕТ

II(b) РНУР A14A23 �= 0, (A12 + A34)
2 + 4A14A23 = 0,

|A13|+ |A24|+ |A12 −A34| > 0
ДА ДА/НЕТ

III НЕР A14A23 = 0, (A12 +A34)(|A23|+ |A14|) �= 0 ДА/НЕТ ?/НЕТ

IV ВЫР A14A23 = 0, (A12 +A34)(|A23|+ |A14|) = 0 ДА/НЕТ ?/НЕТ

собственным значениям, установленной в [10,26,48,51], вытекает, что система корневых функций
образует базис Рисса в H. Предположим, что T бесконечно.

Теорема 10. Система корневых функций задачи (11) является базисом Рисса тогда и толь-
ко тогда, когда существуют постоянные C1, C2 > 0, такие, что для всех достаточно больших
|n| (n ∈ T ) выполняются неравенства

C1 <
|e12(π, λn,1)|
|e21(π, λn,1)| < C2.

Обозначим черезΨ множество таких пар функций (P (x), Q(x)) ∈ L1(0, π)⊕L1(0, π), что система
корневых функций задачи (11) образует базис Рисса в H, Ψ = (L1(0, π) ⊕ L1(0, π)) \Ψ,

Теорема 11. Множества Ψ и Ψ всюду плотны в L1(0, π)⊕ L1(0, π).

(b) Рассмотрим случай условий, не являющихся периодическими. Класс (b) (см. с. 148) содержит
множество различных краевых условий, например, условия, задаваемые матрицами(

1 b a 0
0 a 0 1

)
или

(
1 0 a 0
0 a c 1

)
,

где a �= 0, b �= 0, c �= 0.

Теорема 12. Если регулярные, но не усиленно регулярные краевые условия не являются усло-
виями периодического типа, то система собственных и присоединенных функций задачи (5),
(6) является базисом Рисса в H тогда и только тогда, когда спектр является асимптотически
кратным.

Выводы. В таблице 2 суммированы результаты о полноте и базисности для оператора (5), (6).
Второй столбец определяет класс краевых условий (УР— усиленно регулярные, РНУР— регуляр-
ные, но не усиленно регулярные, НЕР— нерегулярные, ВЫР— вырожденные). ДА/НЕТ означает
что указанное свойство может появляться или исчезать в зависимости от коэффициента V (x);
?/НЕТ означает, что отсутствие данного свойства установлено для некоторого подмножества по-
тенциалов V (x) ∈ L1(0, π), примеры, когда это свойство имеет место, неизвестны, стало быть,
окончательное решение еще не получено.
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