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Настоящая работа посвящена изучению где 
асимптотического поведения при большом вре­
мени t решения задачи Коши для уравнения теп­
лопроводности. 

В полупространстве {t > 0} = {х, t: x e EN,t>0} 
рассмотрим задачу Коши для уравнения тепло­
проводности 

\х-у\ = 
1/2 

X ^к-УкУ 
•к = 1 

<оы = 2к"/2[Г(Ы/2)У\ 

ди(х, t) 
= Аи(х, 0 в {г>0}, 

и(х, 0) = щ(х), х е EN, (2) 

М(х, р;и0)- сферическое среднее функции и0(х) по 
поверхности сферы с центром в точке х радиуса р, 

М(х, р; и0) = 1 

<о„р N-1 
j u0(y)dSy. 

Ix-yl = р 

Мы изучим вопрос о необходимых условиях 
существования при некотором v > 0 следующей 
степенной асимптотики решения задачи Коши 

где А = V —• - оператор Лапласа. 
k=idxk 

Предполагается, что начальная функция и0(х) (1), (2): 
принадлежит классу А.Н. Тихонова [1] существо- д /л Q,X ^ 
вания и единственности решения задачи Коши (1), M(JC> t) = A0(x) + —— + '— 
(2), т.е. и0(х) непрерывна в £ я и для любого е > 0 су- t t 
ществует постоянная С(е) > 0 такая, что при всех 
х е /гимеет место неравенство 

(5) 

где 

|и0(х)| < С(€)е tlx\-
lim Q(x, t) = 0 равномерно по х во всем EN, (6) 

(3) 
и покажем, что эти необходимые условия выража-

Символом Slu0(x) обозначим шаровые средние ются в терминах существования у шаровых сред-
Рисса порядка а > -1 от начальной функции и0(х): них Рисса (4) порядка а > 2[v] + 1 от начальной 

функции UQ(X) согласованной степенной асимпто-

SKu0(x) = 
B(a+\,N/2)aNlf 

[ к—* х-у\_ 
,2 

2 \ 
U(fy)dy = 

\х-у\ <й 

B(a+l , iV/2) i^ J
0 
К1 

1- Р1Л 

R2J 
М(х, р; u0)dp, 

(4) 
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тики при R -» °°. Из асимптотической формулы (5) 
следует, что решение задачи Коши (1), (2) равно­
мерно по х е EN стабилизируются к А0(х) функции 
А0(х) со скоростью r v при t -> +°°. Известно (см. 
[2]), что предельные функции А0(х), А{(х) 

А0(х) = lim u(x, t) равномерно по х е EN, (7) 
г-><*> 

А{(х) = linuv [u(x, i) - A0(x)] равномерно по 

* е £ * (8) 

являются гармоническими в EN функциями. 
Если начальная функция и0(х) ограничена и су­

ществуют пределы (7), (8), то в силу известной 
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теоремы Лиувилля [3], функции А0(х) иА^х) явля­
ются постоянными В EN. 

Имеет место следующий результат. 
Т е о р е м а 1. Пусть начальная функция (2) 

является непрерывной и ограниченной в EN: 
\щ{х)\ <С, (9) 

и пусть существуют постоянные v > О, А0, А\ 
такие, что решение задачи Коши (1), (2) имеет 
при t —> +°о асимптотику 

и(х, t) А0 + 
Q(x, t) 

(Ю) 

где 
lim Q(x, t) = 0 равномерно по х во всем EN. (11) 

( - » + •» 

Тогда при а > 2[v] + 1 шаровые средние Рисса (4) 
порядка а от начальной функции и0(х) имеют 
при R —> «о асимптотику 

К К 
(12) 

где 
lim (2i(*> R) = 0 равномерно по х во всем EN, (13) 

С, = 

„ N + 2 a + 2 
2 Г ( — — > 

N + 2 a + 2 - 2 v 
Г ( ~ ) 

З а м е ч а н и е 1. Теорема 1 представляет со­
бой по существу тауберову теорему со степенным 
остатком [4] и перечисленные три ограничения: 
1) ограниченность начальной функции и0(;с), 2) су­
ществование равномерного во всем EN предела 
(11), 3) неравенство a > 2[v] + 1, связывающие по­
рядок ос средних Рисса начальной функции и0(х) со 
скоростью v стабилизации решения задачи Коши 
(1), (2), представляют собой в совокупности сис­
тему тауберовых условий, гарантирующих суще­
ствование степенной асимптотики (12) для 
шаровых средних Рисса порядка а от начальной 
функции и0(х). 

З а м е ч а н и е 2. Легко видеть (см. [5, 6]), что 
перечисленные три тауберовых условия являют­
ся точными и не могут быть ослаблены или отбро­
шены вовсе. Действительно, условие ограничен­
ности начальной функции и0(л:) является сущест­
венным, ибо, как известно [5], его отбрасывание 
приводит к тому, что даже равномерная в EN стаби­
лизация решения задачи (1), (2) 

lim u(x, t) = А0 

не влечет за собой существование р а в н о м е р ­
н о г о в EN предела шаровых средних Рисса 

lim SRu0(x) 

какого угодно порядка а от функции щ(х), имею­
щей на бесконечности не более чем степенной рост. 
Используя конструкцию примера из нашей работы 
[6], можно показать, что условие a > 2[v] + 1, связы­
вающее порядок средних Рисса от и0(х) со скоро­
стью стабилизации решения задачи (1), (2), не мо­
жет быть существенно ослаблено. 

Из работы [6] также следует, что в случае, 
когда предел (11) существует р а в н о м е р н о 
п о х л и ш ь на к о м п а к т е К, то стабилиза­
ция решения задачи (1), (2) не влечет существова­
ние равномерного на компакте К предела 
шаровых средних Рисса любого порядка a > 0 в 
классе неограниченных начальных функций. 

Обратная теорема к теореме 1, т.е. утвержде­
ние абелева типа, имеет место без-тауберовых ус­
ловий на порядок роста M0(JC) И порядок а шаровых 
средних Рисса (4) от начальной функции. 

Т е о р е м а 2. Пусть функция щ(х) принадле­
жит классу А.Н. Тихонова (3) и пусть при неко­
тором V, удовлетворяющем неравенству 

0 < v < 
JV + 2a + 2 

a > 0 , (14) 

шаровые средние Рисса порядка a > -1 имеют 
при R —» +оо асимптотику 

SRu0(x) = А0 (х) + ^— + 
R ,2v R ,2v (15) 

[А] обозначает целую часть вещественного числа Л. 

где 

lim Q,(x, R) = 0 равномерно по х во всем EN. (16) 

Тогда решение задачи Коши (1), (2) имеет при 
R —> °° асимптотику (5), (6). 

Ясно, что в случае, когда начальная функция 
и0(;с) является ограниченной, мы получаем из тео­
рем 1 и 2 критерий существования асимптотики 
(10), (11) задачи Коши (1), (2). 

Т е о р е м а 3. Пусть начальная функция UQ(X) 
является непрерывной и ограниченной в EN и 
пусть v удовлетворяет неравенству (14). Для 
того чтобы решение задачи Коши (1), (2) имело 
при t —> +оо асимптотику (10), (11), необходимо и 
достаточно, чтобы начальная функция щ(х) 
имела шаровые средние Рисса порядка ос > 2[v] + 1, 
для которых справедлива при R —> +°° асимпто­
тика (12), (13). 

З а м е ч а н и е . Условие (14) гарантирует от­
сутствие неинтегрируемой особенности в точке 
р = 0 под знаком интеграла Пуассона, содержащего 
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шаровые средние Рисса порядка а от начальной 
функции 

/ .\ 2 f -р2 N+2a+\„a . . . 
U{XJ)= N+2a+2 Iе Р S2j,Pu^dV-

Г ( — 2 — ) о 
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