
Ю.Г.Тетерив 
О ШЗДСТАВДЕНИИ ЧИСЕЯ, ДЕЛЯЩИХСЯ НА БОЛЬШОЙ КВАДРАТ, 

ПОДОИИТЕЛЬНОЙ ТЕРНАРНОЙ КВАДРАТИЧНОЙ ФОРМОЙ 

§ I. Введение 
Эта работа посвящена обобщению одной теоремы Ю.В.Линника 

[ij с теми уточнениями, которые были сделаны А.В.Малышевым [2,з]. 
Речь идет о перенесении указанных результатов на общие положи­
тельные тернарные квадратичные формы. Один результат в этом на­
правлении был получен Петерсем [8], лемма (3.7). 

Структура статьи следующая. Далее в этом параграфе будут 
приведены необходимые определения и обозначения, а также сформу­
лированы основные результаты: теоремы I.I - 1.4 и следствие 1.5, 
являющееся обобщением цитированных результатов Линника и Малыше­
ва. В §§ 2 и 3 приводятся вспомогательные предложения из арифме­
тики квадратичных форм и обобщенных кватернионов. 

Результаты этих параграфов не являются оригинальными. В § 4 
подробно рассматриваются условия ft, и J , встречащиеся в фор­
мулировках основных результатов. Здесь, в частности, приводится 
довольно общий вид форм, для которых эти условия не вносят допол­
нительных ограничений. § 5 содержит доказательство основных тео­
рем (§1). 

ОБОЗНАЧЕНИЯ. Мы имеем дело с целой положительной тернарной 
квадратичной формой f , т.е. с однородным многочленом второй 
степени от трех переменных с целыми коэффициентами, положитель­
н ы м ^ всем Ё. , кроме 0 ; 3 

X - вектор в К ; рГ,Тр) - скалярное произведениеТлГеЁ.; 
A"(fl'i,i)i • .- зигелева симметрическая целочисленная матрица фор- . мы J fV.1.(T,Alt)=2f(T)5 

f - примитивная форма,если н.о.д.Гсц.,2а-) =2:, 
<&=--%• deb А - дискриминант формы f ; 

оО=н.о.д. миноров второго порядка матрицы А ; 
I ̂  .если ."$• - собственно целая, т.е. ^ А 

н" = < _ целая матрица, 
(. сО в противном случае; 

a cletA д - 1 Д 
и со М - примитивно взаимная к М 

матрица; она целая, примитивная; 
Ш/, гь - положительные целые числа; 

137 



А = — 3 3 ^ — определяется для примитивной формы у ; в этом 
случае А целое число; 

л) (а-) - показатель, с которым простое число р входит в 
число О/ , р р(а) || О- ; 

Gteevy - род формы f ; 
Spn, -f- _ спинорный род i ; 

0 - спинорная норма (относительно этих определений см., 
например, [4] ); 
Ъ (j^m) •> *Ь (Spn- f , m ^ , *t (Jke-n*^ щ ) - количество 
примитивных представлений числа nv формой f , спинорным ро­
дом и родом f соответственно; известно (см.[4], гл.9), 

что ^Посел-j,iu) > 0 тогда и только тогда, когда ггъ примитивно 
представимо формой "f" над всеми Z p . р.$оо; 

bud у - количество изотропных компонент в разложении у на 
изотропную и анизотропную составляющие над (йр ; Irwl^ > 0 
означает, что уравнение у (X) = 0 нетривиально разрешимо 
вЖр; если Irul-f = 0 , то pJR,d ; 
1х,(ц.) - число классов положительных примитивных бинарных 
квадратичных форм дискриминанта П/ ; форму &Х +8xa + cu/ 
называем целой примитивной, если Сц8,се Ж и н.о.д. (аДс)^ 
= 1 ; (г = В — сК> - ее дискриминант; классы форм понима­
ются в смысле собственной эквивалентности - преобразуемости 
форм целой подстановкой определителя + 1. 

61= б(/о- алгебра обобщенных кватернионов, отвечакщая форме у 
и соответствующая матрице В ; относительно (91/ и всех | 
связанных с нею понятий см. § 3. 
В формулировках теорем I.I и 1.4 встречается следующее 
УСЛОВИЕ З ц (ги-^с) . Пусть CL - алгебра, отвечающая 

форме f и пусть "Ь - целое число, взаимно простое с Z d b , 
причем р > G для всех простых р j "b . Тогда для каждого прими­
тивного вектора L e ^ нормы Am/t найдется целое число Q/ , 
\ ^ 0 / 4 > с , и целый примитивный (m.ocf. Z d $ a ^ кватернион В с 
условиями % ч %. 

) делитель (упо& 0/-Ь) 6 L, 5 равен &. 
ТЕОРЕМА I.I. Пусть f - целая положительная тернарная 

квадратичная форма дискриминанта d ,С > 0 - произвольная посто­
янная. Тогда найдутся такие постоянные -S0 и X > О , зависящие : 
только от j и С , что если 
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1) 5 > 60 , 
2) б есть степень простого числа %, 
3) выполнено условие JL± (m/,*,^ 

то 
4j,m'*!l)»*-fc(Spn,'|,rTv)->- (2). 

если сверх того % X Id/ , то 
" b Q , Hi*1) £*-5-*(Spn/j,r»).' (3) 

ТЕЮРЕШ 1.2. Для каждой целой положительной тернарной квад­
ратичной формы | дискриминанта & найдутся такие постоянные 
-$ и ае< > О , зависящие только от \ , что если $ есть сте­

пень простого числа ft и "S > *>а, то 
1) если *& i Я Л , то 

t(j5ni^) >э&-баг(^рг j,tn^} (4) 
2) если ft ja<i 

равное 0 или I , что если 
то 

, irwi f.. > 0 , то найдется такое Ct (ft) , 

г ( i > ^ О > ** (SPKV i' > "*) 3 (5) 
3) если Itul ]•-.= О , то 

t(j,m,i,l) = 0 . (6) 

ЗАМЕЧАНИЕ. Для %ф Z 

ех№1 = (°'еоли^(а)г%(^)=0(т^я), {7) 
Jv ' |1,в противном случае. 

В формулировках теорем 1.3 и 1.4 встречается следувдее 
УСЛОВИЕ X* (^ • Для всех простых чисел р 

+ 9(0+(fP))cNVQp(Kp; (8) 
здесь (J (Тр)- множество всех автоморфизмов формы f над£р , 
К = С1С^лг«7), •jp -продолжение р в К , так что К,р = 
=(Цр(\/ЭггЛ К£> мультипликативная группа поля, hi норма расши­
рения. 

ТЕОРЕМА 1.3. Для каждой целой положительной тернарной квадра­
тичной формы ^ найдутся такие постоянные З&^ае^ > 0 в i 0 , 
зависящие только от | , что если 
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1) П,=1ГИ,4 , ^>>30, 
2) 4/(£e^j,n/) > О , 
3) условие Y, (iv) не имеет места, то 

^h/(oLtv) <«a(_f,it)< *alv(etlv).. (9) 
ТЕОРЕМА Z.4. В условиях теоремы I . I при той же постоянной 

60 найдется такая постоянная 36 > О , зависящая только от f 
и О , что если для числа п=гм>1 выпалнены условия 1) ,2) ,3) тео­
ремы I . I , а также условия 

4) -S взаимно просто с ЯсС , 
5) г (&en> f , и/) > О , 
6) условие fi (п.) не имеет места, то 

•г (f ,п,) > a&-h,(«U).. (Ю) 
.Пусть форма "у примитивна. Введем новые обозначения: 

Р=|р>2, - простое число, р\н.о.д, ̂ ,Q,A)j . 
В Р выделим подмножества: 
Р г - набор тех чисел р е Р , для которых форма f эквива­

лентна над Z p форме j ^ p ^ ^ X , + рк* аа?С^ + р < з и ,
3
хз) 

причем ( f> / ~ 1 и к^ =ка(игос12,^; 
Ри - множество чисел р из Р\Р_ , для которых "f эквива­

лентна над Ж а форме j r того же вида с p^jip^W-i , так 
что к\ф к й (iwjct Я ) . . 

Отношение Ч на некотором множестве нечетных простых чисел 
будем называть отношением правильного порядка, если оно задает 
полный порядок и (-&-)=! если fyXp • Пустое и одноэлементное 
множество считаем-правильно упорядоченными. 

СЛЕДСТВИЕ 1.5. Пусть для примитивной собственно целой поло­
жительной тернарной квадратичной формы j выполнены следующие 
три условия: 

I) либо a) ^z{&) 4 1 , \>г (А) 4 1 , причем если \(Sl) = 1 , 
^ а(А) = 0 и форма A f эквивалентна над Z.% форме 
Ы,Х* + 4 (В< Х* +8 ах гХ 3 + В3 X* ) с ц,= 6 ^ 1 (matt), то 
U/= 3fтюсСЛ"), либо б) ОЛ(Й.)>2, ,^г(Д) = 0 , и форма 

A f эквивалентна над Z a форме Itx* + 2>(ffi)+1 ( ^ l + ^ \ \ + 

2)P=PTUPH; 
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3) Р н допускает правильное упорядочение. Тогда найдутся 
такие постоянные 3 0 и Щ , э&я > 0 , зависящие только от f , 
что если число П примитивно представимо родом f и делится на 
квадрат, больший 6 0 , т@ 

g^ W (&п>) < ъ (|, п/) < з&аk (dn/). (И) 
Случай Линника - Малышева ([3], теорема I гл.5) непосред­

ственно следует отсвда, так как он соответствует^(fliW^M = 0 , 
Р =0 , т.е. условия 2) и 3) выполняются тривиально. 

Предложения I.I-I.5 имеют пересечения с результатами, полу­
ченными с помощью дискретного эргодического метода (см.Гз],гл.У; М). 

Приношу глубокую благодарность А.В.Малышеву за постановку 
задачи и внимание к работе. 

§ 2. Вспомогательные предложения из арифметики 
квадратичных форм 

Определим понятие меры (или веса) представимости. Пусть М 
- совокупность классов форм с представителями !<>••• Лги М — & w f . , 
I 0 (i-) \ - количество автоморфизмов формы f; . Тогда мера 

примитивной представимости числа пь совокупностью II есть по 
определению 

(12) 

аналогично мера представимости: 

к(м,нё£ Hiu$ 
Ь-1 0(fi)| 

(13) 

где R. (tiy,11^) есть количество представлений числа Ш/ формой у^ . 
ПВДЩОЖЕНИЕ 2 .1 . Для каждой целой положительной тернарной 

квадратичной формы удискриминанта d найдутся такие постоянные 
3&,|,-Xa>0 f зависящие только от "f , что если l(G&n,irr£\ d. О, 

то 

ae.lv (dm) <ъ (ken, f5 m) < ЭБ̂  к (dm) . (14) 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Набросок возможного доказательства приведен 
в [8J, предложение (3.1). Результат может быть получен также 
прямым применением формул работы [ 9] . 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2.2. Пусть f целая тернарная квадратичная фор­
ма дискриминанта & . Тогда: I) а) если условие f j (nv) не вы­
полнено, то Ч (5рП/ \ ^ т ) одинакова для всех f -t из рода | ; 
б) если Jf (пь) выполнено, то множество всех спинорных родов 
из рода | распадается на два подмножества, состоящих из одина­
кового числа спинорных родов, и Ч (Spiv |-̂  5 тЛ постоянна , 
когда fi, пробегает любое из этих двух подмножеств. 

2) То же верно для R (Spn- j-^, tu). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ведется так же, как в работе [б], если учесть 

результаты [б], где проводятся все необходимые вычисления для об­
щего случая тернарной формы над А-полем. Формулировка теоремы 
заимствована из [8]. г 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2.3. Если \ € Spa- \ , число переменных i и 
f > 3 , vivd | 0 > 0 , то Y эквивалентна f над Z Н у ] 

-кольцом рациональных чисел вида -П^. , где к,т.е.Ж, р -
простое число. " 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. См. [4], гл.И, теорема 8.3. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2.4. Пусть сравнение | (5T)=tu fmocL p ) при­

митивно разрешимо при к>^р((-ОД) +Z . Тогда уравнение f(Ti)=i")v 
разрешимо в Ж р с дополнительным условием IT=lt ("mod. p к—Np(«iAn, 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть р нечетно, j эквивалентна над ' 
Z p форме р ^ и ц Х * +рЧ1иЛ/х\ + рК3 1Х3 Х 3 . Пусть в ~Х , 

например, Х^ ̂  О (rruoclp). Тогда уравнение 
p ^ u ^ = т/-рк*'и'я.А,-?кЛи/ъА (15) 

разрешимо относительно Х^ по модулю/ р , а значит и в £ р _ , 
так как к > к^ , причем это решение Х1 удовлетворяет сравнению 
Х1 ̂ x^inoet р к ~ ki) . Поскольку к^ 4 ̂ р ( " Ь Д ) /то 
"и =(Хд,х, Х Л будет искомым решением. Случай р - Z разбира­
ется аналогично. 

§ 3. Вспомогательные предложения из арифметики 
кватернионов 

Почти все результаты этого параграфа заимствованы из [з], 
гл.1У. Там в § I глЛУ показано, как по симметричной положитель­
ной матрице В размера 3x3 строится алгебра (9L= ©la обобщен­
ных кватернионов вида Х = (х0,х1,Хй/,х3) = ( х 0 Д 1 ) , для которых 
определяется скалярная часть $с (X) = Х 0 , сопряженный кватернион 
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X = (х„,-х> норма K(X)=XX = X)(=xJ + N((0,TT)). 
Особенно важна формула для нормы 

а N((x0,-*)) = x0 + (ir, В х ) , (16) 
где В =(cUt ft) В": - взаимная к 5 матрица. В нашем случае, 
когда В является примитивно взаимной матрицей для формы J , 
эта формула переписывается в виде 

N ((*.,*))-£ + A f ( X ) . (I?) 

Если Sc(X)=0, то X называется вектором. 
Кватернионы с целыми координатами называются целыми. Запись 

X — У f m o d Z справа) означает, ч т о Х - У = У 2 для некоторого цело­
го кватерниона V , т.е. кватернион -4—;()( ~ У ) Z целый. Чис­
ло (^ называется критическим для алгебры dt^ , если 
H.o.A.(<j.,2.det Б ) > 1 . Целый кватернион X называется примитив­
ным, если H.o.A.fXojX.jjX^Xj^l; примитивным (mod пЛ , если 
н.о.д.(гцХ0,Х<,х(Ь,х5) = 1 • 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3.1. Пусть rn^.^rryErZ попарно взаимно просты, 
А,,,..., А ^ - целые кватернионы. Тогда найдется целый кватернион 

Xi для которого 
XsA,l.(-moet m j , I = *,..., и,, цв) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. См.[3], гл.1У, замечание 2. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3.2. Пусть ^ (%0, Т ) = Х0 + д | (Т) - вормен-

ная форма с дискриминантом о1д5 , т> и g - целые положитель­
ные числа, кватернион В примитивен (modа), 

Ц (б) == иг (rnod,$cL£ih,^ , (19) 
50 

для где т-пь^„к н.о.д. (нг^, i,d.^~{ , и g. < От . Тогда 
числа tn £ (iu) примитивных кватернионов М норм пь с ус­
ловием ° М=В(игос{а) верна формула 

^.BW-f^Gc^BCf.^^Olfm1"^6), (20) 
где (я^, 6 |^, т у - примитивный особый ряд (см. [з], гл.Ш, 
(159)); постоянные, входящие в знак О , зависят только от d и 
£ ; остаточный член бесконечно мал по сравнению с главным. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предложение есть частный случай замечания 
15 гл.1У монографии [з]. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3.3. В условиях предложения 3.2 

&о,Б (^тО^а-а-6 П ( 1 - ^ ) , (21) 0 и р\п, 
где постоянная а& > О зависит только от f . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО получается из[з], гл,Ш, формулы (160) и 
(173). 

ПРЕДЛОРШЕ 3.4. Пусть q = ^ <x% , ̂  ^ -ĝ ' , а%- некри­
тическое число 01/ , А - целый кватернион с числовым делителем 
t , H.o.A.(t,^a) 4 % • Тогда число кватернионов & нормы о-

с условием А = 0 (mod Q, справа) ограничено постоянной, завися­
щей только от 3&,, , 9&% и \ . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. См.[3], гл.1У, замечание 8. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3.5. Пусть Q/ целое некритическое число алгеб­

ры й/ , А целый кватернион с числовым делителем t .Тогда ко­
личество примитивных кватернионов 0. нормы о с условием 
А = 0 (пгоА Q, справа) будет не больше, чем 

8-H.o.A.(t,^) П (1 + 4")- (22) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. См.[з], гл.1У, замечание 22. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3.6. Пусть "t — некритическое числе алгебры . 

61/ , L -примитивный (тоф t) вектор, Т - целый кватерни­
он нормы ~Ь_ , N (L) = О (mod t"1), L. — 0 ( mod. T справа). 
Тогда L = T L 0 T для некоторого целого вектора L 0 . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. См.[3], гл.1У, следствие 3.к замечанию 9. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3.7. Пусть t - некритическое число алгебры 

6t, целые кватернионы Т и М примитивны (i-n-od.t) ,N(T)=T, 
N (М) г 0 (игос1"Ь) , к и П/ - целые числа. Тогда для неко­

торого целого кватерниона X имеем 
к 

N(X)s|t(luocLt ) ( 2 3) 
М X = 0 ( m o d T справа) -

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В [з], гл. 1У, следствие к замечанию 13 это 
утверждение доказывается для случая к = 1 . Учитывая, что t 
- некритическое число, это решение нетрудно поднять до решения 

J. k по модулю Т 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3.8. Пусть Q- - некритическое число алгебры 

8t i целый кватернион А и вектор L примитивны (modа), 

144 



N ! A).s 0 (mocla) В этом случае 

Д Ь А Е О . ( » Ш > С ^ ) (24) 

тогда и только тогда, когда для некоторого целого числа Ь будет 

(1 + L) А = 0 {nwdqY ' (25) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Предложение совпадает с [з], замечание 27 
гл.1У, если в (25) перейти к сопряженным кватернионам. 

ПРВДДОЖЕВДЕ 3.9. Пусть вектор Ь примитивен, й - ква­
тернион нормы a , t - числовой делитель вектора Q. L & 
Тогда t |аг . _ 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Если Gl L Q, =t Б , где Б " - целый вектор, 
то a L = t Q,BQ. , и (Да2- в силу примитивности U 

§ 4. Об условиях < Ц (iu,-6.,c) и T f (»ъУ 
В этом параграфе будут приведены некоторые достаточные ус­

ловия справедливости К/ и "Jf , при помощи которых, в частности, 
из теорем 1.3 и 1.4 будет выведено следствие 1.5. 

Займемся сначала условием д, . Прежде всего укажем, как 
удобно выяснить, допускает ли множество Рп правильное упорядо­
чение. Из квадратичного закона взаимности следует, что если Рн 
правильно упорядочено, то 

а) для любого р е Р^ , р={(гпос(4)должно быть ($-\ = 1 для 
всех ̂ , е Р н , < ^ р у • 

б) если Р ^ '=|реР„| р s3(Vnod4H , то Рц также пра­
вильно упорядочено. 

Обратно, если условия а) и б) выполнены, то можно просто 
приписать все простые числа р = {(тоМ)шз Рм позади Рм ' , и 
это не нарушит правильного порядка. На множестве Р„ ' отно­
шение -< , определяемое условием р-< сь , если (-%) = 1 • 
обладает всеми свойствами линейного порядка, кроме транзитивно­
сти. Для проверки транзитивности индуктивно строим соответствую-
щую упорядоченную цепочку:если pt->p£-<...-< pk , то на следущем 
шаге следует взять любой элемент р из оставшихся в р 3^' , 
и если найдется такой номер I , 0 < I < k , что 

р.^р 1<|<1, р ^ р | U i « I U k , (26) 

то мы помещаем р между p t и p-l+i , а если такого I нет, 
то Р 'не может быть правильно упорядочено. Если же нам удаст-

п 
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ся включить таким образом в цепочку все элементы Рц , то мы 
тем самым явно зададим правильный порядок на R, • 

Займемся теперь непосредственно условием 7 L . В силу 
предложения 3.1 для выполнения сравнений (I). входящих в условие 

И, достаточно выполнения для некоторого а 4 С и 6 р ,...? ftp 
условий .*„5,з ai = N(Bp)(moclpP4 ) 

' Ь р примитивен (mod. p) (27) 
L pV f t>|bpLBp 

для всех простых чисел р \ Xd.a.6 , причем третье условие в 
(27) выполняется автоматически, если р | а 6 , в силу предложе­
ния 3.9. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4.1. Пусть для простого числа аф% выполнено 
одно из следующих условий: 

1) р | & , р | M > d , 
2) р | д , р ^ £ Ь , } р ( а ) = -} р (Д) , 
3) р | <Ь , р | cid., . 

Тогда система (27) разрешима относительно D p 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для случаев I), 2), 3) доказательство впол­

не аналогично [з], гл.5, § 2 теорема I, п.5°. 
Для случая 4) заметим прежде всего, что если N(L)=Am/t 

и все простые делители t больше С , то ввиду p \ c v , Ct-^C 
имеем p i t .«Из условия ( ~ ^ n v \ - { следует, что уравнение 

x* + Ami a = а,*- (28) 

разрешимо в Ж „ .а значит и соответствующее сравнение по лю­
бой степени р . Положив 6 p = B = X + L «будем иметь, во-первых, 
|\| (B) = 0-S [mod p k ) ; во-вторых, В примитивен в силу при­
митивности L ; в третьих, В L B = !M(B)L = & i L (mod p k ) > 
и p Р ^ IЪ L В в силу примитивности L и условия р | -6 ..' 

Предложение 4.1 доказано. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4.2. Пусть u = 4si(2) и для примитивной собст­

венно целой формы •$ выполнено одно из следующих условий: 
I) ^^{Sl) 4 i и \ ( Д ) 4 ' 1 , причем если >>a^S.)=lj 

^„ (А") = 0 и форма А | эквивалентна над Ж% 
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фэще'и,Х<+4(6(-ХЯ| + 8 а Х г Х 3 + 8 3 Х 3 ) C U - E ^ S I ^ ) , 
то U/=3(4); 

2) "Oa(Si)> Л и ̂ а,(Д) = 0 • Форма A f эквивалентна 
над Z a Форме И/Х* + if (Ха, Х3) с Ц/==3(4) • * 

Тогда система (27) разрешима для р = Я . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В силу условия а = -5 = \ (2) достаточно 

решить только первое сравнение системы (27), что нетрудно про­
делать для данных случаев. 

Предложение 4.2 доказано. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4.3. Пусть примитивная собственно целая форма f 
1) удовлетворяет условиям предложения 4.2; 
2) все нечетные простые делители H.o.A-fQ, h) входят либо 

в Р г , либо в Рц ; 
3) множество Р^ может быть правильно упорядочено. 
Тогда условие ĵ -j (w, 3,С-) выполняется для любого Ш/ , -$ 

взаимно простого с • Zd/Я С%> Qi & . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Прежде всего построим число CL , требуе­

мое в условии <В1 . Все простые делители CL будут браться 
из £&.& .. Положим для нечетного простого числа р 

•}р(сО = 0 , если р \ & , р | А , 
• ^ р ( Л ) ^ р ( Д ) . если р \ А , p j а . 

По определению Р г для р £ г г форма A J эквивалентна над 
ZpФорме вида р*« g^x* + pk^aX*;+ рК*6$ХJ с .&**,) = - 1 

и k^= ka^iucctS). Положим предварительно л)р [о) = к,( . 
Займемся теперь множествам Рн . По предпеложению 

H^lPi '"* ' Р^I и ( р ^ ) = ^ при | < I . Последователь­
но рассматриваем р^ .По определению для .каждого р^ форма 

N ГС1Л \ Г1 / > /• \ 
произведение р Pv ; по всем р , для которых Vp (а,) уже 
определено, т.е. р\<2 А , р | 2, H.O.A.(IQ',A) , или р е Р г , 
или р = р : е Р н , j < I . Положим ^ (О/) =(с |^ , где ин­
декс j=H,& определяется из того условия1, что Л^-5-Вресть 
квадрат в 2Г_. . 

После этого мы окончательно определим V p ( a ) для р & Р г , 
задавая ^р(&) тем же условием, что и в случае р е . Р., . По­
скольку при этом к, = к^ (irujd ,2") „ то й/ меняется лишь на 
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квадрат. Наконец, положим: ^ а(а)=0 • -̂  fa\ 
Для построенного таким способом СО =.I I Р р система 

(27) будет примитивно разрешима для всех р . Действительно,раз­
решимость системы при р=2» » или р ̂  н.о.д. Ли,. Д ) следует из 
предложений 4.2 и 4.1. Далее, заметим, что замена формы на экви­
валентную сводится в алгебре 61/ к замене базиса в решетке це­
лых кватернионов, что не меняет рассматриваемые нами отношения и 
величины. Поэтому достаточно взять Bp=U--t; , где I:, ]= i,Z -
подходящий орт базиса, соответствующего каноническому виду формы 
над Z p , р | Ц/ . Такое U/ всегда можно подобрать в силу оп­
ределения 1^р(аЛ и того факта, что порядок в Рм правильный, 
а при уточнении Vp(a) для р е Р г число Q/ меняется только 
на квадрат. Легко проверить также, что при таком выборе & р 
третье условие системы (27) также выполняется. 

Заметим, наконец, что по построению ^ р (a^-^VpfQ, A ) = 
~ • m v v * Z i , где к\ - соответствующие показатели в канэниче-
ском виде формы. 

Предложение 4.3 доказано. 
Покажем, как можно использовать случай 4) предложения 4.1, 

если предложение 4.3 неприменимо. Если построить правильный поря­
док на всем Рц невозможно, построим его на возможно большем под­
множестве Р С р н , Объединим во множество Р все простые 
сомножители из н.о.Д. ( Й , Д ) , не входящие в Р г или Р н и 
число 2, если не выполнено условие предложения 4.2. Найдем такие 
простые числа р ,... •> р^ , что если О = Q p ' P . н.о.д.(-$,^)=1, 
то для некоторого числа х и индекса \ е {•(,... ̂  п-| 

р -5 = Xй (nvod <£) (29) 

и, кроме того, р * = i (mod р J для всякого р ф Р , р\& Q Д ; 
1Г=3 для р = 2 , и1Г = 1 для р > 2 ; '1 •$ j 4 Ki, . Пусть 

Q/ - число, построенное в предложении 4.3, -$ взаимно просто 
с 2<£ . Решим уравнение p^'cvo = X ( пгос1 а ) . Тогда си­
стема (27) останется разрешимой при & = р^'О/ для р ^ Р по 
тем же соображениям, что и в предложении 4.3; для р е Р решени­
ем будет просто В р = X , а для р = р(*' она будет разрешима 
согласно предложению 4.1, случай 4) тогда, когда (^4^) = 1 

v х V P J J 

Таким образом, условие ^ Х Г Г У Ц ^ С ) будет выполнено для всех rtv 
с условием \~~ffi) = ^ и Для С > р Я. А . Увеличивая С, 
а вместе с ним и набор р ^ , мы будем получать справедливость 
условия Я- для все более широкого набора значений т . 
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Завершим изучение условия Я, почти тривиальным свойством. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4.4. Условие JLf (m/,-5 ,С~) выполнено для любого 

УУЬ и -i , взаимно простого с 2 d , С ̂  1 . 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно взять О- = 1 . Тогда система 

(27) разрешима при р\-Ь по предложению 4.1, 3), а для р |2,d, 
достаточно взять 6 р = -6 . 

Предложение 4.4 доказано. 
Переедем теперь к рассмотрению условия Yj fa) • 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4.5. Пусть выполнено условие Y - f ^ ' пусть 

р > Z - простое число, причем p i н.о.д. (£& д ) и л и р е Р г . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Для описанного р имеем 9 ( 0 (fp))Sl U p , 
где U p -множество обратимых элементов Z p (для р | 
н.о.Д.(.Цд)см.[4], гл.II, лемма 3.7; для р е Р г доказательство 
аналогично). С другой стороны, для циклических, и в частности, 
для квадратичных расширений известна (см., например,[7]) формула 

где вр - индекс ветвления. Выполнение условия j V ( m / ) влечет 
поэтому е р = 1 . Поскольку К р = ©. f \fdriv Y . условие to -1 
означает, что ̂ J<k.m) ss. О fmi>d^2). 

Предложение 4.5 доказано. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4.6. Пусть форма ^ удовлетворяет следующим ус­

ловиям: 
I) J эквивалентна над Z a одной из форм вида 

5 

2) все нечетные простые числа из и.о.д'/£й5ДЛ входят в 
Р г или Рн ; 

3) Р|̂  допускает правильное упорядочение. 
Твгда в роде формы J содержится один спинорный род. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По лемме 3;8 гл.11 книги [4] из условия I) 

следует, что, VX£:Q(Q ( f^ ) ) . Из условия 2) следует, что 

T J t o £ 9 ( 0 + ( f ) ) Для всех р ^ . р >pfZ (ср.доказательст-
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во предложения 4.5). Учитывая это, условие 3) и вычисляя соглас­
но лемме 3.6, [4], гл.II группу Gc .порядок которой равен числу 
спинорннх родов в роде f , получаем утверждение. 

Предложение 4.6 доказано. 
ПРВДаОЖШИЕ 4.7. Если в роде формы f содержится один спи-

норный род, то множество чисел т , для которых выполняется ус­
ловие Yf (jn) t пусто. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из результатов работы [б] следует, что если 
для какого-то иг- условие У+ С1^) выполнено, то множество спи­
норннх родов в роде "f распадается на два подмножества из оди­
накового количества спинорннх родов. 

Предложение 4.7 доказано. 
Предложения 4.3, 4.6, 4.7 показывают, что следствие 1.5 дей­

ствительно прямо вытекает из теорем 1.3 и 1.4, если учесть лемму 
5.1. 

§ 5. Доказательство основных результатов 

На протяжении всего этого параграфа все постоянные T&i > О 
зависят только от "f , а при доказательстве теорем I.I и 1.4 
также от С . В дальнейшем мы не будем специально отмечать это. 
Кроме того, считаем без ограничения общности форму -J прими­
тивной. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ I.I. 1°. Мы будем различать в дока­
зательстве следующие случаи (считаем С > l̂ ci-j ) ' 

а) % l&d/ 

в) % > 9е. и либо 3. — % , либо $ —% ? к ̂  1 . 
Постоянная 9&4 > с будет выбрана в п.5°а). Общий случай % > эе^ 
сводится к случаю в). Действительно, если -6 =% + , то усло­
вие Л-f (т-, % , О) выполнено по предложению 4.4, а из спра-
ведливести Л,х[п0','3й к + > С ) следует справедливость Ти,-t^^Sc) 
в силу предложения 4.1, пункт 3) ввиду %У ае^ > С и довольно 
тривиальных соображений относительно разрешимости системы (27) 
при р j£% . дважды применяя теорему (к % и % ), мы по­
лучим утверждение теоремы для "5 . 

2 Э. Существует бесконечно много простых чисел р с услови­
ем рг!Гиго<1.&с1д3). Для таких р сравнение 

X* + bf (X ) s p"(Wel g d A3 ) (31) 
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разрешимо: Х 0 =1 , 1 Г = 0 . Тогда по предложению 4.2 при р>Ж2<>С 
для любого п>0 найдется примитивный кватернион нормы p l v • За­
фиксируем наименьшее из таких р с условиями р > Х а , р ф% . 
Этот выбор, конечно, не отразится в'дальнейшем на независимости 
всех постоянных от 51/ . Так как р =1 (WdSct&) , т.е. 
р | 2,d , то ьп,& | р > О . 

3° . Пусть Э&5> 0 - число классов в спинорном роде -J 
Тогда по крайней мере для одной из форм \ €. Sptt | будем 
иметь 

4i',»0>--3rM$p*t,irO. (32) 
Поскольку ЬпЛ ур > 0 , по предложению 2.3 найдется рациональ­
ная подстановка определителя I с общим знаменателем р , tb У, 0 » 
переводящая у в "̂  . Подействовав ею на все примитивные пред­
ставления числа nv формой ^ и домножив их на нужную степень, 
р ̂  О 4 j 4 d* , получим примитивные представления чисел иг • р « 
формой у , общим количеством *г, (•£ , иг ) . Тогда по край­
ней мере для одного из И/ + 1 значений | имеем в силу (32) 

*(i,ttip*b>iOT*(i/,w)^fl4-*CSp.rt-J,nt) - (зз) 
Обозначим X = р° .Таким образом, в алгебре 61/ найдется не 
менее Хл-^ (Spi^^иг-)примитивных векторов L t нормы ДпгХ . 

Кроме того, согласно пункту 2° в <Х имеется примитивный 
кватернион Т нормы "fc (если ] = 0 , т.е. "Ь = 1 , то очевид­
но, Т = 1 и в дальнейшем доказательстве t и Т можно вообще 
опустить). . 

4°. Пусть L е. 61/ примитивный вектор нормы Alut , Си -
целое число, существование которого утверждается в условии 
}Ц(|ги,*,С) в случае %>Щ ,-$=ftai< (пункт 1°, в)) & = * 
по предложению 4.4. Найдется примитивный ^modZda/it) ква­
тернион 5 со свойствами . 

N (6) = 0/$(мле1 8 c U -ОЛ-'О,Tit1) , 
L В = 0 (^luodT справа) , (34) 

делитель (mod й> ъ\ Б L Б равен Я/ . 
Действительно, из условия К> следует существование примитивно­
го (mod, Jld-iO/j кватерниона Б. со свойствами 
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Г N (6 Л s a,s (m-od 8 d A3 a ? з3 ) 
[_ делитель fm^ci а -6) б1 L fy равен О/ . 

Согласно предложению 3.7 найдется кватернион В2 со свойствами 

N(Ba) = a^(fuodt2) (36) 
L Б„ = 0 fmodT справа) 

Учитывая, что t = p<) , р^'х , а также р > С и 2 а , 0 . < С , 
и значит t взаимно просто с Zd-SO/ , строим кватернион В 
со свойствами (34) по предложению 3.1 и 3.9. 

5°. Докажем, что при достаточна большом £ 0для каждого 
примитивного вектора L нормы Апъ~Ь найдется не менее зе5 •*> при­
митивных кватернионов 0. нормы 0--5 , для которых -j^llLiQ, 
есть целый примитивный вектор нормы Am-b^t*1 s= О ( m,oet T 
справа). Рассмотрим два случая: ^ 

а) *51 >э&,|. По предложениям 3.2 и 3.3 если 36,, достаточно ве­
лико, то найдется не менее 36, 6 • &- Н л(,'^)-а"Ь) > * 7 ̂  
примитивных кватернионов Gt , ' 

N(a)-a4, Q' = &(rru>da*t) (37) 
Из (34) и (37) следует, что О/ & L w есть целый вектор нор­
мы Диг-6 t , = О ( w e d T справа) и примитивный ( m o d йЛ . 
Не менее, чем Э&6 "6 из них будут примитивны и /'сшхЖ ;5) , то 
е_сть по предложению 3.9 вообще примитивны. Действительно, если 
GLLQ. = 0 (wiod.%) t то по предложению 3.8 найдется такое це­

лое число л> , что (-£+L))u = 0 ( m o d ' j t ) . Домножая послед­
нее сравнение на ( £ - L ) слева, получаем в силу примитивности 
& , что Х = - N ( L ) ffTLoct'Jl) , то есть А/ может прини­

мать не более двух значений__ (ir^od. 1С) . С другой стороны, до­
множая то же сравнение на Q, справа и учитывая, что N(0.) = Я/3, 
получим 

£l(£ + L) = 0 ( m o d Q, справа ) если $ = % (38) 

% (1 + L) =0 (mod (X справа ) ^ если ^ж% } (39) 

так как в последнем случае О-= 1 . Применяя предложения 3.4 и 
3.5, получим в обоих случаях, что количество таких й не пре­
восходит gf эе9 -& < ̂  Х д 3 . Таким образом, при достаточ­
но большом Х ^ У нас остается не менее Х8-6 кватернионов й 
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с нужными свойствами. 
б) ft -4 9tq . в этом случае найдем при помощи предложений 

3.2 и 3.3 не менее &ю- 3 • Gc a
a t % , 6 C f » a ' i ) > Х ^ •-5 

примитивных кватернионов GL со свойствами 
|\Г(й) = 0 / 3 , й = В (ЬгоЛ a ? t % ) , (40) 

если "5 $• -60 достаточно велико. Из (34) и (40) следует, что век­
тор w ~(X L Q. обладает требуемыми свойствами. 

6°. Итак, мы построили не_менее ЭЕ,^- Ъ-Ъ ^Sprv ] , rrv) 
примитивных векторов вида ^ Q , |_, О, вормы Am/ ̂ 't* . Покажем, 
что среди них имеется по крайней мере Х^-5Ъ(5ргь^пь) раз­
личных в случае % i 2-d и по крайней мере зе.^ • г (Spiv1 ., nv) 
различных в случае ТС 2.d. 

Нам достаточно оценить количество равенств 
a-СЦ L, Оч = a ( U.LCL •' (4i) 

при фиксированных L и CL . Так как пр£ этом (1^0-1*0.= Q(modQ{ 
справа), и числовой делитель вектора Щ Q. L & равен &0-,, 4 С-2, , 
то по предложению 3.4 в случае % | 2,cL получаем, что количест­
во таких равенств не превосходит э&ц » откуда получается наше 
утверждение. 

В случае %\2.d/ количество таких равенств не превосходит 
количества примитивных кватернионов нормы СЦЗ , и значит в 
силу предложения 3.2 и рассмотрений пункта 5°,б) количество раз­
личных векторов вида Q-Q-Lid будет не меньше, чем 
8e)3-t.(SpifJ,fn/) , где 

Эе • 3 • mid/ С„!ЦЛ й (J>, О/б) 
О < а- ^ — - — оымс 

13 2,с • •&• « tax Gc (Л> а ч * > ) 

\ 
(42) 

16 Б-'адлсп м — : ; Бал ~ п l ^ - n p o c T o e Y ^ C ^ ^ ) 
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и Gĉ j не зависит от 1С , если применить обозначения и замечания 
[3], гл.Ш, § 5. 

7°. По£колькуЬйэО(тос1Тсправа), по предложению 3.6 каждому 

вектору 5> «Ь ь U- взаимно однозначно соответствует примитивный 
вектор L нормы Дмг-68, с условием 

-iuLa=TLAT. (43) 
Каждому такому вектору соответствует примитивное представление 
числа пь -5 фермой •£ 

Теорема I.I доказана. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1.2. Утверждение I) прямо следует из 

теоремы I.I и предложения 4.4. 
Пусть ^{~%}=пь% есть примитивное представление числа т,% 

формой | , к >-^(сО д)+1 т в частности, |(х") = о fmod % * " ) . 
По предложению 2.4 это сравнение может быть продолжено до нетри­
виального решения уравнения "|(>С) = 0 в Z p . Поэтому 
. InA, f г- > 0 » откуда следует утверждение 3). 

Покажем теперь, что в случае 2) условие Ik.^ (|тг/,4,сЛ вы­
полнено при С = 4 SIА . Действительно, пусть '31 ф Я . Как всег­
да, считаем форму f примитивной. Пусть форма Л ^ эквивалент­
на над Ж^ форме 

% (и 4Х (+1Ь U ^ + f t . U/jX5 J, (44) 
где 1=^(Л)? k - \ ( a ) . 
Пусть L - примитивный 
Пусть, например, i-ф О 
Мы можем считать также ^ ( * ) ^ 2, i + k + 1 . Поэтому мы можем 
по предложению 2.4 найти вектор ^i—iOylf^l^t^ , где 
l i = lzfrnocL'!i)) нормы N(B<)=TL2l+k-4(mod.Tt°°), причем 

в этом случае скалярная часть 5< L е с т ь 

Поэтому если мы положим В —{O^i^-l^) , то будем иметь 

N ( 6 ) - N ( b f ) « e t * l + k 4 (mod%°°) (45) 

S C ( B L ) = £ - 5 D U ^ l j t n o d f t ) (46) 
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Кроме того, поскольку В и L - векторы, та 
BL + LB-=BL+BL = aS.c(6L) (47) 

lLB«B(aSc(BL)-BL)=-N(B)L-2Sc(BL)-Bs 

% *
1 + к .. . i ^ 2 1 + k + l 1Ц [mod % ) (48) 

в силу (45), (46) и условия 5 М "6 . Поэтому система (27) разре­
шима для р =% при 0/*=.%Zi,*\ Ес!ли е ^ (̂ ) = к(пи>сЦ) то 
система разрешима и для остальных р , если взять B_=<3tl'+*' + 1 ^ s ) / 
Аналогично если Хл^0(шос1^, Х 5 = 0 ( m o d% \ , то следует 
взять а = % 1 + , e.f ( Я ) s Ь + к (m-oct 2 ) .Из условия m,=0(modlC) 
и примитивности L следует, что даугих случаев нет. Несложно 
проверить также, что В | [%) описывается формулой (7) замечания 
и не зависит от L . Поэтому условие JfL^(пг^сЛ выполнено, 
если С > 0,-й^-

Для случая % = 2 рассуждения вполне аналегичны, но здесь, 
как всегда, значительно больше случаев. В этом случае также мож­
но добиться, чтобы Q^ (2) не зависело от L # но теперь оно 
будет зависеть не только от Q, и А , но и от вида приведенной 
над Z.^ формы. Таким образом, установим справедливость условия 

%, и в этом случае. Утверждение 2) следует теперь из теоремы 
I.I. 

Теорема 1.2 доказана. 
ЛЕММА 5.1. Пусть целое число $ больше й 0°. Тогда 3 

делится на степень простого числа, большую Ъ0. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть 3 = 4 < П ^ р Н , где р;, - различ­

ные простые числа, k ^ l . Если Ц ^Ь0 . то по крайней мере 
для одного I будет р-ьу |\| ̂ 6 0 . Если же N < i 0 , то по край­
ней мере один из сомножителей больше 6 0 . 

Лемма 5.1 доказана. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1.3. Учитывая лемму 5.1, мы' можем 

считать -6 степенью простого числа, -i =51 ... Поскольку условие 
J.j описывает квадратичные классы, условие ft (m) не выполня­

ется вместе с Ibj.(N') . Так как t^Gcen/ "f ̂  чг) > 0 , то уравне­
ние "у(1Г)= пь%^примитивно разрешимо во всех Z.& . значит 
уравнения 'j(>f)=iu'Ji примитивно разрешимы во всех Z p , p^5t 
для любого t . Если % \ 2 d , то оно разрешимо и в '£:% • 
Если же 1и |2,d , то мы можем считать к "} "^jr/d) + 1 , и зна­
чит сравнение ^ О П е О (mod'Ji/%()+*'\ примитивно paзре-
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шимо. Поэтому согласно предложению 2.4 indj > О , уравнение 
}(*) -т% примитивно разрешимо в Ж% при t ^-^gj,(^)+ l , 

и для всех таких X имеем t(S:&n-f,m-'3u ) > 0 . Увеличив,если 
нужно, -&0 , мы можем считать просто, что У%,(М-)^Wd) + 2. для 
gtXilol и значит t (Сел-|^пг) > 0 .Из предложений 2.1 и 2.2 
следует,что 

1 (Jbpns,nv) > 9̂ ,, lv (cl/n,). (49) 

Поэтому в случае <Ж ^ £ d согласно теореме 1.2, I) 

ъ(|,а)> ава- /•3e1k(dm,)>«3h.(c(.m-6/'J « « ^ ( « Ц ) . (50) 
ЯоЬ выделим из -Ь наименьшую степень % .ко­

торая будет удовлетворять условиям теоремы 1.2, 2). Тогда 

так как Ж г к принимают только конечное количество значений. 
Оценка сверху следует из предложения 2.1. 
Теорема 1.3 доказана. 
Теорема 1.4 выводится из теоремы I.I вполне аналогично. 
Следствие 1.5 получается из теорем 1.3 и 1.4, если учесть 

предложения 4.3, 4.6 и 4.7 й лемму 5.1. 
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