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УСПЕХИ МАТЕМАТИЧЕСКИХ НАУК 

О ПОГРУЖЕНИИ НОРМИРОВАННОГО ПОЛУУПОРЯДОЧЕННОГО 
ПРОСТРАНСТВА ВО ВТОРОЕ СОПРЯЖЁННОЕ ПРОСТРАНСТВО 

Б. 3 . B y л и х 

Настоящая заметка связана с одной из проблем, сформулированных 
в обзорной статье [1] по теории полуупорядоченных пространств (см. про­
блему 15). Частично результаты, приводимые ниже, содержатся в работах 
М. Накамуры [2] и Т. Огаеавары J3] . Однако результаты этих авторов 
устанавливаются в настоящей заметке другими способами, причём некото­
рые из них дополняются и уточняются (выясняется, что теоремы Накамуры 
и Огаеавары являются верными для более широкого класса пространств, 
достаточные условия оказываются необходимыми и достаточными). Ссылки 
по ходу доказательств /делаются на монографию [4]. 

1. П о с т а н о в к а в о п р о с а . Пусть X — 1ГВ-линеал ([4], стр. 211)1), 
X* —пространство (й)-линейных функционалов, заданных на X. Известно, 
что X* есть пространство Банаха и одновременно К В-линеал и ^-простран­
ство ([4], стр. 348). Исходя из X*, строим для него сопряжённое простран­
ство X** (второе сопряжённое для X), которое также будет пространством 
типа (В), JO-линеалом и /^-пространством. Среди элементов F £ X** выде­
лим функционалы, порождаемые элементами х£Х: 

Fx(f) — f(x) ( / £ Х * , х фиксирован). 

Если каждому х£Х сопоставить J F X £ X * * , . то получается некоторое 
погружение X в X**, при котором X взаимнооднозначно, линейно, с сохра­
нением нормы и упорядочения, отображается на некоторое подмножество 
из X** ([4], стр. 350). В [4] доказано только, что положительным х соот­
ветствуют положительные Fx> и обратно. Предполагая, что в X выполнена 
аксиома о существовании верхней грани для произвольного ограниченного 
сверху множества (в дальнейшем мы называем её аксиомой V), можно дока­
зать, что при погружении X в X** имеет место структурный изоморфизм, 
т. е. если zQ = x0 V У0

 в х> т 0 ^z0 = ^ e V Fvo в ^ * * [ 2 ] 2 ) -

х) В [4] в отличие от [1] ТГБ-линеал не предполагается полным относительно 
{Ь) -с ходимости. 

2) Дадим доказатачьство этого утверждения, отличное от доказательства Накамуры. 
Достаточно провести доказательство для случая, когда xQi y0 > 0. 

Положим <b = F V F Тогда для / > 0 (/ЕХ*) имеем, по определению граней 
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Настоящая заметка посвящена исследованию свойств погружения х+~-> Fx;, 
именно, устанавливаются условия, при которых образ X является нормаль­
ным подпространством в X**, компонентой в X** и, наконец, совпадает 
с X**, т. е. пространство X рефлексивно. Следует заметить, что известные 
до сих пор различные условия рефлексивности для общих банаховских 
пространств формулируются довольно сложно (см., например, [5]). Для 
КВ-лииеалов условия рефлексивности могут быть даны в весьма простой форме. 

2. Ф у н к ц и о н а л ы в 1 5 - л и н е а л а х . В КВ-ттеале X, помимо 
(б)-сходимости (сходимости по норме), можно рассмотреть ещё два вида схо­
димости: 

/ N ( 0 ) 

(о)-с хо д и м о с т ь : хп—+х, если существуют две монотонные после­
довательности элементов уп, zn£X, такие, что 

Уп+г < Уп, zn+i > zn> inf Уп = sup zn = О 
и 

zn -^ хп х ^ уп, 

т р а н с ф и н и т н а я с х о д и м о с т ь хл-—>х определяется аналогично 
для вполне упорядоченной последовательности любой мощности. 

Соответственно этим видам сходимости в КВ-лияеале X можно рас­
сматривать, помимо (Ь)-линейных, (о)-линейные и вполне линейные функцио­
налы. Аддитивный функционал / называется (о)-линейным (вполне линей­
ным), если из хп * х (ха —> х) следует, что / (хп) —> / (х) (/ (ха) —>/ (х)). Не­
трудно доказать, что в (&)-полном iLB-линеале класс (о)-линейных функцио­
налов включается в класс (б)-линейных функционалов (ср. [4], стр. 257). 

в пространстве функционалов, 
Ф(/)= sup [f1(x0) + f2(yQ)]^f(z0) = FZo(f)f 

/ l , / 2 > 0 
т. е. Ф < Fv . 

Пусть Хг — компонента в X, порождаемая элементом (х0— у0) + , а Х2— её дизъюнкт­
ное дополнение. Тогда х0 и у0 можно представить в виде соединения элементов из Х1 
и Х2: 

x0 = S(x11 x2), Уо = 8(У1, У2)> 
где 

xi> ViGXlf х2, у2£Х2. 
При этом х± !> у±. Действительно, 

x1 — yl = PrXi (x0-y0) = (x0 — y0)+>0. 
Аналогично проверяется, что х2 ^у2. Отсюда 

4 = 4 V y0 = S (хг V ?/i, х2 V y2) = S(xlf у2) = х1 + у2ч 

Положим для любого / > 0 (/£Х*) 
f1{x) = f{VvXix), f2(x) = f(PrXox). 

Тогда Д, / 2 е ^ * , А, / 2 > 0 и / 1 + /а = / . Имеем: 
A W + / 2 ( ! / O ) = / W T / W = / W = ^ 0 ( / ! , 

откуда Ф (/) > Fz (/), т. е. Ф > Fz . Окончательно, Ф = F , что и требовалось доказать, 
Представляет интерес выяснить, верно ли доказанное предложение в .йГ1?-линеале 

без аксиомы V, 
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В дальнейшем важную роль играет следующее свойство вполне линей­
ных функционалов: если Х- iif-пространство, а / — положительный вполне 
линейный функционал на X (/ > 0), то в X существует такая компонен­
та Xf, что для любого х£Х,, х > 0, так же и / ( . х ) > 0 , а для всех ху 

дизъюнктных с Хр f(x) = 0. Эта компонента Xf называется компонентой 
положительности функционала / (см. [4], стр. 412)1). 

Т е о р е м а 1. Каждый функционал FX£X** является вполне линейным 
функционалом на X*. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно рассмотреть случай, когда х > 0. 
Д л я проверки вполне линейности, очевидно, достаточно показать, что 
Fx(fa)~>0, если / « J 0 (т. е. /а—»0,-монотонно убывая). Но из трансфинит­
ной сходимости / а к 0 в X* вытекает точечная (слабая) сходимость: 
fo.(z')—>0 при любом х'£Х (ср. [4], стр. 236). Таким образом, Fx (Д.) —>0, 
следовательно, Fx — вполне линейный функционал. 

3. П о г р у ж е н и е X в X** с п р о е к т и р о в а н и е м . Пусть в КВ-
линеале X выполнена аксиома V. Как показано в [4] (стр. 410), множе­
ство вполне линейных функционалов на X составляет компоненту в /v-npo-
-страистве Нг всех регулярных функционалов на X. С другой стороны, 
X* —нормальное подпространство в Нг ([4], стр. 258). Отсюда сразу сле­
дует, что совокупность функционалов, одновременно (/;)-линейных и вполне 
линейных, — компонента в X*. Обозначим эту компоненту X*. Легко видеть, 
что пространство X**, сопряжённое к X*, есть компонента в X**. При 
этом мы считаем отождествлённым каждый функционал F', заданный на X*, 
с тем его распространением на X*, при котором F ( / ) = 0 на дизъюнктном 
дополнении к X*. 

Теперь каждому х£Х сопоставляем следующий функционал срг£Х**: 

\f{x) при / 6 Х * , 
I 0 при /dX* 

(d — обозначение дизъюнктности). Ясно, что срх — Prx**Fx. Отображение 
•х —>срх назовём погружением X в X** с проектированием на компоненту X**. 
Это отображение может не быть взаимнооднозначным; X** может даже 
оказаться нулевой компонентой. 

Будем говорить, что в X существует достаточное множество вполне 
линейных функционалов, если для каждого х ф 0, х£ X, существует вполне 
линейный и (б)-лииейный функционал / £ Х * , для которого /(х)ф02). 

Т е о р е м а 2. Если в КВ-линеале X с аксиомой V существует доста­
точное множество вполне линейных функционалов, то при погружении X 
в X'** с проектированием на компоненту X** устанавливается взаимно-

х) Существование компоненты положительности получается моментально из тео­
ремы А. Г. Пинскера об элементах положительности, приведённой в [4]. 

2) Это требование равносильно существованию для каждого х > 0 положительного 
•функционала /£Х*, для которого f (х) > 0. 
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однозначное соответствие между X и некоторым нормальным подмноже­
ством из X**. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала проверяем взаимную однозначность 
соответствия х~»срх. Если х Ф О, то существует / £ Х * , для которого 
f(x) Ф 0. Но тогда Ф Х ( / ) Ф 0, т. е. срх ф 0. Отсюда следует, что при погру­
жении X в X** с проектированием осуществляется структурный изомор­
физм между X и его образом в ! * * . Докажем, что образ X в X** — нор­
мальное подмножество из X**. 

Обозначим образ X через Y. Пусть для некоторого F £ X** имеет 
место неравенство 0 < F < срх ( ж 0 £ 1 ) . Докажем, что /'"б У. 

Функционал ФХ порождает в X** компоненту XQ*, В которой срх можно 
принять за единицу ([4], стр. 90). Покажем, что каждый единичный эле­
мент из Хо* входит в Y. 

Так как 0<ср х < . / ^ с , то благодаря теореме 1 ®Х —вполне линейный 
функционал на X*. Пусть Р0 — его компонента положительности; Р0аХ*. 

Для каждого /£Р0, / > 0, возьмём его компоненту положительности: 
Х / CZ X и положим 

Х= V X., 
/ 6 Р о . / > 0 ' 

где верхнюю грань нужно понимать в том смысле, как она определена 

в булевской алгебре компонент ([4], стр. 78). Покажем, что X совпадает 
с компонентой Х0, порождаемой в X элементом х0. 

Пусть х&Х0(т. е. xdx0), х > 0; тогда <pxdcpx , а компонента положи­
тельности Р с Х * функционала срх дизъюнктна Р0 ([4], стр. 414). Если 
f£P0> / > 0, то срж(/) = 0, т. е. / ( я ) = 0, а потому ^ d X f . Таким образом, 
# d X, следовательно, Х ( Ц Х 0 . 

Обратно, пусть xdX, х > 0; тогда xdXf при любом f£P0, / > 0. 
Следовательно, /(ж) = 0, т. е. ср х ( / )^0. Таким образом, компонента поло­
жительности функционала срх в X* дизъюнктна Р0 , а тогда cpxdcpX(). Отсюда 

благодаря структурному изоморфизму XjiY,xdx0, следовательно, Х 0 С Х . 

Итак, доказано равенство Х0 = Х. 
Пусть дано представление у =S(Fl9F2), где F19 F2£X**. Обозначим 

через Р. компоненту положительности функционала JF. (j = l , 2 ) . Тогда 
PidP0 и при этом PQ = S(PV Р2). Действительно, если бы существовал 
такой /6 -Р 0 , / > 0, что fdP^Po, то мы имели бы 

?X o(/) = ^ i ( / ) + ^ ( / ) = 0, 
что невозможно. 

Положим 
X i = V X / (i = l , 2 ) . 

Тогда Х { С Х = Х0 и X x d X 2 . Покажем, что Х0 = 5 ( Х 1 , Х2). 
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Допустим, что существует такой # £ Х 0 , х > 0, что xdX1,X2. 
Не уменьшая общности, можно считать, что х < х0. Пусть Р — компонента 
положительности функционала срх; РаР0- Если / £ Р, / > 0, то / = S (f19 /2) = 
= / i + /2> гДе Л 6 Л (*=1>2) . Но тогда Х ; . CZX., следовательно, f1(x) = 
= f2(x) = 0, откуда срх(/) — /(х) = 0, что невозможно. 

Из доказанного разложения компоненты Х0 следует, что х0 — S (х1У х2), 

где x1^Xv х2£Х2. Тогда хг<1Х2, следовательно, /(хг)~0 для f£P2, т. е. 
ср (/) = 0. Это значит, что компонента положительности функционала срх 

дизъюнктна с Р 2 , т. е. срЛ dF2. Отсюда 

?«! = 9«г Л ?Жо = ?Я1 Л ( Л V Л ) = (<?Х1 Л Л ) V (?Я1 А ^ ) = «Р.! Л F, < Л -

Аналогично срх < i^ 2 - Но срх + срх. ~ ^ i + ^2~?oc "> следовательно, 
ср = / ,

1 , срх =F2, т. е. FVF2£Y. Тем самым доказано, что каждый еди­
ничный элемент из XI* входит в Y. 

Из интегрального представления элементов i^-пространства ([4], стр. 103) 
сразу следует, что F представим как верхняя грань некоторого множе­
ства А конечных линейных комбинаций единичных элементов из X** и как 
нижняя грань некоторого другого множества В элементов того же типа. 
Ясно, что A, BczY. Обозначим через Аг прообраз А в X; Аг ограничено 
сверху прообразом любого элемента из В, следовательно, в X существует 
;r = s u p ^ i . Но тогда благодаря изоморфизму между X и Y Ф < с р х < ч 7 

при любых Ф£А, ^£ВУ следовательно, cpx = sup A = inf B = F. Таким 
образом, F£Y. 

Если F и х0 не обязательно положительные, но 0 < | F\ < | срх |, 
то включение F £ Y сразу следует из доказанного, так как благодаря 
структурному изоморфизму, имеющему место при погружении X в X**, 
I Т«о I = Т| «о 1-

З а м е ч а н и е . Можно доказать обратное предложение: если при по­
гружении КВ-линеала X в X** с проектированием на некоторую ком­
поненту устанавливается взаимнооднозначное соответствие между X и не­
которым нормальным подмножеством из X**, то в X выполнена аксио­
ма V и в нём существует достаточное множество вполне линейных функ­
ционалов. 

4. У с л о в и я в к л ю ч е н и я к л а с с а ( б ) - л и н е й н ы х ф у н к ц и о ­
н а л о в в к л а с с ( о ) - л и н е й н ы х и в к л а с с в п о л н е л и н е й н ы х 
ф у н к ц и о н а л о в . Снова считаем X произвольным ^5-линеалом. 

Л е м м а 1. Если ха£Х образуют вполне упорядоченную монотонную 
(Ь) 

последовательность любой мощности и х^—^0 слабо1), то ха~>0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Известно, что единичный шар S в пространстве X* 

является бикомпактом в слабой топологии2). Так как конус К положитель-

г) То-есть /(a*J—>0 для любрго /ЕХ*. 
2) Это доказано разными авторами (Бурбаки, Алаоглу, Эзрохи); см., например, 

[5], стр. 70. 
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ных элементов в X* замкнут в слабой топологии, то и пересечение S Д К =Q — 
бикомпакт. При каждом a f (х0) есть непрерывная функция от / на Q. По 
условию / (х0) —> 0 монотонно при всех / £ Q. Тогда по теореме Дини / (х0) —-> О 

(Ь) 
равномерно. Но max | f (ха) I = || х^ || ([4], стр. 347), следовательно, ха —>0. 

Т е о р е м а 3. Для того чтобы каждый (Ь)-линейный функционал / £ Х * 
был {о)-линейным, необходимо и достаточно чтобы 

из хп \ 0 следовало \\ хп || —>0 (условие А). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если каждый / £ Х * является (о)-линейным, 

то из хп \ О следует, что f(xn)~>0 для любого / £ Х * , т. е. хп—>0 слабо. 
(Ь) 

Тогда по лемме 1 ^п—>0. 
Обратно, если условие А выполнено, то из хп \ О следует, что /(^п)—>0 

для любого / £ Х * . Тогда каждый / g X * , / > 0 , будет (о)-линейным ([4], 
стр. 245). Но для любого / G X * существует | / | £ Х * , а из (о)-линейности | /1 
вытекает (о)-линейность / . 

Совершенно аналогично доказывается 
Т е о р е м а 4. Для того чтобы каждый (Ь)-линейный функционал 

/ £ Х * был вполне линейным, необходимо и достаточно, чтобы для транс­
финитных последовательностей 

из ха[0 следовало \\ха\\—>0 (условие Б) 1 ) . 

Л е м м а 2. Если в X выполнена аксиома V, то условия А и Б равносильны. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала покажем, что из условия А вытекает 

счётность типа ^-пространства X. Пусть {xz} — не счётное ограниченное 
множество попарно дизъюнктных элементов из X, х-- > 0. Тогда для неко­
торого е > 0 неравенство | | x = | | > s выполнено для бесконечного множества 
индексов £, в частности, для некоторой последовательности £ = Jjn. Положим 

yn = s u p a = . 

Тогда j / n j 0, но || г/.п. || > s, что противоречит условию А. 
Как известно, в К -пространствах счётного типа классы (о)-линейных 

и вполне линейных функционалов совпадают ([4], стр. 410). А тогда ясно, 
что условия А и Б равносильны. 

5. П о г р у ж е н и е X в X** б е з п р о е к т и р о в а н и я . Возвраща­
емся к тому погружению X в X**, которое было определено в п. 1: x*~+Fx, 
Считаем X произвольным /iB-линеалом. 

Т е о р е м а 5. Для того чтобы при погружении X в X** образ X был 
нормальным подмножеством из X**, необходимо и достаточно, чтобы 
в X были выполнены: 

1) аксиома V; 
2) условие А 2 ) . 

г) Доказано Огасаварой для (б)-полного 1Г#-линеала с аксиомой V. 
2) У Накамуры доказана достаточность этих условий в предположении (&)-полноты X. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Н е о б х о д и м о с т ь . Так как образ X нор­
мально содержится в iT-пространстве X**, то этот образ сам является 
^-пространством. А тогда вследствие изоморфизма погружения Х — тоже 
if-пространство, т. е. в нём выполнена аксиома V. 

Пусть хп | 0, хп£Х. Благодаря нормальности погружения Fx \ О в X**. 
Так как из (о)-сходимости функционалов вытекает их точечная сходимость, 
то f(%n) = Fx (/)—>0 для каждого / £ Х * . Таким образом, хп—>0 слабо, 

(Ь) 
а по лемме 1 хп—>0. 

б) Д о с т а т о ч н о с т ь . Из условий теоремы с помощью леммы 2 и тео­
ремы 4 следует, что каждый / 6 Х * вполне линеен. Таким образом, ком­
понента X** (см. п. 3) совпадает с X**. С другой стороны, из теории 
Банаха известно, что в X существует достаточное множество (б)-линейных 
функционалов. Тогда нормальность погружения X в X**, следует из тео­
ремы 2. 

Т е о р е м а 6. Если X погружается в X** правильно (т. е. образ 
X —правильное подмножество в X**), то погружение, одновременно,—нор-
малыше. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Повторяя доказательство предыдущей теоремы, 
мы убедимся, что, так же как из нормальности погружения, из его пра­
вильности вытекает, что в X выполнены аксиома V и условие А. Тогда 
по той же теореме 5 X нормально погружается в X**. 

Напомним что ifjB-линеал Х, в котором выполнены аксиома V, усло­
вие А и 

из хп\ + о о следует, что ||а;п||—>оо (условие В), 

называется ^^-пространством ([4], стр. 215). 
Т е о р е м а 7. Для того чтобы при погружении КВ-линеала X в X** 

образ X был компонентой в X**, необходимо и достаточно, чтобы X был 
КВ-пространствомг). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Н е о б х о д и м о с т ь . Так как компонента — 
нормальное подмножество, то по теореме 5 в X должны быть выполнены 
аксиома V и условие А. Докажем необходимость условия В. 

Пусть хп образуют возрастающую последовательность, но | | # П | | < С 
Тогда при любом / £ Х * существует конечный lim f(xn) = F(f) и F~ 

п~>оо 

(б)-линейный функционал на X*. Так как f{xn)=Fx (/), то ясно,что F = suj)Fx 

в X**. Вследствие правильности погружения F входит в образ X, т. е. 
существует такой х£Х, что F = FX. При этом, очевидно, ^ ~ s u p ^ n , что 
и доказывает выполнение условия В. 

б) Д о с т а т о ч н о с т ь . Так как X — ifS-пространство, то по теореме 5 
X нормально погружается в X**. Докажем правильность погружения. 

Пусть F — образ X в X**, EdY, E ограничено сверху в X**, 
/^0 = supi?, Ег — прообраз Е в X. Допустим, сначала, что Е состоит 

г) У Накамуры доказана достаточность этого условия. 
7 Успехи матем. наук, т. IX вып. 1 
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из положительных элементов. Ясно, что для любого конечного множества 
элементов х1У . . ., хп £ Е1 

К v ... vsnlHI^ v ... v^j|<||^o!i< + », 
а тогда Ег ограничено в X ([4], стр. 216, предложение 2.45Ь)). Пусть 
^ 0 = sup£'1 . Тогда Е0<СЕХо и по нормальности погружения ^ 0 G F . 

Если £ состоит из произвольных элементов, то возьмём любой F'£E 
и рассмотрим множество E' = {(F \/ F')—F'} (F£E). Тогда по доказанному 
s u p £ " £ F , следовательно, и sup i? = sup i? ' +F' g F . 

Докажем одну теорему, дающую характеристику КВ-пространства 
посредством функционалов. 

Т е о р е м а 8 [3]. Для того чтобы К В-линеал X был КВ-простран-
ством, необходимо и достаточно, чтобы класс вполне линейных функциона­
лов на X* исчерпывался функционалами вида Fx(x£X). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Н е о б х о д и м о с т ь . Прежде всего заметим, 
что так как X* — (б)-полный .ЙГ2?-линеал, то класс (й)-линейных функцио­
налов на X* совпадает с классом регулярных функционалов ([4], стр. 257). 
Следовательно (так как X* — iT-пространство), класс вполне линейных 
функционалов на X* включается в X** и составляет некоторую его ком­
поненту ([4], стр. 410). 

Пусть X —/(^-пространство, У-—его образ в X**. По теореме 1 Y со­
стоит из вполне линейных функционалов на X*, а по теореме 7 F — ком­
понента в X**. Допустим, что существует вполне линейный функционал 
F > 0, F£X**, такой, что FdY. Функционал F имеет в X* ненулевую 
компоненту положительности Р. Если / ^ — компонента положительности 
функционала Fx > 0, то PdPx. Тогда для любого /£Р и х>0 имеем 
/ (#) = Fx (/) — 0, следовательно, f = 0, что невозможно. 

б) Д о с т а т о ч н о с т ь . Так как все вполне линейные функционалы 
на X* образуют компоненту в X** и эта компонента является образом X 
при погружении, то по теореме 7 X — iTS-пространство. 

6. У с л о в и е р е ф л е к с и в н о с т и . 
Т е о р е м а 9 [3]. Для того чтобы К В-линеал X был рефлексивен, 

необходимо и достаточно, чтобы X и X* были К В-пространствами. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Н е о б х о д и м о с т ь . Если X рефлексивен, 

то его образ при погружении в X** совпадает с X** и по теореме 7 
X —/ГБ-пространство. Но если X рефлексивен, то и X* рефлексивен, 
а тогда и X* — также iLB-пространство. 

б) Д о с т а т о ч н о с т ь . Если X — ^^-пространство, то по теореме 8 
его образ Y в X** есть совокупность всех вполне линейных функционалов 
на X*. В X* всегда выполнена аксиома V, а так как X* — ,0?-простран-
ство, то в нём выполнено условие А. Тогда по лемме 2 и теореме 4 каждый 
(й)-линейный функционал на X* вполне линеен, следовательно, Y = X**, 
что и означает рефлексивность X. 

Поступило в редакцию 3 июня 1953 г. 
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