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Квазирегулярные отображения областей пространства R", n > Заявляются 
естественным обобщением понятия квазирегулярной функции, т.е. решения урав­
нения Бельтрами fj -ßfz- В настоящей работе вводится класс отображений облас­
тей пространства (R")k со значениями в (R")m , который при k = m - 1 совпадает 
с квазирегулярными отображениями областей R" в R", a при п - 2; k,m> l e клас­
сом решений многомерных комплексных уравнений Бельтрами. Изучаются его 
свойства и доказывается теорема устойчивости. 

1. Для п > 2 и s > 1 обозначим (R")s = R" в R" e . . . Ф R" (s раз). Элементы 
х G (R")* имеют вид* = (xt ,х2, . . . , х Д x,-GR". 

Пусть п > 2; к, s > 1 и / : U -* (R")m - отображение области UC (R")k клас­
са Соболева W^ioc(U). Матрицу Якоби / ' (*) отображения / будем рассматривать 
в соответствии с разложением (R")fc и (R")m как блочную: 

/ » = (/«КдОЫ, . . . ,„, Л)(х) = —î-(r)GR»x». 

О п р е д е л е н и е 1. Отображение / будем называть К - к в а з и р е г у ­
л я р н ы м о т о б р а ж е н и е м нескольких «-мерных переменных, если п.в. в 
II выполнено неравенство 

Z\f;f(x)\"<Kn"!2 S d e t / ^ x ) . 
',/ Л/ 

Здесь и далее для матрицы AERsXt
 :А = (д,у);- = , s, | А | = ( £ д?. 

f=i,'.'.'.',t ^ ' . / ' 
При К < 1 отображение / постоянно. Поэтому считаем, что К > 1. Обозначим: 

#-(А") - класс всех К-квазирегулярных отображений областей (R")fc в (R")m . 
З а м е ч а н и е 1. При к - m = 1 класс #-(А) совпадает с классом К-квази-

регулярных отображений в R"; такие отображения, называемые также отображения­
ми с ограниченным искажением, хорошо изучены [1]. При п-2;к,т>\ класс #-(А') 
совпадает с классом решений многомерных комплексных уравнений Бельтрами 
/-,- =у/2,если отождествить пространства (R2)* и (R2)m с Ск и Ст соответственно. 

Т е о р е м а 1. Пусть fs: U -* (Rn)m , s = 1, 2, . . . , - последовательность 
отображений из %-(К) , К > 1, сходящаяся в L„ 1ос (U) к отображению /0 . Гогдд / 0 G 
G НЮ. 

Теорема 1 доказывается методами, стандартными для теории отображений 
с ограниченным искажением. 

2. Класс ty{K) естествен с точки зрения концепции устойчивости классов 
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отображений в С-норме А.П. Копылова [2, 3] . Чтобы показать это, введем еще 
один класс %•• 

Пусть g: U -*• (R")m. Отображение g принадлежит классу ft, если g G C°°(U) 
и для всех х G U, i G j 1,. . . , m j , / ' G j 1 , . . . , к} линейное отображение g'tf(x): R" -» R" 
либо постоянно (= 0), либо есть сохраняющее ориентацию конформное преобразо­
вание R". Этот класс появился в [3], где был поставлен вопрос о его устойчивости 
в С-норме. 

Отметим, что при к = m = 1 и п> 3 класс #• есть объединение класса постоян­
ных и класса м'ебиусовых преобразований областей R". Если п = 2, то ty— это класс 
голоморфных отображений областей Ск в Ст. В случае п > 3; к, m > 1 каждая 
компонента g{ отображения g = (glt g2,. . ., gm) из класса у- обладает следующим 
свойством: для любого "полишара" fB = Bi X В2 X . . . X Вк С U, В,- - шары в R", 
для каждого / е {Î, 2 , . . . , к \ и любой точки (xlt . .. , х;_ 1,х!-+1,.. . , хк) G £j X . . . 
. . . X В,_ i X Bf+ j X . . . X Вк отображение î >-* g{(xi,. . . , xf_i,t,x]+1, .. ., xk), 
t e Bj, либо постоянно, либо есть сохраняющее ориентацию мёбиусово. Кроме того, 
имеет место 

Т е о р е м а 2. При п> 3 каждое отображение из #• рационально степени <2 
по каждой переменной, причем знаменатели в области определения в нуль не обра­
щаются. 

Напомним определения функционалов близости в С-норме [2, 3]. Пусть 
р G (0, 1) и В = В(х, г) - шар в (R")fc. Если/: В -> (R") m , то £р > в(/, f) означает 
точную нижнюю грань чисел е, для которых найдется отображение^: В-*- (R")m \a% 
такое, что 

\f(t)-g(t) I < ediam/(5), t GB(x, pr) . 

Функционал 

!в(/,?) = /£Р;в(/даР 

измеряет близость / к классу %• внутри шара В. Для отображения / : £ / - > (R")m 

положим 

£ ( / , Я = supÇ5(/,fr); H( / ,^ )= sup Hm ïBix>r)(f,n 
B<Z u xeUf-»o 

Функционал | глобальной близости измеряет близость / к %• внутри каждого шара 
из области определения /, а функционал а локальной близости — в бесконечно ма­
лых шарах. 

Т е о р е м а 3. Существует функция а(е), 0 < е < е0, Hm а(е) = а(0) = 0, 
е->о 

такая, что если отображение f: U -* (R")m принадлежит классу Wp
l \oc(U) с р > kn 

и 2 ( / , 2 - ) < е < е 0 ) г о / е 2 К 1 + а ( е ) ) . 
Эта теорема означает, что отображениями, локально близкими к f, являются 

отображения класса $-(К). В случае четного п удается доказать, что, в свою очередь, 
отображения из $(К) глобально близки к #•. 

Т е о р е м а 4. Пусть п = 21, Существует функция /3(e), 0 < е < °°, lim j3(e) = 

= ß(Q)= 0,такая,что если fef(K)c К> \,то %(f,y-)<ß(K~ l). 
3. Построим по аналогии с [4, 5] уравнение Бельтрами для отображений из 

#•(#) в случае четного п, п = 21, и К, близкого к 1. 
Обозначим: A*(R2') — пространство внешних комплексных s-форм на R2 , 

снабженное евклидовой метрикой. Оператор Ходжа * отображает Л* на Л ~s. Отно­
сительно действия * пространство Л' разлагается в прямую сумму пространств 
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автодуальных и антиавтодуальных форм: 
(1) A ' ( R 2 ' ) = A + ( R 2 ' ) ® A " ' ( R 2 ' ) , W = W++W 

Рассмотрим формы на (R2l)k = R2/ ® R2 ' ® . . . ® R^' со значениями в С 
Положим: 

/ к \ т 

к .2, (2) Г = ( ® A+(R; ) 

к -т 
К 2К £'=( © А'(Щ- ) 

Определена естественная проекция 
[•]: (As((R2,)k)m-+£s, ы i->[w]. 

Руководствуясь (2), введем пространства дифференциальных форм Q.s, £2+ и £2~ 
соответственно. Тогда (1) индуцирует разложение 

Î2' = fi+®fi~, CO = OJ+ + U>'. 

Определим дифференциальные операторы 
3)+: О,1"1 ->S2+, 2)+w=[c?w]+; 
Ж": П ' - 1 ^ ^ " , 2Toj=[dw]~. 

Назовем у р а в н е н и е м Б е л ь т р а м и систему уравнений 
(3) 2)*а = цЗ)~и 
относительно a G Î 2 / _ 1 , где р: U ->• / (£" , £+) - измеримое отображение области 
(7 С (R2/)fc во множество линейных отображений из £~ и £+, причем 

|| ̂  IL = ess sup | | ^ (x ) | |< 1. 
x(EU 

При к - m = 1 такие уравнения рассматривались в [4, 5] . При п = 2 уравне­
ние (3) совпадает с многомерным комплексным уравнением Бельтрами fY = /u/z. 
Исследование уравнения Бельтрами в значительной степени опирается на свойства 
комплексного преобразования Гильберта. Для (3) имеется соответствующий аналог: 
существует сингулярный интегральный оператор S, отображающий пространство 
£p((R ) , £ + ) B I P ( ( R ) ,£~),р> 1, с ограниченной нормой || S || \\ S || 2 = 1, такой, 
что для гладких финитных форм со G î 2 / _ J 

2Гш = 5(2>+со). 

Л е м м а 1. Яусгь a G LpJoc(U, £l~ ' ) , где р > 1, е | | 5 | | р < \, причем 2)~ а и 
3)+а, понимаемые в обобщенном смысле, лежат в /-2,10с (̂ О- ^с-/г" а есп решение 
уравнения (3) с || /u IL < е, го 2)* а GZ,A ,oc(t/) м оля'б G С<Г (£/, С) выполнено не­
равенство 

2IISI 
LP(U) 1 -е | | 5 ||р LP(U) 

4. Пусть/= (/, ,f2,..., / m ) : [/-> (R2 /)m . Возьмем форму wGC^R2 ' , Л'~ ^R2 ' )) 
такую, что d*w = (G?W)+ = 0, <iw ^ 0 и dw имеет постоянные коэффициенты. Положим 

« / = ( [ / > ] Л/2* w j , . . . , f / m w ] ) ; a G f l ' - 1 . 
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Т е о р е м а 5. Существует функция ô(K), К К < К0, lim 8(К) = 5(1) = О, 
к -м 

такая, что для отображения f G f(K) с К < К0 форма af является решением неко­
торого уравнения Бельтрами (3) с || /J || „ < Ь(К). 

Из теоремы 5 и леммы 1 получается 
Т е о р е м а 6. Пусть f G ^(К)с К < К0 и р > 1 таково, что 5(К) || S \\р < 1. 

7ог<Эд / G Й г̂р1ОС (С/), причем для в G C0°°(£/) выполнено неравенство 
\\вГ'\\11р(щ<С(Р,К)\\в'\Г\\11р{иу 

Непосредственно получаем 
С л е д с т в и е 1. Существует Кх > 1 такое, что каждое отображение клас­

са iïfK) с К < Kt локально г'елъдерово. Если W - {f: U ->• (R 2 / ) m j - семейство 
отображений из класса î}-(K) с К < Kl7 то W локально равностепенно непрерывно 
в U, если оно локально равномерно ограничено в U. 

Теорема 4 выводится из следствия 1 и теоремы 1. 
5. При п = 2 теорема 6 может быть уточнена. Обозначим: S(e), 0 < е < 1, — 

класс решений всевозможных комплексных уравнений Бельтрами 

где ц: U -» Qkm>ikm __ измеримое отображение области U С С в пространство 
(km X £т)-матриц, причем ||ju||w < е. Отображение / : U -»• Cm принадлежит 
^2. юс СЮ, а 

/э/ , э/т э/. э/т \ 
\ dz-! ' ' 9Fj ' ' Ык ' 9zfc / 

и аналогично для fz. Как отмечалось, £(е) совпадает с #-(/0 при п = 2 и е = 
= V(* - i ) / ( t f + i). 

Т е о р е м а 7. /Тусгь U - псевдовыпуклая область в Ск и V - компакт в 
U. Существует постоянная С = Су у такая, что для любого отображения / : U -+ Cm 

из класса 6(e) найдется голоморфное отображение g: [/->Cm такое, что 
| / (z)-£(z) |<Cedmm/([/) 

для всех z G V. 
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