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1. Введение. Нормы интерполяционных операторов Лагранжа, как в периоди-
ческом, так и в непериодическом случаях, в пространствах непрерывных и гёль-
деровских функций оценены давно (см., например, [1], [2]), и эти оценки широко
используются в различных областях математики. В пространствах Соболева огра-
ниченность нормы тригонометрического интерполяционного оператора Лагранжа
впервые была доказана в [3], но константы оценок в этой работе вычислены не
были. Это было сделано в работе [4]. Причем были получены оценки нормы интер-
поляционных операторов в пространствах Соболева как в периодическом, так и
в непериодическом случаях. В периодическом случае норма интерполяционного
оператора оценена в пространстве 𝐻𝑠, 𝑠 > 1/2, а в непериодическом случае – в про-
странстве 𝑊 1

2,𝑟 функций, производные которых квадратично суммируемы с чебы-
шевским весом 𝑟 второго рода. В [5] результат работы [4] для периодического случая
был повторен. Кроме того, было показано, что последовательность интерполяцион-
ных полиномов сходится к интерполируемой функции в паре пространств (𝐻𝑠, 𝐻𝜎),
только при 𝑠 > 1/2, 𝑠 > 𝜎 > 0.

Все описанные выше результаты были получены для одномерного случая. В мно-
гомерном случае норма тригонометрического оператора Лагранжа была оценена
автором в работе [6], а затем использована для обоснования квадратурно-разност-
ного метода решения периодических многомерных сингулярных интегро-дифферен-
циальных уравнений [7].
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Для обоснования приближенных методов решения многомерных операторных
уравнений на разомкнутых контурах требуется оценка норм алгебраических интер-
поляционных операторов Лагранжа в многомерных пространствах Соболева с весом.
Эти оценки были получены автором в работе [8].

Естественным обобщением интерполяционных полиномов Лагранжа являются
интерполяционные полиномы с кратными узлами. В алгебраическом случае такие
полиномы называются полиномами Эрмита. Они хорошо исследованы и успешно
используются для решения широкого круга прикладных задач. Их тригонометри-
ческий аналог исследован значительно хуже, и многие вопросы, касающиеся суще-
ствования, единственности и аппроксимативных свойств таких полиномов, до сих
пор остаются открытыми.

Первые исследования тригонометрических интерполяционных полиномов с крат-
ными узлами начались, по-видимому, с конца 30-х годов прошлого столетия. Лозин-
ский [9] рассматривал вопросы приближения функций комплексной переменной ре-
гулярных внутри единичного круга и непрерывных на его границе тригонометри-
ческими интерполяционными полиномами с кратными узлами, расположенными
на единичной окружности. Он же впервые назвал такие полиномы полиномами
Эрмита–Фейера. Зеель [10], [11], обобщая результаты предшественников [12]–[15],
доказал существование тригонометрических интерполяционных полиномов по сис-
теме равноотстоящих узлов произвольной кратности 𝑚 > 0 для действительнознач-
ных 2𝜋-периодических функций и указал способ построения соответствующих фун-
даментальных полиномов. Кроме того, он получил условия равномерной сходимо-
сти таких полиномов к интерполируемой функции в зависимости от ее гладкости и
четности или нечетности 𝑚.

Габдулхаев [16] получил в удобной форме неулучшаемые, в смысле порядка, оцен-
ки скорости сходимости тригонометрических интерполяционных полиномов первой
кратности в пространстве непрерывно дифференцируемых функций. Кроме того,
в этой работе он впервые исследовал свойства квадратурных формул для сингуляр-
ных интегралов с ядром Гильберта, полученных при кратном интерполировании
плотности. Опираясь на результаты работы [11] и используя методику Габдулхае-
ва [16], Солиев [17], [18] систематически исследовал квадратурные формулы с узлами
различной кратности для сингулярных интегралов с ядрами Коши и Гильберта.

Для приближенного решения операторных уравнений до настоящего времени по-
линомы Эрмита–Фейера использовались только в работах автора [19]–[21]. В этих
работах оценки погрешности и скорости сходимости приближенных решений полу-
чены в пространствах гёльдеровских функций. Для обобщения этих результатов на
одномерные и многомерные пространства Соболева комплекснозначных функций
необходимы оценки нормы оператора Эрмита–Фейера в этих пространствах.

В данной работе получены верхние оценки норм операторов Эрмита–Фейера в од-
номерных и многомерных пространствах Соболева. В одномерном случае показано,
что оператор Эрмита–Фейера является ограниченным. В многомерном случае верх-
няя оценка нормы оператора Эрмита–Фейера зависит от соотношения числа узлов
интеполяции по каждой координате.
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2. Одномерный случай. Будем, как обычно, обозначать через N множество
натуральных чисел, N0 – множество натуральных чисел, дополненных нулем, Z –
множество целых чисел, а R – множество действительных чисел.

Зафиксируем 𝑠 ∈ R и обозначим 𝐻𝑠 пространство Соболева порядка 𝑠, т.е. замы-
кание всех 2𝜋-периодических комплекснозначных функций одной переменной отно-
сительно нормы

‖𝑥‖𝐻𝑠 =
(︂∑︁

𝑙∈Z
|̂︀𝑥(𝑙)|2𝑙2𝑠

)︂1/2

, 𝑙 =

{︃
|𝑙|, 𝑙 ̸= 0,

1, 𝑙 = 0,
𝑙 ∈ Z,

где

̂︀𝑥(𝑙) = (2𝜋)−1

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑥(𝜏)𝑒𝑙(𝜏) 𝑑𝜏, 𝑙 ∈ Z,

есть коэффициенты Фурье функции 𝑥 ∈ 𝐻𝑠 по системе функций 𝑒𝑙(𝜏) = 𝑒𝑖𝑙𝜏 , 𝑙 ∈ Z.
Всюду в дальнейшем в этом пункте будем полагать выполненным условие 𝑠 > 1/2,

которое (см., например, [22; с. 25]) обеспечивает вложение пространства 𝐻𝑠 в про-
странство непрерывных функций, а пространства 𝐻1+𝑠 в пространство функций,
первая производная которых непрерывна.

Зафиксируем 𝑛 ∈ N0, введем на [−𝜋, 𝜋) сетку равноотстоящих узлов

𝑡𝑘 =
2𝜋𝑘

2𝑛 + 1
, |𝑘| 6 𝑛, (2.1)

и обозначим 𝑃𝑛 : 𝐻1+𝑠 → 𝐻1+𝑠,

(𝑃𝑛𝑥)(𝜏) =
∑︁
|𝑘|6𝑛

(𝑥(𝑡𝑘) + 𝑖𝑥′(𝑡𝑘)(1− 𝑒1(𝜏 − 𝑡𝑘)))𝜉𝑛(𝜏, 𝑡𝑘),

оператор Эрмита–Фейера, который каждой функции 𝑥 ∈ 𝐻1+𝑠 ставит в соответ-
ствие тригонометрический интерполяционный полином Эрмита–Фейера 𝑃𝑛𝑥 ∈ 𝐻1+𝑠

по узлам (2.1) первой кратности. Здесь

𝜉𝑛(𝜏, 𝑡𝑘) =

⎛⎜⎜⎝ sin
(︂

(2𝑛 + 1)
𝜏 − 𝑡𝑘

2

)︂
(2𝑛 + 1) sin

𝜏 − 𝑡𝑘
2

⎞⎟⎟⎠
2

=
1

(2𝑛 + 1)2
∑︁
|𝑙|62𝑛

(2𝑛 + 1− |𝑙|)𝑒𝑙(𝜏 − 𝑡𝑘), |𝑘| 6 𝑛,

– нормализованные ядра Фейера по узлам (2.1).

Теорема 1. Для любых 𝑠 ∈ R, 𝑠 > 1/2, и 𝑛 ∈ N справедлива оценка

‖𝑃𝑛‖𝐻1+𝑠→𝐻1+𝑠 6 2
√︀

𝜁(2𝑠) ,

где 𝜁(𝑡) =
∑︀∞

𝑗=1 𝑗−𝑡 – дзета-функция Римана, ограниченная и убывающая при 𝑡 > 1.
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Доказательство. Зафиксируем 𝑠 ∈ R, 𝑠 > 1/2, и 𝑛 ∈ N и возьмем некоторую
функцию 𝑥 ∈ 𝐻1+𝑠, 𝑠 > 1/2. Построим полином

(𝑃𝑛𝑥)(𝜏) =
∑︁
|𝑘|6𝑛

(𝑥(𝑡𝑘) + 𝑖𝑥′(𝑡𝑘)(1− 𝑒1(𝜏 − 𝑡𝑘)))𝜉𝑛(𝜏, 𝑡𝑘)

и заменим в нем ядро Фейера, значения функции 𝑥 и ее производной 𝑥′ в узлах (2.1)
их рядами Фурье

(𝑃𝑛𝑥)(𝜏) =
1

(2𝑛 + 1)2
∑︁
|𝑘|6𝑛

(︂∑︁
𝑞∈Z

̂︀𝑥(𝑞)𝑒𝑞(𝑡𝑘) +
∑︁
𝑞∈Z

𝑞̂︀𝑥(𝑞)𝑒𝑞(𝑡𝑘)(𝑒1(𝜏 − 𝑡𝑘)− 1)
)︂

×
∑︁
|𝑙|62𝑛

(2𝑛 + 1− |𝑙|)𝑒𝑙(𝜏 − 𝑡𝑘)

=
1

(2𝑛 + 1)2

(︂ ∑︁
|𝑙|62𝑛

(2𝑛 + 1− |𝑙|)𝑒𝑙(𝜏)
∑︁
𝑞∈Z

(1− 𝑞)̂︀𝑥(𝑞)
∑︁
|𝑘|6𝑛

𝑒𝑞−𝑙(𝑡𝑘)

+
∑︁
|𝑙|62𝑛

(2𝑛 + 1− |𝑙|)𝑒𝑙+1(𝜏)
∑︁
𝑞∈Z

𝑞̂︀𝑥(𝑞)
∑︁
|𝑘|6𝑛

𝑒𝑞−1−𝑙(𝑡𝑘)
)︂

.

Так как ∑︁
|𝑘|6𝑛

𝑒𝑞−𝑙(𝑡𝑘) =

{︃
2𝑛 + 1, 𝑞 − 𝑙 = 𝜇(2𝑛 + 1),
0, 𝑞 − 𝑙 ̸= 𝜇(2𝑛 + 1),

𝜇 ∈ Z,

∑︁
|𝑘|6𝑛

𝑒𝑞−1−𝑙(𝑡𝑘) =

{︃
2𝑛 + 1, 𝑞 − 1− 𝑙 = 𝜇(2𝑛 + 1),
0, 𝑞 − 1− 𝑙 ̸= 𝜇(2𝑛 + 1),

𝜇 ∈ Z,

то

(𝑃𝑛𝑥)(𝑡) =
1

2𝑛 + 1

∑︁
|𝑙|62𝑛

(2𝑛 + 1− |𝑙|)𝑒𝑙(𝜏)
∑︁
𝜇∈Z

̂︀𝑥(𝑙 + 𝜇(2𝑛 + 1))(1− 𝑙 − 𝜇(2𝑛 + 1))

+
1

2𝑛 + 1

∑︁
|𝑙|62𝑛

(2𝑛 + 1− |𝑙|)𝑒𝑙+1(𝜏)

×
∑︁
𝜇∈Z

̂︀𝑥(1 + 𝑙 + 𝜇(2𝑛 + 1))(1 + 𝑙 + 𝜇(2𝑛 + 1))

= − 1
2𝑛 + 1

∑︁
|𝑙|62𝑛

(2𝑛 + 1− |𝑙|)𝑒𝑙(𝜏)
∑︁
𝜇∈Z

̂︀𝑥(𝑙 + 𝜇(2𝑛 + 1))(𝑙 − 1 + 𝜇(2𝑛 + 1))

+
1

2𝑛 + 1

∑︁
|𝑙−1|62𝑛

(2𝑛 + 1− |𝑙 − 1|)𝑒𝑙(𝜏)

×
∑︁
𝜇∈Z

̂︀𝑥(𝑙 + 𝜇(2𝑛 + 1))(𝑙 + 𝜇(2𝑛 + 1)).

Обозначая

sgn 𝑙 = |𝑙| − |𝑙 − 1| =

{︃
1, 𝑙𝑗 > 1,

−1, 𝑙𝑗 6 0,
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получим, что коэффициенты Фурье полинома 𝑃𝑛𝑥 равны

(̂︂𝑃𝑛𝑥)(𝑙) =
∑︁
𝜇∈Z

̂︀𝑥(𝑙 + 𝜇(2𝑛 + 1))(1 + 𝜇 sgn 𝑙), −2𝑛 6 𝑙 6 2𝑛 + 1.

Теперь по определению нормы в пространстве 𝐻1+𝑠 найдем

‖𝑃𝑛𝑥‖2𝐻1+𝑠 =
2𝑛+1∑︁

𝑙=−2𝑛

⃒⃒⃒⃒∑︁
𝜇∈Z

̂︀𝑥(𝑙 + 𝜇(2𝑛 + 1))(1 + 𝜇 sgn 𝑙)
⃒⃒⃒⃒2

𝑙2+2𝑠

=
2𝑛+1∑︁

𝑙=−2𝑛

⃒⃒⃒⃒∑︁
𝜇∈Z

̂︀𝑥(𝑙 + 𝜇(2𝑛 + 1))
(𝑙 + 𝜇(2𝑛 + 1))1+𝑠

(𝑙 + 𝜇(2𝑛 + 1))1+𝑠
(1 + 𝜇 sgn 𝑙)

⃒⃒⃒⃒2
𝑙2+2𝑠

6
2𝑛+1∑︁

𝑙=−2𝑛

∑︁
𝜇∈Z

|̂︀𝑥(𝑙 + 𝜇(2𝑛 + 1))|2(𝑙 + 𝜇(2𝑛 + 1))2+2𝑠
∑︁
𝜇∈Z

(1 + 𝜇 sgn 𝑙)2𝑙2+2𝑠

(𝑙 + 𝜇(2𝑛 + 1))2+2𝑠

6 2‖𝑥‖2𝐻1+𝑠 max
−2𝑛6𝑙62𝑛+1

∑︁
𝜇∈Z

(1 + 𝜇 sgn 𝑙)2𝑙2+2𝑠

(𝑙 + 𝜇(2𝑛 + 1))2+2𝑠
.

Функция

𝑦(𝑙) =
∑︁
𝜇∈Z

(1 + 𝜇 sgn 𝑙)2𝑙2+2𝑠

(𝑙 + 𝜇(2𝑛 + 1))2+2𝑠

= 1 +
∞∑︁

𝜇=1

(︂
(1 + 𝜇 sgn 𝑙)2𝑙2+2𝑠

(𝑙 + 𝜇(2𝑛 + 1))2+2𝑠
+

(1− 𝜇 sgn 𝑙)2𝑙2+2𝑠

(𝑙 − 𝜇(2𝑛 + 1))2+2𝑠

)︂
, 𝑙 ∈ Z,

является четной, поэтому

max
−2𝑛6𝑙62𝑛+1

𝑦(𝑙) = max
06𝑙62𝑛+1

𝑦(𝑙).

Оценим значения функции 𝑦(𝑙), 0 6 𝑙 6 2𝑛 + 1. Имеем

𝑦(𝑙) = 1 +
∞∑︁

𝜇=1

(︂
(1 + 𝜇 sgn 𝑙)2𝑙2+2𝑠

(𝑙 + 𝜇(2𝑛 + 1))2+2𝑠
+

(1− 𝜇 sgn 𝑙)2𝑙2+2𝑠

(𝑙 − 𝜇(2𝑛 + 1))2+2𝑠

)︂

= 1 +
∞∑︁

𝜇=1

(1 + 𝜇)2𝑙2+2𝑠

𝑙2+2𝑠(1 + 𝜇(2𝑛 + 1)/𝑙)2+2𝑠
+

∞∑︁
𝜇=2

(1− 𝜇)2𝑙2+2𝑠

𝑙2+2𝑠(1− 𝜇(2𝑛 + 1)/𝑙)2+2𝑠

6 1 +
∞∑︁

𝜇=2

𝜇−2𝑠 +
∞∑︁

𝜇=1

𝜇−2𝑠 = 2𝜁(2𝑠).

Таким образом,

max
−2𝑛6𝑙62𝑛+1

∑︁
𝜇∈Z

(1 + 𝜇 sgn 𝑙)2𝑙2+2𝑠

(𝑙 + 𝜇(2𝑛 + 1))2+2𝑠
= 2𝜁(2𝑠),

причем максимум достигается при 𝑙 = 2𝑛 + 1. Теорема 1 доказана.
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3. Многомерный случай. Зафиксируем 𝑚 ∈ N, 𝑚 > 2, и обозначим

N = N𝑚, N0 = N𝑚
0 , Z = Z𝑚, R = R𝑚, T = [−𝜋, 𝜋)𝑚

– декартовы степени соответственно множеств натуральных чисел; натуральных
чисел, дополненных нулем; целых чисел; действительных чисел и одномерного тора
[−𝜋, 𝜋) ⊂ R. Для элементов l = (𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙𝑚), k = (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑚) этих множеств
(𝑚-компонентных векторов) наряду с обычными операциями сложения, вычитания
и умножения на число введем следующие операции:

l · k =
𝑚∑︁

𝑗=1

𝑙𝑗𝑘𝑗 , l2 =
𝑚∑︁

𝑗=1

𝑙2𝑗 , l * k = (𝑙1𝑘1, 𝑙2𝑘2, . . . , 𝑙𝑚𝑘𝑚),

[l] =
𝑚∏︁

𝑗=1

𝑙𝑗 , ⌊l⌋ = (|𝑙1|, |𝑙2|, . . . , |𝑙𝑚|).

Кроме того, будем для краткости писать min(n) вместо

min
16𝑗6𝑚

{𝑛𝑗 | n = (𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑚) ∈ N0}.

Для фиксированного 𝑠 ∈ R обозначим 𝐻𝑠 𝑚-мерное пространство Соболева, т.е.
замыкание относительно нормы

‖𝑢‖𝐻𝑠 =
{︂ ∑︁

l∈Z

l2𝑠|̂︀𝑢(l)|2
}︂1/2

, l =

{︃√
l2, l ̸= 0,

1, l = 0,
l ∈ Z,

где ̂︀𝑢(l) = (2𝜋)−𝑚
∫︁
Δ

𝑢(𝜏 )𝑒l(𝜏 ) 𝑑𝜏 , l ∈ Z,

суть коэффициенты Фурье функции 𝑢 ∈ 𝐻𝑠 по системе функций

𝑒l(𝜏 ) = exp(𝑖l · 𝜏 ), l = (𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙𝑚) ∈ Z, 𝜏 = (𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑚) ∈ T,

множества всех 𝑚-мерных гладких 2𝜋-периодических по каждой переменной ком-
плекснозначных функций от 𝑚 переменных, определенных на многомерном торе T.

Всюду в дальнейшем будем полагать выполненным условие 𝑠 > 𝑚/2, при котором
(см., например, [22]) пространство 𝐻𝑠 вкладывается в пространство непрерывных
функций, а пространство 𝐻1+𝑠 – в пространство функций, первые производные
которых непрерывны.

Зафиксируем n = (𝑛1, 𝑛2, . . . , 𝑛𝑚) ∈ N0, обозначим

In,1 = {k = (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑚) ∈ Z | |𝑘𝑗 | 6 𝑛𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚},
In,2 = {l = (𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙𝑚) ∈ Z | |𝑙𝑗 | 6 2𝑛𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚},

In,2,𝑗 = {l = (𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙𝑚) | −2𝑛𝑗 + 1 6 𝑙𝑗 6 2𝑛𝑗 + 1, |𝑙𝑟| 6 2𝑛𝑟,

𝑟 = 1, 2, . . . , 𝑗 − 1, 𝑗 + 1, . . . ,𝑚, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚},
In,3 = {l = (𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙𝑚) ∈ Z | −2𝑛𝑗 6 𝑙𝑗 6 2𝑛𝑗 + 1, 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚}
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– индексные множества и введем на T сетку узлов

T𝑛 =
{︂
tk = (𝑡𝑘1 , 𝑡𝑘2 , . . . , 𝑡𝑘𝑚)

⃒⃒⃒
k = (𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑚) ∈ In,1,

𝑡𝑘𝑗
=

2𝜋𝑘

2𝑛𝑗 + 1
, |𝑘𝑗 | 6 𝑛𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚

}︂
.

Обозначим 𝑃n : 𝐻1+𝑠 → 𝐻1+𝑠,

(𝑃n𝑢)(𝜏 ) =
∑︁

k∈In,1

(𝑢(tk) + 𝑖u′𝜏 (tk) · (1− e1(𝜏 − tk)))𝜉n(𝜏 , tk), 1 = (1, 1, . . . , 1) ∈ N,

оператор Эрмита–Фейера, который каждой функции 𝑢 ∈ 𝐻1+𝑠 ставит в соответ-
ствие тригонометрический интерполяционный полином Эрмита–Фейера 𝑃n𝑢 ∈ 𝐻1+𝑠

по узлам T𝑛 первой кратности. Здесь

u′𝜏 (tk) = (𝑢′𝜏1
(tk), 𝑢′𝜏2

(tk), . . . , 𝑢′𝜏𝑚
(tk))

– вектор значений производных функции 𝑢 ∈ 𝐻1+𝑠 по каждой переменной-компонен-
те вектора 𝜏 = (𝜏1, 𝜏2, . . . , 𝜏𝑚) ∈ T в точке tk ∈ T𝑛,

e1(𝜏 − tk) = (𝑒1(𝜏1 − 𝑡𝑘1), 𝑒1(𝜏2 − 𝑡𝑘2), . . . , 𝑒1(𝜏𝑚 − 𝑡𝑘𝑚))

– вектор-функция, а

𝜉n(𝜏 , tk) =
𝑚∏︁

𝑗=1

𝜉𝑛𝑗
(𝜏𝑗 , 𝑡𝑘𝑗

)

– нормализованное ядро Фейера по узлам T𝑛.

Теорема 2. Для любых 𝑚 ∈ N, 𝑚 > 2, 𝑠 ∈ R, 𝑠 > 𝑚/2 и n ∈ N справедлива
оценка

‖𝑃n‖𝐻1+𝑠→𝐻1+𝑠 6 2𝑚𝑚1+𝑠/2𝑀1+𝑠(2n + 1)
√︀

𝜁(2𝑠−𝑚 + 1) ,

𝑀(2n + 1) =

√︀
(2n + 1)2

min(2n + 1)
.

Доказательство. Зафиксируем 𝑚 ∈ N, 𝑚 > 2, 𝑠 ∈ R, 𝑠 > 𝑚/2, n ∈ N, выберем
произвольную функцию 𝑢 ∈ 𝐻1+𝑠 и запишем для нее интерполяционный полином
Эрмита–Фейера по узлам T𝑛

(𝑃n𝑢)(𝜏 ) =
∑︁

k∈In,1

(𝑢(tk) + 𝑖u′𝜏 (tk) · (1− e1(𝜏 − tk)))𝜉n(𝜏 , tk).

Заменим в полиноме 𝑃n𝑢 ядро Фейера, значения функции 𝑢 и ее производных
в узлах T𝑛 значениями их рядов Фурье

𝜉n(𝜏 , tk) = [2n + 1]−2
∑︁

l∈In,2

[2n + 1− ⌊l⌋]𝑒l(𝜏 − tk),

𝑢(𝜏 ) =
∑︁
q∈Z

̂︀𝑢(q)𝑒q(𝜏 ), u′𝜏 (𝜏 ) = 𝑖
∑︁
q∈Z

̂︀𝑢(q)𝑒q(𝜏 )q,
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(𝑃n𝑢)(𝜏 ) = [2n + 1]−2
∑︁

k∈In,1

(︂ ∑︁
q∈Z

̂︀𝑢(q)𝑒q(tk) +
∑︁
q∈Z

̂︀𝑢(q)𝑒q(tk)q · (e1(𝜏 − tk)− 1)
)︂

×
∑︁

l∈In,2

[2n + 1− ⌊l⌋]𝑒l(𝜏 − tk).

Обозначая

l±𝑗 = (𝑙1, . . . , 𝑙𝑗 ± 1, . . . , 𝑙𝑚), 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚,

и, учитывая, что

∑︁
k∈In,1

𝑒q−l(tk) =

{︃
[2n + 1], q− l = 𝜇 * (2n + 1),
0, q− l ̸= 𝜇 * (2n + 1),

𝜇 ∈ Z,

найдем

(𝑃n𝑢)(𝜏 ) = [2n + 1]−2
∑︁

k∈In,1

(︂ ∑︁
l∈In,2

[2n + 1− ⌊l⌋]𝑒l(𝜏 )
∑︁
q∈Z

̂︀𝑢(q)𝑒q−l(tk)

+
∑︁

l∈In,2

[2n + 1− ⌊l⌋]𝑒l(𝜏 )
∑︁
q∈Z

̂︀𝑢(q)𝑒q−l(tk)

×
(︂ 𝑚∑︁

𝑗=1

𝑞𝑗𝑒1(𝜏𝑗 − 𝑡𝑘𝑗
)−

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑞𝑗

)︂)︂

= [2n + 1]−2
∑︁

l∈In,2

[2n + 1− ⌊l⌋]𝑒l(𝜏 )
∑︁
q∈Z

̂︀𝑢(q)
(︂

1−
𝑚∑︁

𝑗=1

𝑞𝑗

)︂ ∑︁
k∈In,1

𝑒q−l(tk)

+ [2n + 1]−2
∑︁

l∈In,2

[2n + 1− ⌊l⌋]
𝑚∑︁

𝑗=1

𝑒l+𝑗 (𝜏 )
∑︁
q∈Z

𝑞𝑗̂︀𝑢(q)
∑︁

k∈In,1

𝑒q−l+𝑗 (tk)

= [2n + 1]−1
∑︁

l∈In,2

[2n + 1− ⌊l⌋]𝑒l(𝜏 )

×
∑︁
𝜇∈Z

̂︀𝑢(l + 𝜇 * (2n + 1))
(︂

1−
𝑚∑︁

𝑗=1

(𝑙𝑗 + 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1))
)︂

+ [2n + 1]−1
∑︁

l∈In,2

[2n + 1− ⌊l⌋]
𝑚∑︁

𝑗=1

𝑒l+𝑗
(𝜏 )

×
∑︁
𝜇∈Z

̂︀𝑢(l+𝑗 + 𝜇 * (2n + 1))(𝑙𝑗 + 1 + 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1))

= [2n + 1]−1
∑︁

l∈In,2

[2n + 1− ⌊l⌋]𝑒l(𝜏 )

×
∑︁
𝜇∈Z

̂︀𝑢(l + 𝜇 * (2n + 1))
(︂

1−
𝑚∑︁

𝑗=1

(𝑙𝑗 + 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1))
)︂
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+ [2n + 1]−1
𝑚∑︁

𝑗=1

∑︁
l∈In,2,𝑗

[2n + 1− ⌊l−𝑗⌋]𝑒l(𝜏 )

×
∑︁
𝜇∈Z

̂︀𝑢(l + 𝜇 * (2n + 1))(𝑙𝑗 + 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1)).

Так как

[2n + 1− ⌊l⌋] = 0, l ∈ In,3 ∖ In,2,

[2n + 1− ⌊l−𝑗⌋] = 0, l ∈ In,3 ∖ In,2,𝑗 , 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚,

дополним в соответствующих суммах индексные множества In,2 и In,2,𝑗 , 𝑗 = 1, 2,
. . . , 𝑚, до множества In,3

(𝑃n𝑢)(𝜏 ) = [2n + 1]−1
∑︁

l∈In,3

[2n + 1− ⌊l⌋]𝑒l(𝜏 )

×
∑︁
𝜇∈Z

̂︀𝑢(l + 𝜇 * (2n + 1))
(︂

1−
𝑚∑︁

𝑗=1

(𝑙𝑗 + 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1))
)︂

+ [2n + 1]−1
𝑚∑︁

𝑗=1

∑︁
l∈In,3

[2n + 1− ⌊l−𝑗⌋]𝑒l(𝜏 )

×
∑︁
𝜇∈Z

̂︀𝑢(l + 𝜇 * (2n + 1))(𝑙𝑗 + 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1))

= [2n + 1]−1
∑︁

l∈In,3

𝑒l(𝜏 )
∑︁
𝜇∈Z

̂︀𝑢(l + 𝜇 * (2n + 1))

× ([2n + 1− ⌊l⌋]
(︂

1−
𝑚∑︁

𝑗=1

(𝑙𝑗 + 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1))
)︂

+
𝑚∑︁

𝑗=1

[2n + 1− ⌊l−𝑗⌋](𝑙𝑗 + 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1)))

= [2n + 1]−1
∑︁

l∈In,3

𝑒l(𝜏 )
∑︁
𝜇∈Z

̂︀𝑢(l + 𝜇 * (2n + 1))([2n + 1− ⌊l⌋]

+
𝑚∑︁

𝑗=1

(𝑙𝑗 + 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1))([2n + 1− ⌊l−𝑗⌋]− [2n + 1− ⌊l⌋]))

= [2n + 1]−1
∑︁

l∈In,3

𝑒l(𝜏 )
∑︁
𝜇∈Z

̂︀𝑢(l + 𝜇 * (2n + 1))

×
(︂ 𝑚∏︁

𝑟=1

(2𝑛𝑟 + 1− |𝑙𝑟|)

+
𝑚∑︁

𝑗=1

(𝑙𝑗 + 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1))(|𝑙𝑗 | − |𝑙𝑗 − 1|)
𝑚∏︁

𝑟=1, 𝑟 ̸=𝑗

(2𝑛𝑟 + 1− |𝑙𝑟|)
)︂

.

Обозначая

sgn 𝑙𝑗 = |𝑙𝑗 | − |𝑙𝑗 − 1| =

{︃
1, 𝑙𝑗 > 1,

−1, 𝑙𝑗 6 0,
𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚,
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получим

(𝑃n𝑢)(𝜏 ) = [2n + 1]−1
∑︁

l∈In,3

𝑒l(𝜏 )
∑︁
𝜇∈Z

̂︀𝑢(l + 𝜇 * (2n + 1))

×
(︂ 𝑚∏︁

𝑟=1

(2𝑛𝑟 + 1− |𝑙𝑟|)

+
𝑚∑︁

𝑗=1

(|𝑙𝑗 |+ 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1) sgn 𝑙𝑗)
𝑚∏︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑗

(2𝑛𝑟 + 1− |𝑙𝑟|)
)︂

= [2n + 1]−1
∑︁

l∈In,3

𝑒l(𝜏 )
∑︁
𝜇∈Z

̂︀𝑢(l + 𝜇 * (2n + 1))

×
(︂

(2𝑛1 + 1)(1 + 𝜇1 sgn 𝑙1)
𝑚∏︁

𝑟=2

(2𝑛𝑟 + 1− |𝑙𝑟|)

+
𝑚∑︁

𝑗=2

(|𝑙𝑗 |+ 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1) sgn 𝑙𝑗)
𝑚∏︁

𝑟=1,𝑟 ̸=𝑗

(2𝑛𝑟 + 1− |𝑙𝑟|)
)︂

=
∑︁

l∈In,3

𝑒l(𝜏 )
∑︁
𝜇∈Z

̂︀𝑢(l + 𝜇 * (2n + 1))

×
(︂

(1 + 𝜇1 sgn 𝑙1)
𝑚∏︁

𝑟=2

(︂
1− |𝑙𝑟|

2𝑛𝑟 + 1

)︂

+
𝑚∑︁

𝑗=2

(︂
|𝑙𝑗 |

2𝑛𝑗 + 1
+ 𝜇𝑗 sgn 𝑙𝑗

)︂ 𝑚∏︁
𝑟=1, 𝑟 ̸=𝑗

(︂
1− |𝑙𝑟|

2𝑛𝑟 + 1

)︂)︂
.

Это означает, что коэффициенты Фурье полинома 𝑃n𝑢 равны

(̂︂𝑃n𝑢)(l) =
∑︁
𝜇∈Z

̂︀𝑢(l + 𝜇 * (2n + 1))

×
(︂

(1 + 𝜇1 sgn 𝑙1)
𝑚∏︁

𝑟=2

(︂
1− |𝑙𝑟|

2𝑛𝑟 + 1

)︂

+
𝑚∑︁

𝑗=2

(︂
|𝑙𝑗 |

2𝑛𝑗 + 1
+ 𝜇𝑗 sgn 𝑙𝑗

)︂ 𝑚∏︁
𝑟=1,𝑗 ̸=𝑟

(︂
1− |𝑙𝑟|

2𝑛𝑟 + 1

)︂)︂
, l ∈ In,3.

Оценим квадраты модулей этих коэффициентов следующим образом:

|(̂︂𝑃n𝑢)(l)|2 6

⃒⃒⃒⃒∑︁
𝜇∈Z

̂︀𝑢(l + 𝜇 * (2n + 1))
(︂

(1 + 𝜇1 sgn 𝑙1)
𝑚∏︁

𝑟=2

(︂
1− |𝑙𝑟|

2𝑛𝑟 + 1

)︂

+
𝑚∑︁

𝑗=2

(︂
|𝑙𝑗 |

2𝑛𝑗 + 1
+ 𝜇𝑗 sgn 𝑙𝑗

)︂ 𝑚∏︁
𝑟=1,𝑟 ̸=𝑗

(︂
1− |𝑙𝑟|

2𝑛𝑟 + 1

)︂)︂⃒⃒⃒⃒2
6 𝑚

∑︁
𝜇∈Z

(l + 𝜇 * (2n + 1))2+2𝑠|̂︀𝑢(l + 𝜇 * (2n + 1))|2

×
∑︁
𝜇∈Z

(l + 𝜇 * (2n + 1))−2−2𝑠
𝑚∑︁

𝑗=1

(1 + 𝜇𝑗 sgn 𝑙𝑗)2, l ∈ In,3.
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Теперь оценим норму полинома 𝑃𝑛𝑢 в пространстве 𝐻1+𝑠. Имеем

‖𝑃n𝑢‖2𝐻1+𝑠 =
∑︁

l∈In,3

l2+2𝑠|(̂︂𝑃n𝑢)(l)|2

6 𝑚
∑︁

l∈In,3

∑︁
𝜇∈Z

(l + 𝜇 * (2n + 1))2+2𝑠|̂︀𝑢(l + 𝜇 * (2n + 1))|2

×
∑︁
𝜇∈Z

l2+2𝑠

(l + 𝜇 * (2n + 1))2+2𝑠

𝑚∑︁
𝑗=1

(1 + 𝜇𝑗 sgn 𝑙𝑗)2

6 𝑚 max
l∈In,3

∑︁
𝜇∈Z

l2+2𝑠

(l + 𝜇 * (2n + 1))2+2𝑠

𝑚∑︁
𝑗=1

(1 + 𝜇𝑗 sgn 𝑙𝑗)2

×
∑︁

l∈In,3

∑︁
𝜇∈Z

(l + 𝜇 * (2n + 1))2+2𝑠|̂︀𝑢(l + 𝜇 * (2n + 1))|2

= 2𝑚𝑚‖𝑢‖2𝐻1+𝑠 max
l∈In,3

∑︁
𝜇∈Z

l2+2𝑠

(l + 𝜇 * (2n + 1))2+2𝑠

𝑚∑︁
𝑗=1

(1 + 𝜇𝑗 sgn 𝑙𝑗)2.

Функция

𝑧(l) =
∑︁
𝜇∈Z

l2+2𝑠

(l + 𝜇 * (2n + 1))2+2𝑠

𝑚∑︁
𝑗=1

(1 + 𝜇𝑗 sgn 𝑙𝑗)2, l ∈ Z,

является четной по каждой переменной-компоненте вектора l ∈ Z в том смысле, что
для любого 𝑞, 1 6 𝑞 6 𝑚,

𝑧(𝑙1, . . . ,−𝑙𝑞, . . . , 𝑙𝑚) = 𝑧(𝑙1, . . . , 𝑙𝑞, . . . , 𝑙𝑚), l = (𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙𝑚) ∈ Z.

Не ограничивая общности рассуждений, докажем это для 𝑞 = 𝑚.
Обозначим через Z0, Z1 следующие два подмножества множества Z:

Z0 = {𝜇 ∈ Z | 𝜇𝑚 = 0}, Z1 = {𝜇 ∈ Z | 𝜇𝑚 > 1}.

Теперь представим функцию 𝑧 в виде

𝑧(l) =
(︂ 𝑚∑︁

𝑗=1

𝑙2𝑗

)︂1+𝑠(︂ ∑︁
𝜇∈Z0

∑︀𝑚−1
𝑗=1 (1 + 𝜇𝑗 sgn 𝑙𝑗)2 + 1

(
∑︀𝑚−1

𝑗=1 (𝑙𝑗 + 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1))2 + 𝑙2𝑚)1+𝑠

+
∑︁

𝜇∈Z1

(︂ ∑︀𝑚−1
𝑗=1 (1 + 𝜇𝑗 sgn 𝑙𝑗)2 + (1 + 𝜇𝑚 sgn 𝑙𝑚)2

(
∑︀𝑚−1

𝑗=1 (𝑙𝑗 + 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1))2 + (𝑙𝑚 + 𝜇𝑚(2𝑛𝑚 + 1))2)1+𝑠

+
(︂ ∑︀𝑚−1

𝑗=1 (1 + 𝜇𝑗 sgn 𝑙𝑗)2 + (1− 𝜇𝑚 sgn 𝑙𝑚)2

(
∑︀𝑚−1

𝑗=1 (𝑙𝑗 + 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1))2 + (𝑙𝑚 − 𝜇𝑚(2𝑛𝑚 + 1))2)1+𝑠

)︂)︂
.

На векторе l = (𝑙1, 𝑙2, . . . ,−𝑙𝑚) функция 𝑧 будет равна

𝑧(𝑙1, 𝑙2, . . . ,−𝑙𝑚)

=
(︂ 𝑚∑︁

𝑗=1

𝑙2𝑗

)︂1+𝑠(︂ ∑︁
𝜇∈Z0

∑︀𝑚−1
𝑗=1 (1 + 𝜇𝑗 sgn 𝑙𝑗)2 + 1

(
∑︀𝑚−1

𝑗=1 (𝑙𝑗 + 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1))2 + 𝑙2𝑚)1+𝑠
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+
∑︁

𝜇∈Z1

(︂ ∑︀𝑚−1
𝑗=1 (1 + 𝜇𝑗 sgn 𝑙𝑗)2 + (1− 𝜇𝑚 sgn 𝑙𝑚)2

(
∑︀𝑚−1

𝑗=1 (𝑙𝑗 + 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1))2 + (𝑙𝑚 − 𝜇𝑚(2𝑛𝑚 + 1))2)1+𝑠

+

∑︀𝑚−1
𝑗=1 (1 + 𝜇𝑗 sgn 𝑙𝑗)2 + (1 + 𝜇𝑚 sgn 𝑙𝑚)2

(
∑︀𝑚−1

𝑗=1 (𝑙𝑗 + 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1))2 + (𝑙𝑚 + 𝜇𝑚(2𝑛𝑚 + 1))2)1+𝑠

)︂)︂
= 𝑧(𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙𝑚),

т.е. функция 𝑧 четная по переменной 𝑙𝑚.
Четность функции 𝑧 означает, что если она достигает максимума на некотором

векторе l ∈ Z, то такое же значение функция принимает и на векторе ⌊l⌋ ∈ Z, а зна-
чит, область поиска максимума In,3 функции 𝑧 можно сузить до множества N0∩In,3,
а саму функцию 𝑧 представить в виде

𝑧(l) =
∑︁
𝜇∈Z

l2+2𝑠(1 + 𝜇)2

(l + 𝜇 * (2n + 1))2+2𝑠

= 𝑚 +
∑︁

𝜇∈Z,𝜇̸=0

l2+2𝑠(1 + 𝜇)2

(l + 𝜇 * (2n + 1))2+2𝑠
, l ∈ N0 ∩ In,3.

Выберем 𝑞, 1 6 𝑞 6 𝑚, такое, что в векторе 𝜇 = (𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑚) компонента
𝜇𝑞 отлична от нуля. Без ограничения общности рассуждений будем полагать, что
𝑞 = 𝑚.

При 𝜇𝑚 6 −1 найдем

l2+2𝑠(1 + 𝜇)2

(l + 𝜇 * (2n + 1))2+2𝑠
=

(
∑︀𝑚

𝑗=1 𝑙2𝑗 )
1+𝑠

∑︀𝑚
𝑗=1(1 + 𝜇𝑗)2

(
∑︀𝑚−1

𝑗=1 (𝑙𝑗 + 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1))2 + (|𝜇𝑚|(2𝑛𝑚 + 1)− 𝑙𝑚)2)1+𝑠

=

∑︀𝑚
𝑗=1(1 + 𝜇𝑗)2

((
∑︀𝑚−1

𝑗=1 (𝑙𝑗 + 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1))2 + (|𝜇𝑚|(2𝑛𝑚 + 1)− 𝑙𝑚)2)/(
∑︀𝑚

𝑗=1 𝑙2𝑗 ))1+𝑠
.

Выражение ∑︀𝑚−1
𝑗=1 (𝑙𝑗 + 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1))2 + (|𝜇𝑚|(2𝑛𝑚 + 1)− 𝑙𝑚)2∑︀𝑚

𝑗=1 𝑙2𝑗

убывает с ростом 𝑙𝑚 и достигает своего минимума∑︀𝑚−1
𝑗=1 (𝑙𝑗 + 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1))2 + (2𝑛𝑚 + 1)2(1 + 𝜇𝑚)2∑︀𝑚−1

𝑗=1 𝑙2𝑗 + (2𝑛𝑚 + 1)2

при 𝑙𝑚 = 2𝑛𝑚 + 1. Это означает, что при 𝜇𝑚 6 −1 справедлива оценка

l2+2𝑠(1 + 𝜇)2

(l + 𝜇 * (2n + 1))2+2𝑠
6

(
∑︀𝑚−1

𝑗=1 𝑙2𝑗 + (2𝑛𝑚 + 1)2)1+𝑠
∑︀𝑚

𝑗=1(1 + 𝜇𝑗)2

(
∑︀𝑚−1

𝑗=1 (𝑙𝑗 + 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1))2 + (2𝑛𝑚 + 1)2(1 + 𝜇𝑚)2)1+𝑠
,

причем равенство достигается при 𝑙𝑚 = 2𝑛𝑚 + 1.
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При 𝜇𝑚 > 1 получим

l2+2𝑠(1 + 𝜇)2

(l + 𝜇 * (2n + 1))2+2𝑠
=

(
∑︀𝑚

𝑗=1 𝑙2𝑗 )
1+𝑠

∑︀𝑚
𝑗=1(1 + 𝜇𝑗)2

(
∑︀𝑚

𝑗=1(𝑙𝑗 + 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1))2)1+𝑠

=

∑︀𝑚
𝑗=1(1 + 𝜇𝑗)2

(1 +
∑︀𝑚

𝑗=1 𝜇2
𝑗 (2𝑛𝑗 + 1)2 + 2

∑︀𝑚−1
𝑗=1 𝑙𝑗𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1) + 2𝑙𝑚𝜇𝑚(2𝑛𝑚 + 1)/

∑︀𝑚
𝑗=1 𝑙2𝑗 )1+𝑠

.

В выражении

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜇2
𝑗 (2𝑛𝑗 + 1)2 + 2

𝑚−1∑︁
𝑗=1

𝑙𝑗𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1) + 2𝑙𝑚𝜇𝑚(2𝑛𝑚 + 1)

переменная 𝑙𝑚 стоит в первой степени, а в сумме
∑︀𝑚

𝑗=1 𝑙2𝑗 – во второй, поэтому дробь∑︀𝑚
𝑗=1 𝜇2

𝑗 (2𝑛𝑗 + 1)2 + 2
∑︀𝑚−1

𝑗=1 𝑙𝑗𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1) + 2𝑙𝑚𝜇𝑚(2𝑛𝑚 + 1)∑︀𝑚
𝑗=1 𝑙2𝑗

убывает с ростом 𝑙𝑚 и достигает своего минимума при 𝑙𝑚 = 2𝑛𝑚 + 1. Это означает,
что и при 𝜇𝑚 > 1 верна оценка

l2+2𝑠(1 + 𝜇)2

(l + 𝜇 * (2n + 1))2+2𝑠
6

(
∑︀𝑚−1

𝑗=1 𝑙2𝑗 + (2𝑛𝑚 + 1)2)1+𝑠
∑︀𝑚

𝑗=1(1 + 𝜇𝑗)2

(
∑︀𝑚−1

𝑗=1 (𝑙𝑗 + 𝜇𝑗(2𝑛𝑗 + 1))2 + (2𝑛𝑚 + 1)2(1 + 𝜇𝑚)2)1+𝑠
,

причем равенство достигается при 𝑙𝑚 = 2𝑛𝑚 + 1.
Таким образом, функция 𝑧 является возрастающей по каждой компоненте-пере-

менной вектора l = (𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙𝑚), и ее максимум

max
l∈In,3

𝑧(l) = max
l∈N0∩In,3

𝑧(l) =
∑︁
𝜇∈Z

(2n + 1)2+2𝑠(1 + 𝜇)2

(
∑︀𝑚

𝑗=1(2𝑛𝑗 + 1)2(1 + 𝜇𝑗)2)1+𝑠

достигается при l = 2n + 1. Последнее выражение оценим следующим образом:∑︁
𝜇∈Z

(2n + 1)2+2𝑠(1 + 𝜇)2

(
∑︀𝑚

𝑗=1(2𝑛𝑗 + 1)2(1 + 𝜇𝑗)2)1+𝑠
6 𝑀2+2𝑠(2n + 1)

∑︁
𝜇∈Z

(1 + 𝜇)−2𝑠

= 𝑀2+2𝑠(2n + 1)
∑︁
𝜇∈Z

𝜇−2𝑠 6 𝑀2+2𝑠(2n + 1)2𝑚
∑︁

𝜇∈N0, 𝜇̸=0

𝜇−2𝑠.

Каждое слагаемое 𝜇−2𝑠 последней суммы оценим через сумму компонент вектора
𝜇 = (𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑚)

𝜇−2𝑠 =
(︂ 𝑚∑︁

𝑗=1

𝜇2
𝑗

)︂−𝑠

6

(︂
𝑚

(
∑︀𝑚

𝑗=1 𝜇𝑗)2

)︂𝑠

, 𝜇 ∈ N0, 𝜇 ̸= 0.

Зафиксируем 𝜇 ∈ N и обозначим

𝐴𝑚
𝜇 =

{︂
𝜇

⃒⃒⃒
𝜇 = (𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑚) ∈ N0, 𝜇 ̸= 0,

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜇𝑗 = 𝜇

}︂
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множество векторов из N0, сумма компонент которых равна 𝜇. Через 𝑅(𝐴𝑚
𝜇 ) обо-

значим мощность (количество элементов) множества 𝐴𝑚
𝜇 . Теперь суммирование по

векторам 𝜇 ∈ N0 можно заменить суммированием по 𝜇 ∈ N∑︁
𝜇∈N0, 𝜇̸=0

𝜇−2𝑠 6
∑︁

𝜇∈N0, 𝜇 ̸=0

(︂
𝑚

(
∑︀𝑚

𝑗=1 𝜇𝑗)2

)︂𝑠

6 𝑚𝑠
∑︁
𝜇∈N

𝑅(𝐴𝑚
𝜇 )

𝜇2𝑠
.

По лемме 2 работы [6]
𝑅(𝐴𝑚

𝜇 ) 6 𝑚𝜇𝑚−1,

поэтому ∑︁
𝜇∈N0, 𝜇̸=0

𝜇−2𝑠 6 𝑚1+𝑠
∑︁
𝜇∈N

𝜇𝑚−2𝑠−1 = 𝑚1+𝑠𝜁(2𝑠−𝑚 + 1).

Окончательно получим

‖𝑃n𝑢‖2𝐻1+𝑠 6 22𝑚𝑚2+𝑠𝑀2+2𝑠(2n + 1)𝜁(2𝑠−𝑚 + 1)‖𝑢‖2𝐻1+𝑠 .

Теорема 2 доказана.
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