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Предлагается новый подход к исследованию устойчивости эффективных ре­
шений в n-критериальной линейной траекторнои (на системе подмножеств ко­
нечного множества) задаче, принцип оптимальности которой задается цело­
численным параметром s, изменяющимся от 1 до п - 1. При этом крайним 
значениям параметра соответствуют мажоритарный и паретовский принципы 
оптимальности. Для каждого значения параметра s указаны границы измене­
ний параметров частных критериев, сохраняющих эффективность траектории. 

1. Определения и леммы 
Пусть 

Е = { е ь е 2 , . . . , е т } , т ^ 2, Г С 2Е \ {0} , А = [ а 0 - ] л х т € R n m , n ^ 2. 

Постановка n-критериальной (векторной) линейной комбинаторной задачи, которую 
принято называть траекторнои, предполагает задание на множестве траекторий Т 
векторного критерия 

/ М ) = (Л(МШМ),...,/»(М)), 
частными критериями которого являются линейные функционалы 

MINSUM fi{t,A)= V aij —*min, г £ Nn, 
t(zT зещг) 

где 
N(t) = {j e Nm: ej e *}, Nn = {1,2,..., n}. 

Механизм выбора оптимального (в том или ином смысле) решения такой задачи 
обычно основан на использовании бинарных отношений, отражающих предпочти­
тельность одних траекторий другим [1-6]. В свою очередь, всякое бинарное отноше­
ние порождает некий принцип оптимальности (в другой терминологии — функцию 
выбора) [4-8]. 
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Здесь продолжены (см. [9-13]) исследования устойчивости эффективных реше­
ний векторных комбинаторных задач. На этот раз, рассматривая п-критериальную 
задачу, мы задаем принцип оптимальности путем введения целочисленного пара­
метра 5, изменяющегося от 1 до п — 1. При этом крайним значениям параметра s 
соответствуют такие широко известные принципы оптимальности, как мажоритар­
ный (при 5 = 1) [4-6, 14-16] и паретовский (при s = п - 1) [1-8, 17]. Тем самым, в 
данном контексте под параметризацией принципа оптимальности понимается вве­
дение такой характеристики бинарного отношения предпочтения, которая компен­
сирует дефект большого шага. В настоящей заметке найдены границы изменений 
(в чебышевской метрике) параметров частных критериев (элементов матрицы А), 
сохраняющих эффективность траектории, соответствующую каждому значению па­
раметра 5 = 1,2, . . . ,п — 1. Тем самым, обобщены некоторые результаты, полученные 
ранее в [9, 18] (см. ниже следствия 2 и 3). 

Для каждого 5 Е iVn-i на множестве траекторий Т зададим следующее бинарное 
отношение предпочтения между траекториями: 

tf^st <=Ф [t,i',A]+>s[t1t',A]-J 

где 

[t,t'1A}+ = \{ieNn:Ti(t,t',A)>0}l 
[ M U ] _ = |{г € AT»: тДМ',^) < 0}|, 

П{1,1',А) = №,А)-№<А). 

Таким образом, траектория t' предпочтительнее траектории t по бинарному от­
ношению -<s в том и только в том случае, когда число компонент, по которым вектор 
fit', А) лучше вектора /(£,А), более чем в 5 раз превосходит число компонент, по 
которым /(£, А) лучше f{t',А). 

Далее для каждого индекса s € Nn-\ введем множество 5-эффективных траек­
торий Т™(Л), полагая по определению 

T?(A) = {teT:ns(t,A) = 0}, 

где 
ns(t,A) = {t' eT: t' -<st). 

Очевидно, что множество Т"(А) может быть задано следующим эквивалентным 
образом: 

teT?(A) *=> W еТ ( [м ' , 4+<*[М' ,Л] - ) . (1) 

Поэтому Т?(А) С Т£(А) при 1 ̂  5 < к ^ п - 1. 
Ясно, что множество Tf (Л) 1-эффективных траекторий совпадает с множеством 

мажоритарно эффективных траекторий, которое определим традиционным образом 
[4, 5, 14-16]: 

Мп(А) = {t eT: Z(t,A) = 0} , 
где 

п 
E(t,A) = {t'eT: ^ s i g n r ^ M ' , A) > 0} 



Многокритериальные комбинаторные задачи 45 

или иначе, 
3 ( М ) = « i ( M ) = {*' € Т: [ М ' , 4 + > [М' ,Л] -} . 

Мажоритарный принцип оптимальности реализует известную процедуру принятия 
решений большинством голосов. 

Нетрудно убедиться, что траектория t является эффективной (или иначе, опти­
мальной по Парето) тогда и только тогда, когда для любой траектории t' такой, 
что 

f(t,A)*f(t',A), 
справедливо неравенство 

[ М ' , Л ] _ > 1 . 

Поэтому, воспользовавшись очевидным неравенством [£,£', А]+ ^ п — 1, получаем, 
что множество Т^_1(А) всех (п — 1)-эффективных траекторий есть не что иное как 
множество Парето [1-8,17], которое задается следующим образом: 

Pn(A) = {teT:T(t,A) = 0}, 

где 
Г(*,Л) = {? е Т: f(t,A) > f(t',A),f(t,A) ф f(t',A)} 

или иначе, 

r ( t ,A) = nn- i(*, i4) = { t / € T : [t,t',A}+ > 0 & [t,t',A]- = 0}. 

Итак, верна следующая лемма. 

Л е м м а 1. ДЛЯ любого п ^ 2 верны соотношения 

Мп(А) = Т?(А) С Г2
П(А) С . . . С Т^А) = Рп(А). 

Отсюда следует, что 

М2(А) = Р2(А). (2) 

В дальнейшем будем исследовать устойчивость «-эффективной траектории 
t G Т"(А) к возмущению параметров векторного критерия f(t,A) путем прибав­
ления к матрице А возмущающих матриц множества 

Ще) = {ВеПпт:\\В\\<е}у 

где 
е > 0, | |Б| | = шах{|Ьу | : (г, j ) € Nn x ЛГт} 

— чебышевская норма (Zoo) матрицы Б = [&ij]nxm. 
По аналогии с [9,10,12,13} для каждого s € iVn-i радиусом устойчивости траек­

тории t € Т"(А) назовем число 

fsu] 
\ 0 , 

„пи лч _ J supe (A) , если 9(A) ф 0 , 
М * ' Л ) - ^ если9(Л) = 0 , 

где 
в(А) = {е>0:УВе »(e) (t G Гв

п(А + В))}, 
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Опираясь на лемму 1, легко выводим неравенства 

Р?(М) <P?+I(M) < ... <PS-I (M) . 
верные для любых t e T™(A), i e Afn-2- В частности, для мажоритарно эффективной 
траектории t е Tf (А) справедлива цепочка неравенств 

pt(t,A)^pZ(t,A) < . . . < / S _ i ( M ) . (3) 

Положим 

7i(MU) = _ ! ^ r ieNn> (4) 

где 
A(*,*') = I (* \* ' )U(* ' \*) | . 

Лемма 2. Если ji(t,t',A) > О, то для любого ip такого, что О < у? ^ 7t(M'»<A)> и 

любого В G 2Й(< )̂ 
Ti(t,t\A + B) < 0 . 

Доказательство. Пусть матрица В = [Ь^]пхт € ^(^)? а число </? удовлетворяет 
условию леммы. Тогда легко выводим, что 

j€N(t\t') j€N(t'\t) i€N((t\t')U(t'\t)) 

^ ЦВЦД(М') < 7 г ( М и ) Д ( М ' ) = -Т, (М' , Л). 

Отсюда с учетом линейности функции Ti(t,t',A) получаем, что 

Ti(t, *', A + B) = Ti(t, *', A) + n(t, t\ В) < 0. 

Лемма 2 доказана. 

2. Основной результат 
Пусть £ е Т?(А), £' ^t,tfe Т. Все числа т*(М;, Л), * € Wn, упорядочим следующим 
образом: 

г Р 1 ( ^ ^ , А ) < т Р 2 ( ^ , ^ , А ) ^ . . . ^rPn(t,t',A), (5) 

то есть 

7 P I ( M ' , 4 ) ^TjfcCM'M) > ... >7* „ (М ' ,Л) - (6) 

Для любого s e Nn-i положим 

# ( М ) = mirt 7 P f c ( M ^ ) , (7) 

где к = [n/(s + 1)1 — наименьшее целое число, большее либо равное n / (s + l ) . 
Очевидны неравенства 

п^ (s + l)fc < n + s + l. (8) 
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Теорема 1. При любых п ^ 2 и s E iVn_i для радиуса устойчивости р£(£, А) любой 
s-эффективной траектории t € Т™(А) справедлива формула 

p»(t,A) = <pn
a(t,A). 

Доказательство. Пусть t € Т™(А). Сначала покажем, что (р = (p™(t,A) ^ 0. Пред­
положим, напротив, что <р < 0. Тогда в соответствии с определением (7) числа 
(р и неравенствами (5), (6) найдется такая траектория t' ф £, что ввиду к < п 
для всякого индекса г G {fc,fc 4- 1 , . . . , п} справедливо неравенство rPi (£,£', A) > 0. 
Поэтому [£,£', А]+ ^ п — к + 1. Отсюда, учитывая (8) и очевидные неравенства 
[£,£', А]- ^ п — [t,t',A]+, находим, что 

s[t,t\A]- < s ( n - [t,t / ,A]+) < s ( f c - l ) < n + 1 - f e ^ [ t , t , ,A]+ . 

Это противоречит условию, что £ — s-эффективная траектория (см. (1)). 
Далее докажем, что 

P ? ( M ) > V - (9) 

Будем предполагать, что <р > 0 (в случае </? = 0 неравенство очевидно). Тогда 
согласно определению числа <р для любой траектории t' ф t справедливо неравенст­
во 7pfc(^*/j-A) ^ tp > 0. Отсюда, воспользовавшись леммой 2 и неравенствами (5), 
находим, что 

VB €»(¥>) V i e ^ (rPi(t,t',A + B)<Q). 

Поэтому получаем неравенство 

[t,t',A + B]- ^k, 

соединяя которое с (8) и очевидным неравенством 

n-[t,t',A + B]+ ^ [М' ,Л + £ ] _ , 

приходим к соотношениям 

s[t,t',A + B\- ^sk^n-k^n- %t\A + B)- > %t\A + B]+. 

Отсюда видно, что 
V B e & M ( t e l 7 ( i 4 + B)), 

следовательно, верно неравенство (9). 
Наконец, докажем, что 

р?(МК#(М). (Ю) 
Пусть е > (3 > <р > 0, Тогда существует такая траектория t' ^ £, что справедливы 

неравенства 

Vi€{fc,fc + l , . . . , n } ( / ? > 7 p i ( M ' , 4 ) ) . (11) 

Построим возмущающую матрицу В = [6ij]nxm € 9В(£), полагая 

Г/?, если t € NnJ e N(t \ *'), 
ьч = { -Pi е с л и * € ^ n , j G N(t ' \ £), 

в остальных случаях. 
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Тогда благодаря (4) и (11) для всякого индекса г € {к, к + 1 , . . . , п) верны соот­
ношения 

rPi (t, t', A + B) = rPi (t, t\ A) 4 rPi (t, t\ B) 
= - 7 p i (t, *', A) A (t, t') 4 0A(t, t') 
= ( 0 - 7 Л ( М ' , Л ) ) Д ( М ' ) > О . 

Отсюда получаем, что 

[MU + B]. O - I , 
[M',A + B j + ^ n - f c + 1. 

Поэтому в соответствии с (8) 

ф ^ Л + В ] - < s ( n - [ M U + B]+) ^ s ( f c - l ) < n - f c - f l < [ M ' , ^ + #]+-

Следовательно, t £ Т™(А 4- В). Это свидетельствует о том, что для всякого е > <р 
справедливо неравенство р™(£,А) < е. Тем самым верно неравенство (10), которое 
вместе с (9) доказывает теорему. 

3. Следствия 
Следствие 1. Радиус устойчивости всякой маэюоритарно эффективной (1 -эффек­
тивной) траектории t € Мп(А), п ̂  2, выражается формулой 

р ? ( М ) = min 7 Р ДМ',Л) , 
t t i \ \*/ 

где q = [(п 4 1)/2J, — целал часть числа (п 4 1 ) / 2 . 

Отсюда с учетом (5) и (6) легко получаем следующее утверждение. 

Следствие 2 ([18]). Для того чтобы маэюоритарно эффективная траектория 
t € Мп(А), п ̂  1, была устойчива (pi(t, A) > 0), необходимо и достаточно, чтобы 
для всякой траектории t' £ Т \ {£} выполнялось неравенство 

Откуда вытекает следующий критерий [9]: оптимальная траектория линейной 
скалярной задачи (п = 1) устойчива тогда и только тогда, когда других оптималь­
ных траекторий нет. 

Принимая во внимание следствие 1, видим, что для радиуса устойчивости тра­
ектории t € М2(А) = Р2(А) (см. (2)) верна формула 

pi(t,A) = min max7i(t,t' A). 
t'€T\{t}i=l,2 V ' 

Обобщением этой формулы является следующий сопутствующий результат, выте­
кающий из теоремы 1. 

Следствие 3 ([9]). Радиус устойчивости любой оптимальной по Парето ({п — 1)-
эффективной) траектории t G Pn(A), n ̂  2, выражается формулой 

р" i(£,i4)= min max7i (M' ,^ ) -
Г П 1V ' t'eT\{t}i€Nn

 Ч 
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4. Пример 
В качестве иллюстративного примера рассмотрим n-критериальную задачу, в кото­
рой множества 

T?(A),T2{A),...,TZ_X{A) 
непусты и попарно различны. 

Пусть 
Е = { е ь е 2 , . . . , e n _ i } , п ^ 3, t3•, = {е^}, j e Nn-i, 

матрица А = [а^]пх(п-1) имеет вид 

/ 1 0 
0 0 
0 0 
0 0 

0 п - 2 
\ 0 п - 2 

.. 0 0 0\ 

. . 0 0 1 

.. 0 2 1 

.. 3 2 1 

.. 3 2 1 

. . 3 2 1/ 

Тогда 

/ ( t b A ) = ( l , 0 , 0 , . . . , 0 ) € R n , 
f(tj,A) = (0,0,...,0,n-j,...,n-j)eRn, 

где число нулей в f(tj,A) равно п — j и j = 2 , 3 , . . . , п — 1. 
Сначала покажем, что для любого s € Nn-i верно равенство 

rs
n(A) = { t b t 2 , . . . , a , (12) 

то есть имеет место цепочка строгих включений 

0 ф Т?(А) С If (А) С • • • С 2?-1(Л). 

Воспользуемся методом индукции. Прежде всего, равенство (12) очевидно при 
5 = 1, поскольку t\ -<i tj для любого числа j = 2 , 3 , . . . , п — 1 (с учетом асимметрии 
отношения -<\). 

Итак, Т?(А) = {U}. 
Пусть равенство (12) верно при s = k - 1. Покажем, что тогда 

T£(A) = {tut2,...,tk} = T£_1\J{tk}. 

Прежде всего заметим, что согласно лемме 1 

Далее покажем, что tk G Т£(А). Для этого, учитывая определение (1), достаточно 
убедиться, что при любом индексе j £ Nn-i верно неравенство 

к[гк,Ь,А]+>[1к,Ь,А]-. (13) 

Для этого рассмотрим три случая. 
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В первом случае j = 1. Легко видеть, что [£*, £i, Л]+ = к, [tkj U, А]- = 1, и поэтому 
неравенство (13) верно. 

Во втором случае 1 < j < к. Тогда 

[tk,tj,A}+ = k-j, [tk,tj,A]- =j, 

то есть выполняется неравенство (13). 
В третьем случае j > к. Тогда 

[tk,tj,A]+ = fc, [tk,tj,A]+ =j -к. 

Следовательно, выполняется неравенство (13). 
Наконец, осталось показать, что tk+j $. Т£(А) при любом индексе j G Nn-k. 

Очевидно, что это равносильно существованию такой траектории t' eT, что 

[tk+^t\A\+ > к[гк+^г\А)-. 

Понятно, что такой траекторией является t\, так как 

[tk+j,ti,A]+ = к + j , [tk+j,ti,A]- = 1 

при любом индексе j G Nn-k. 
Итак, справедливо равенство (12) при s G Nn-i. 
Покажем теперь на примере траектории t\, входящей в каждое из множеств 

Ts
n(A), s G А^п-15 что радиусы устойчивости p"(t\,A), s G ATn_i, удовлетворяют 

неравенствам (3). 
Действительно, для каждого индекса.? =2 ,3 , . . . , п—1 упорядочив в соответствии 

с (6) числа ji(ti,tj,A), i G Nn, получаем, что 

7(j) = (7PI(*i> t j ,A),7p2(t i , t j ,A), . . . ,7P T I(tutj , A)), 

то есть 
(n — j n — ?' л 1\ 

7 0 ) = ( V - " 2 '0--°'-2J' 
где число нулей равно n — j — 1 и j = 2 , 3 , . . . , n - l . В частности, 

fn-2 п-2 л л 1\ -r(2)=(-1-,-2-.0,. . . ,0,-5J, 
где число нулей равно п — 3, и 

-У(»-1) = ( | | ' - | ) -

Отсюда, воспользовавшись (7), находим, что для всякого s G Nn-i 

«/ . / ч̂ Г1/2, если А: = 1,2, 
Й ^ 1 , Л = mm 7р*(Ь,Ь,А) = { ' ' ' 

2^j<n-i 10, если 3 ^ А: ̂  п - 1. 
Поэтому согласно теореме 1, принимая во внимание определение числа к, получаем, 
что 

п( А) = (о, если 1 ^ s < (п - 2)/2, 
Р Л и ) Ь / 2 , е с л и ( п - 2 ) / 2 < * < п - 1 . 
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Аналогично д л я остальных траекторий tj, j = 2 , 3 , . . . , п — 1, легко находим, что 

если j ^ s ^ п — 2, *«>•*>'{Ъ P a w - / i , / n t 
если 5 = n — 1. 
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