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x�� Kritiqeskie toqki racional�no� funkcii

Klassiqeska� teorema Gaussa utver�daet� qto esli vse korni
kompleksnogo mnogoqlena le�at v poluploskosti� to i vse korni
ego proizvodno� le�at v to� �e poluploskosti� Analogom �to�
teoremy dl� racional�no� funkcii r slu�it teorema Uolxa 	
�
gl� ��� opisyva
wa� mno�estvo na ploskosti� v kotorom mogut
le�at� nuli proizvodno� r�� v predpolo�enii� qto nuli funkcii
r le�at v odno� poluploskosti� a pol
sa v nekotoro� drugo�
poluploskosti� Okazyvaets�� odnako� qto nezavisimo ot raspo�
lo�eni� pol
sov funkcii r� mo�no koe�qto skazat� o raspolo�
�enii nule� funkcii r�� Osnovnym rezul�tatom stat�i �vl�ets�
sledu
wa� teorema�

Teorema �� �i� Pust� r�z� � p�z��q�z�� deg p � �� � racional�na�
funkci�� vse nuli kotoro� le�at v zamknuto� poluploskosti H�
a te pol�sa� kotorye le�at v H� �vl��ts� prostymi	 Togda po
kra�ne� mere odin nol� proizvodno� r� le�it v H	

�ii� Dl� l�byh natural�nyh qisel n�m �n � �� suwestvu�t vza

imno prostye mnogoqleny p� q s prostymi nul�mi� deg p � n�
deg q � m takie� qto funkci� r � p�q imeet vse nuli v zamknuto�
poluploskosti H� a ee proizvodna� r� imeet rovno odin nol� v H	

�sno� qto teorema ostaets� spravedlivo� pri zamene v for�
mulirovke poluploskosti na krug� Oboznaqim qerez W �q� p� �
p�q � pq� vronskian mnogoqlenov q i p� Togda pervu
 qast� teo�
remy 
 mo�no pereformulirovat� tak�
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Sledstvie �� Esli vse nuli odnogo iz mnogoqlenov p� W �q� p�
�deg p � �� le�at v poluploskosti H� to po kra�ne� mere odin
nol� drugogo mnogoqlena le�it v H	

Klassiqeska� teorema Gre�sa utver�daet� qto takim �e� kak v
sledstvii 
� svo�stvom oblada
t pary apol�rnyh mnogoqlenov
�sm� 	�� gl� ��� ili 	�� otdel �� gl� ���� Otmetim� qto v naxem slu�
qae para p� W �q� p� budet apol�rno� lix� pri deg p � deg q � ��
Po�tomu svo�stva apol�rnyh mnogoqlenov� vyteka
wie iz teo�
remy Gre�sa� perenos�ts� na pary p� W �q� p�� Naprimer�

Sledstvie �� Esli vse korni mnogoqlena p �deg p � �� le�at v
vypuklom mno�estve A� a vse korni vronskiana W �q� p� le�at v
vypuklom mno�estve B� to pereseqenie A �B nepusto	

Posle moego doklada 	�� na konferencii v i
ne ���� g� v Oden�
se uqastnik konferencii H� Buff l
bezno soobwil mne o sle�
du
we� pereformulirovke pervo� qasti Teoremy 
� priqem on
naxel i drugoe ee dokazatel�stvo 	���

Sledstvie 	� Pust� r � racional�noe otobra�enie sfery Rima

na	 Esli vse nuli �ili vse pol�sa� otobra�eni� r le�at v za

mknutom kruge D� to D soder�it hot� by odnu kritiqesku� toq

ku otobra�eni� r	

Zdes� pod kritiqeskimi toqkami otobra�eni� r � p�q my po�
nimaem koneqnye nuli vronskiana W �q� p� i toqku �� esli ona
�vl�ets� nulem ili pol
som dl� r kratnosti bol�xe� qem 
�
Dokazatel�stvo teoremy 
 otlo�im do x�� a se�qas privedem

prilo�enie teoremy 
 k zadaqe iz teorii prostranstv Bergma�
na� kotora� i poslu�ila ishodno� toqko� nasto�wego issledo�
vani��

x�� Koinvariantnye podprostranstva

operatora sdviga v prostranstve Bergmana

Sformuliruem abstraktnu
 zadaqu dl� nekotorogo gil�ber�
tova prostranstva X funkci�� analitiqeskih v ediniqnom kruge
D � D � fz � jzj � �g� a zatem primenim teoremu 
 dl� rexeni�
�to� zadaqi� v sluqae� kogda X �vl�ets� prostranstvom Ber�
gmana� Pust� operator sdviga Mz � Mzf � zf � de�stvuet v X�
I � koneqnomernoe invariantnoe podprostranstvo sopr��ennogo
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operatora M�
z � dimI � n� Esli f � �lement iz I� to qto mo��

no skazat� o qisle nule� funkcii f v kruge D� Legko videt��
qto vosproizvod�wie �dra k��z� ��g� k�� � g���� g � X� �vl�
ts�
sobstvennymi vektorami operatoraM�

z � a vosproizvod�wie �dra

dl� proizvodnyh k
�m�
� ��g� k

�m�
� � � g�m����� g � X� �vl�
ts� korne�

vymi vektorami operatora M�
z � Sledovatel�no� prostranstvo I

�vl�ets� line�no� oboloqko� soder�awihs� v nem vosproizvo�
d�wih �der� to est� esli f � I� to f �

Pn

j�� cjk�j
�s sootvetstvu�


wimi izmeneni�mi� esli I soder�it kornevye vektory��
V proste�xem sluqae� kogda X est� prostranstvo Hardi H��

dl� koinvariantnogo podprostranstva I� dimI � n� imeem I �
K� � H���H�� gde � � proizvedenie Bl�xke s n nul�mi fzkgnk���
Togda vkl
qenie f � I oznaqaet� qto

f �
nX

k��

ck
�� �zkz

�
q�z�

p�z�
�

gde q � proizvol�ny� mnogoqlen� deg q � n� a nuli mnogoqlena p
nahod�ts� v D� � fz � jzj � �g� Oqevidno� v �tom sluqae qislo
nule� mnogoqlena q v kruge mo�et prinimat� l
boe znaqenie ot
� do �n� ���
Pust� X � L�a�D � �vl�ets� prostranstvom Bergmana� to est�

�to � prostranstvo analitiqeskih v D funkci�� dl� kotoryh

kfk� �

Z
D

jf�z�j�dm� ���

gde m� � normirovanna� ploska� mera Lebega� Togda

k��z� �
�

��� ��z��
� k

�m�
� �z� �

�m 	 ��
zm

��� ��z�m��
�

Oboznaqim qerez Z�f� mno�estvo nule� funkcii f �

Teorema �� �i� Esli I est� invariantnoe podprostranstvo ope

ratora M�

z razmernosti n� n � �� f � nekotory� 
lement iz I�
to

� � card�Z�f� � D � � �n� ��

�ii� Dl� l�bogo m� � � m � �n� �� na�duts� invariantnoe pod

prostranstvo I razmernosti n i 
lement f iz I� dl� kotorogo
card�Z�f� � D � � m	
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Vospol�zovavxis� vyra�eniem �dra Bergmana dl� proizvol��
no� odnosv�zno� oblasti qerez konformnoe otobra�enie �to�
oblasti na krug i �dro Bergmana dl� kruga� poluqim

Sledstvie 
� Dl� l�bo� odnosv�zno� oblasti G s granice�� so

sto�we� bolee qem iz odno� toqki� qislo nule� v G line�no� kom

binacii n �n � �� �der Bergmana mo�et prinimat� znaqeni� ot
� do �n� �	

Dokazatel�stvo teoremy �� Vmesto kruga D udobnee budet ras�
smotret� ni�n

 poluploskost� C� � fz � Imz � �g� Togda

f �
nX

k��

ck
�z � zk��

�

gde zk � C� � fz � Im z � �g� Esli podprostranstvo I soder�it
i kornevye vektory� to est� v summe dl� f vstreqa
ts� i sla�
gaemye vida ck�z � zk��m� m � �� to stepen� qislitel� drobi f
budet men�xe� qem ��n � ��� po�tomu mo�no predpolo�it�� qto
vse toqki fzkgnk�� razliqny� Zametim� qto

f�z� �

�
�

nX
k��

ck
z � zk

��

�

�
q

p

��
� Z�p� � C� �

Po sledstvi
 
 po kra�ne� mere odin nol� vronskiana W �q� p�
le�it v C� i� znaqit� card�Z�f� � C� � � �n� ��
Doka�em punkt �ii� indukcie� po n� Dl� n � � legko ukazat� li�

ne�nye kombinacii� vovse ne ime
wie nule�� a tak�e line�nye
kombinacii� ime
wie odin nol� v C� � Pust� dl� �n � �� utver�
�denie verno� Iz punkta �ii� teoremy 
 sleduet� qto suwestvu
t
vzaimno prostye mnogoqleny p� q� deg p � n� deg q � n � �� takie�
qto Z�p� � C� � card�Z�W �q� p�� � C �� � �� gde C� � fz � Imz � �g�
Tak kak degW �q� p� � �n� �� to card�Z�W �q� p�� C� � � �n� �� Ana�
logiqno� vybrav q� deg q � n� �� poluqim line�nu
 kombinaci

n �der Bergmana s ��n� 
� nul�mi v C� � esli �e � � m � �n� ��
to po indukcionnomu predpolo�eni
 na�dets� �lement f � f � I�
dimI � �n� ��� tako�� qto card�Z�f� � C� � � m� �

Otmetim� qto koneqnye line�nye kombinacii �der Bergmana
izuqa
ts� v 	�� v sv�zi s problemo� faktorizacii v prostran�
stve Bergmana�
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x�� Dokazatel�stvo teoremy �

Lemma� Pust� g�z� � zn	an��zn��	 � � �	a� � mnogoqlen� vse nuli
kotorogo le�at v C� � togda a��a� � C� 	

Dokazatel�stvo lemmy� Oboznaqim qerez c�� � � � � cn nuli mno�
goqlena g�z�� Togda

a� � ����nc� � � � cn� a� � ����n��
nX
j��

nY
k��
k ��j

ck�
a�
a�

� �
nX
j��

�

cj
� �

Esli a� �� �� to lemma spravedliva i pri zamene C� na C ��

Doka�em punkt �i� teoremy 
 dl� poluploskosti C �� Esli u
mnogoqlena p est� nol� kratnosti bol�xe� qem odin� to �tot �e
nol� budet nulem vronskiana W �q� p�� po�tomu mo�no sqitat��
qto vse nuli polinoma p razliqny� Sdelaem line�nu
 zamenu
peremennyh v mnogoqlenah p i q tak� qtoby odin iz nule� mno�
goqlena p sovpal s naqalom koordinat� a ostal�nye ego nuli
ostalis� v C �� Budem sqitat�� qto starxie ko�fficienty mno�
goqlenov p i q ravny edinice� Oboznaqim

p�z� � zn	 � � �	a�z
�	a�z� W �q� p� � �n�m�zn�m��	 � � �	b�z	b��

Tak kak p i q vzaimno prosty� to q��� �� ��

W �q� p���� � �p�q � q�p���� � p����q��� � a�q����

�W �q� p������ � �p��q � q��p���� � p�����q��� � �a�q����

S drugo� storony W �q� p���� � b�� W
��q� p���� � b�� Sledovatel��

no� b��b� � �a��a�� Po lemme a��a� � C �� Dopustim� qto vse nuli
vronskiana W �q� p� le�at v C� � togda po lemme b��b� � C� � qto
nevozmo�no� Znaqit hot� by odin nol� vronskiana W �q� p� popa�
daet v C ��
Dl� dokazatel�stva punkta �ii� budem ispol�zovat� sledu
�

wi� �sm� napr� 	�� gl� ��� rezul�tat� izvestny� iz algebry�

Predlo�enie� Pust� u�x�� v�x� � vewestvennye vzaimno prostye
mnogoqleny� f�z� � u�z� 	 i v�z��

n��f� � card�Z�f� � C� �� n��f� � card�Z�f� � C� ��
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Togda n��f��n��f� � �I�u� v�� gde I�u� v� � indeks mnogoqlena i ot

nositel�no v� ravny� raznosti qisla korne� u pervogo tipa ot

nositel�no v �x� � koren� pervogo tipa� esli u�x�� � �� u�x� 	 v�x�
men�et znak s minusa na pl�s pri perehode qerez x�� i qisla kor

ne� u vtorogo tipa �x� � koren� vtorogo tipa� esli u�x�� � ��
u�x� 	 v�x� men�et znak s pl�sa na minus pri perehode qerez x��	
Indeks I�u� v� vyqisl�ets� s pomow�� obobwennogo r�da Xturma�

f� � u� f� � v� fj � fj��gj���fj��� j � �� �� � � � � k��� fk � const�

a imenno� I�u� v� � V �u� v���� � V �u� v� 	��� gde V �u� v�x� � qislo
peremen znakov v r�de Xturma ffj�x�g

k
j��	

Pristupim k postroeni
 vzaimno prostyh mnogoqlenov p� q s
prostymi nul�mi� deg p � n� deg q � m� n � �� takih� qto n��p� � n�
n��W �q� p�� � �� Zafiksiruem n� n � �� vyberem n razliqnyh ve�
westvennyh qisel x�� x�� � � � � xn� polo�im g�x� � �x�x�� � � � �x�xn��
p�z� � g�z� � iag��z�� gde a � �� parametr a vyberem potom� Nu�
li mnogoqlena p�z� nepreryvno zavis�t ot parametra a� vybe�
rem a nastol�ko malym� qtoby nuli mnogoqlena p byli blizki
k toqkam x�� � � � � xn� byli razliqny i p�i� �� �� Mnogoqleny q
budem stroit� po indukcii po stepeni m� Dl� m � � polo�im
q�z� � z � i� Togda

W �q� p� � g�z � g � ig� 	 a��g�� � izg�� 	 ig���

Podsqitaem qislo nule� v C� u mnogoqlena f � g� zg�	 ig�� Dl�
pary g� g� imeem V �g� g����� � n� V �g� g�� 	�� � �� R�d Xturma
dl� pary �g � g�x�� g� otliqaets� ot r�da Xturma dl� pary g� g�

tol�ko pervym �lementom� Starxi� ko�fficient mnogoqlena
�g�g�x� raven ���n�� ��n � �� Sledovatel�no� V �g�g�x� g����� �
n � �� V �g � g�x� g�� 	�� � �� n��f� � n��f� � ��n � ��� Znaqit
n��f� � �� n��f� � n � �� Vyberem parametr a nastol�ko malym�
qtoby korni vronskiana W �q� p� ostalis� v teh �e poluplosko�
st�h C� � C� � qto i u mnogoqlena f � Togda n��W �q� p�� � ��
Dopustim� qto postroen normalizovanny� mnogoqlen q� deg q �

m� tako�� qto n��W �q� p�� � �� Predpolo�im� qto m �� n��� m �� n�
Budem iskat� mnogoqlen q� stepeni �m	�� v vide q��z� � q�z���z	
i�� � � �� parametr � vyberem poz�e� Imeem

pq � zm�n 	 g�� deg g� � m	 n�

W �q� p� � �n�m�zm�n�� 	 g�� deg g� � m 	 n � ��
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W �q�� p� � ��z 	 i�W �q� p�� �pq �

� �zm�n���n�m� ��

�
z 	 i

n�m

�n �m � ���
	

g�z�

zm�n��
	 �c

�
�

deg g � m 	 n� �� c � C � Tak kak m �� n� m �� n� �� to

n �m

n�m � �
� �� z� � �i

n�m

�n �m � ���
� z� � C� �

Vyberem � nastol�ko malym� qtoby samy� bol�xo� po modu�
l
 koren� vronskiana W �q�� p� byl blizok k z�� a ostal�nye
korni vronskiana W �q�� p� byli by blizki k korn�m vronskia�
na W �q� p� i le�ali by v teh �e poluploskost�h C� � C� � qto i
korni W �q� p�� Togda n��W �q�� p�� � n��W �q� p�� � ��
Esli m � n � �� to polo�im q� � q 	 p� Togda deg q� � n�

W �q�� p� � W �q� p��
Tem samym teorema dokazana dl� vseh par n�m� dl� koto�

ryh m � n� Ostalos� tol�ko postroit� primer mnogoqlenov
p� q� deg p � n� deg q � n 	 �� Zametim� qto esli mnogoqle�
ny p� q� deg p � n� deg q � m oblada
t svo�stvami n��p� � n�
n��W �q� p�� � �� to takimi �e svo�stvami oblada
t mnogoqleny
p��z� � znp����z�� q��z� � zmq����z�� Po dokazannomu� suwestvu�

t mnogoqleny p� q� deg p � deg q � n	�� dl� kotoryh n��p� � n	��
n��W �q� p�� � �� �sno� qto utver�denie teoremy o zamknuto� po�
luploskosti �kvivalentno utver�deni
 ob otkryto� poluplos�
kosti� Po�tomu� ne umal�� obwnosti� mo�no sqitat�� qto odin iz
nule� mnogoqlena p sovpadaet s naqalom koordinat� a ostal�nye
le�at v C� � Polo�im p� � zn��p����z�� q� � zn��q����z�� Togda
deg p� � n� deg q� � n	�� n��p�� � n� n��W �p�� q��� � n��W �p� q�� � ��
�

Zameqanie �� Analog teoremy Uolxa 	
� o nul�h proizvodno�
racional�no� funkcii spravedliv i dl� proizvodno� proizve�
deni� dvuh mnogoqlenov� Proste�xie primery mnogoqlenov p� q�
deg p � �� deg q � �� pokazyva
t� qto v teoreme 
 nel�z� zamenit�
otnoxenie mnogoqlenov na ih proizvedenie�

Zameqanie �� V teoreme 
 uslovie� qto pol
sa funkcii r� po�
pada
wie v H� dol�ny byt� prostymi� �vl�ets� suwestvennym�
Vz�v� naprimer� p � �z � i��z � �i�� q � �z � �i��� poluqim proiz�
vodnu
 r�� ne ime
wu
 nule� v C� �
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Bylo by interesno i dl� drugih gil�bertovyh prostranstv
analitiqeskih funkci� v kruge i v drugih oblast�h issledovat�
vopros o vozmo�nom qisle nule� line�no� kombinacii n vospro�
izvod�wih �der� v qastnosti� dl� vesovyh prostranstv Bergmana
i dl� prostranstv Bergmana v mnogosv�znyh oblast�h�
V zakl
qenie prinoxu blagodarnost� G� Xapiro� kotory�

privlek moe vnimanie k voprosu o qisle nule� v kruge line�no�
kombinacii n �der Bergmana�
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