
V� V� Kapustin

HARAKTERISTIQESKIE FUNKCII

I IH FAKTORIZACII

V �to� zametke my daem novoe opredelenie harakteristiqe�
sko� funkcii � s�ati� v gil�bertovom prostranstve� � ras�
smatrivaets� kak funkci�	 znaqeni� kotoro� 
 operatory	 de��
stvu�wie v tom �e samom prostranstve	 snab�ennom vesami� My
ustanavlivaem nekotorye formuly	 sv�zyva�wie naxe oprede�
lenie s klassiqeskim opredeleniem i opredeleniem	 ispol�zue�
mym v �beskoordinatnom
 variante teorii funkcional�no� mo�
deli� Ispol�zu� naxe novoe opredelenie	 my daem novu� inter�
pretaci� faktorizacii harakteristiqesko� funkcii	 sootvet�
stvu�we� invariantnomu podprostranstvu�

Harakteristiqeskie funkcii s�ati�

�� Naqnem s klassiqeskogo opredeleni� harakteristiqesko�
funkcii s�ati�� Pust� T 
 s�atie v gil�bertovom prostranstve
H� Predpolo�im	 qto T 
 vpolne neunitarno	 t�e� ne suwestvu�
et nenulevogo podprostranstva	 privod�wego T 	 na kotorom T
de�stvuet kak unitarny� operator� Opredelim D � �I �T �T ����	
D� � �I � TT �����	 D � clos rangeD	 D� � clos rangeD�� Harakteri�
stiqeska� funkci� � 
 �to funkci�	 znaqeni� kotoro� 
 operato�
ry iz D v D�	

����d �
�
�T � �D��I � �T ����D

�
d� d � D� ���

V ��� sobrana osnovna� informaci� o harakteristiqeskih funk�
ci�h� Horoxo izvestno	 qto funkci� � 
 s�ima�wa�	 t�e� k����k �
� dl� vseh �	 j�j � �� My pixem � � H��D � D���
Esli � 
 analitiqeska� operatornoznaqna� funkci�	 to my

govorim	 qto vse funkcii vida �����	 gde � 	 �� 
 unitarnye ope�
ratory	 sovpada�t s �� Esli k�k� � �	 to � mo�et byt� pred�
stavlena kak � � �u��p	 gde �u 
 unitarna� konstanta	 a �p 
 qi�
sta� funkci�	 t�e� k�p���ek � kek dl� vseh e �� �� Vse s�ima�wie

Rabota qastiqno podder�ana RFFI� grant ��������	
��

��
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operatornoznaqnye funkcii	 qistye qasti kotoryh sovpada�t s
�	 tak�e budut nazyvat�s� harakteristiqeskimi funkci�mi T �

�� Pust� W � � 
 neotricatel�ny� operator v H� Opredelim
novoe skal�rnoe proizvedenie v H�

� �� � �W� �W �� ��� ���

Qerez HW budem oboznaqat� zamykanie faktor�prostranstva
H	 kerW otnositel�no normy	 sootvetstvu�we� skal�rnomu pro�
izvedeni� � �� � �W �
Teper� opredelim funkci� �	 ���� 	 HI�T�T � HI�TT� �

���� � �I � �T ������ � T �� ���

Lemma �� Funkci� � sovpadaet s harakteristiqesko� funkcie�
� s�ati� T �

Dokazatel�stvo� Vvedem operatory � 	 HI�T�T � D	 �h � Dh	
i �� 	 HI�TT� � D�	 ��h � D�h� Oqevidno	 � 	 �� 
 unitarnye
operatory� Utver�denie lemmy sleduet iz horoxo izvestnogo
sootnoxeni� ����� � ������	 kotoroe legko mo�et byt� provere�
no�

�� Po opredeleni�	 blu�da�wee prostranstvo izometriqeskogo
operatora est� ortogonal�noe dopolnenie ego obraza�
L�boe s�atie imeet izometriqesku� dilataci�� Izometri�

U�	 de�stvu�wa� v prostranstve	 soder�awem H	 est� izome�
triqeska� dilataci� s�ati� T 	 esli ortononal�noe dopolnenie
G prostranstva H invariantno otnositel�no U�� Blu�da�wie
podprostranstva operatorov U� i U�jG budut oboznaqat�s� so�
otvetstvenno E� i E�
Nam nu�ny nekotorye formuly	 zaimstvovannye iz �beskoor�

dinatnogo
 varianta teorii funkcional�no� modeli ���� Vvedem
izometriqeskie vlo�eni� 
 i 
� prostranstv vektornoznaqnyh
funkci� H��E� i H��E�� v H � G�
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Togda U�
 � 
z	 U�
� � 
�z� Dl� operatora S � 
�
�

 imeem

zS � Sz� �to oznaqaet 	 qto S 
 operator umno�eni� na opera�
tornoznaqnu� funkci� iz H��E � E��	 kotora� budet obozna�
qat�s� to� �e samo� bukvo� S� Dl� j�j � � estestvennym obrazom
opredel��ts� operatory S����

Lemma �� S � harakteristiqeska� funkci� T �

Dokazatel�stvo� Opredelim izometriqeskie operatory � i ���
� 	 HI�T�T � E	 �h � PEU�h � �U��T �h� �� 	 HI�TT� � E�	 ��h �
PE�

h � �I � U�T
��h �zdes� PE	 PE�

oboznaqa�t ortogonal�nye
proekcii na E	 E� sootvetstvenno�� Imeet mesto

Sublemma �� S���� � �������

Drugimi slovami	 v sublemme utver�daets�	 qto sledu�wa�
diagramma kommutativna�

HI�T�T
�

����� E

����

��y ��yS���
HI�TT�

������� E�

Dokazatel�stvo sublemmy �� Dl� h � H imeem�

������h � �h � �I � U�T
���I � �T ������� T �h� �U� � T �h �

�I � U�T
���I � �T ������� T �h� ��� T �h� �� � U��h �

��T � � U�T
���I � �T ������� T �h� �� � U��h �

��� U���I � �T �����I � T �T �h � �� � U��f�

gde f � �I � �T �����I � T �T �h� Tak kak f � H � G	 poluqaem


�
�
��� U��f ���� � 
��� z��
�

�
f����� � �� Sledovatel�no	

S����h � 

�
�
�h���� �



�
�
��h� ��� U��f����� � 

�

�
������h���� � ������h�

Dokazatel�stvo sublemmy zakonqeno�

Esli U� 
 minimal�na� dilataci�	 to operatory � i �� uni�
tarny� �to znaqit	 qto funkcii � i S sovpada�t� Esli U� 
 ne
minimal�na� dilataci�	 to	 analogiqnym obrazom	 qista� qast�
S sovpadaet s �� Ortogonal�noe dopolnenie podprostranstva
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minimal�no� izometriqesko� dilatacii H � G 
 invariantnoe
podprostranstvo operatora U�� Blu�da�wee podprostranstvo
su�eni� U� na �to podprostranstvo soder�its� v E i E� i or�
togonal�no obrazam � i ��� Sledovatel�no	 S��� de�stvuet na
�tom podprostranstve kak to�destvenny� operator� Takim obra�
zom	 �qista� qast�� S 
 harakteristiqeska� funkci� T 	 i lemma
dokazana�

Invariantnye podprostranstva

�� Teper� predpolo�im	 qto H� 
 invariantnoe podprostran�

stvo T 	 i T imeet matricu

�
T� X
O T�

�
otnositel�no razlo�eni�

H � H� � H�� Sledu� ���	 my oboznaqim blu�da�wee podpro�
stranstvo su�eni� U� na H��G bukvo� F � pus� � 
 izometriqe�
skoe vlo�enie H��F � v H �G	

�
X
k��

zkfk �
X
k��

Uk
�fk� fk � F�

Vvedem funkcii S� i S� takim �e obrazom	 kak my opredelili
vyxe funkci� S� S� � ��
	 S� � 
�

�
�� Takie �e soobra�eni�	

kak my ispol�zovali v predyduwem paragrafe	 privod�t k to�
mu	 qto S� i S� 
 harakteristiqeskie funkcii operatorov T� i T�
sootvetstvenno� V horoxo izvestno� teoreme o faktorizacii ha�
rakteristiqesko� funkcii �sm� napr� ���	 xVII��� utver�daets�	
qto S � S�S��

�� Pust� funkcii ��	 �� ime�t dl� operatorov T�	 T� tako� �e
smysl	 kak funkci� � dl� T � Imeem�

���� � �I��T �������T � ��
I��T �� O
��X� I��T ��

�
���

��T� �X
O ��T�

�
�

�
�I��T �� �

�� O
�I��T �� �

���X��I��T �� �
�� �I��T �� �

��

��
��T� �X
O ��T�

�
�
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�
����� ��I��T �� �

��X
�I��T �� �

���X������ �������I��T �� �
���X��I��T �� �

��X

�
�

�
I O

�I��T �� �
���X� �����

��
����� ��I��T �� �

��X
O I

�
�

e�����e������ ���

Cel� �togo razdela � pokazat�	 qto v diagrammu Sublemmy �
mo�et byt� vstavlena prome�utoqna� komponenta� Vvedem pro�
me�utoqny� ves�

W �

�
I � T�T

�

� X
X� I � T �� T�

�
���

i vlo�eni� 
 	 HW � F 	 
h � PF �U� � I�h	 h � H� Rassmotim
sledu�wu� diagrammu�

HI�T�T
�

����� E

e�����

��y ��yS����
HW

�
����� F

e�����

��y ��yS����
HI�TT�

������� E�

Teorema �� �i� 	ta diagramma kommutativna


�ii� Operatory �� 
� �� � izometriqeskie� Esli U� � minimal��
na� izometriqeska� dilataci�� to oni unitarny
 v 
tom sluqae

faktorizacii S � S�S� i � � e��
e�� unitarno 
kvivalentny�

Dokazatel�stvo� Predpolo�im	 qto izometriqeska� dilataci�
minimal�na �v obwem sluqae prostranstvo izometriqesko� di�
latacii raspadaets� v pr�mu� summu prostranstva minimal��
no� izometriqesko� dilatacii i ego ortogonal�nogo dopolne�
ni�� na vtoro� komponente induciru�ts� ediniqnye operatory
kak pr�mye slagaemye v razlo�eni�h operatorov S����	 S������
Operatory � i �� unitarny� dokazatel�stvo takoe �e	 kak i v
Lemme ��
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Teper� predstavim nabrosok dokazatel�stva togo	 qto dia�
gramma kommutativna� Osnovnye idei � te �e samye	 qto i v
dokazatel�stve Sublemmy �� Po opredeleni�	 
 � PF �U� � I�h�
Legko pokazat�	 qto esli h� � H�	 to 
h� � �I � U�T

�

� �h�	 i esli
h� � H�	 to 
h� � �U� � T��h�� Neposredstvennym vyqisleniem

poluqaets�	 qto dl� h � h� � h� � H � H� �H� imeem� 
 e�����h �
�U��T �h����U��f 	 gde f � �I��T �� �

����I�T �� T��h��T
�

�Xh�� � H��

Sledovatel�no	 S�����h � 
���U� � T �h���� � 
��
 e�����h���� �


�����h� Dokazatel�stvo sootnoxeni� S����
 � ��e����� mo�et
byt� poluqeno po analogiqno� sheme s ispol�zovaniem sootno�

xeni� �� e�����h � 
h� ��� U��f 	 gde f � �I � �T �� �
���X�h� � �I �

T �� T��h�� � H��

Doka�em	 qto 
 
 unitarny� operator� To	 qto 
 
 izome�
tri�	 dokazyvaets� neposredstvenno� Drugoe dokazatel�stvo mo�
�et byt� poluqeno rassmotreniem unitarno� dilatacii T � To�
gda vopros svodits� k oqevidnomu sluqa� unitarnyh operato�
rov� Ostaets� dokazat�	 qto 
 imeet plotny� obraz� Voz�mem
vektor f � F 	 ortogonal�ny� obrazu 
� �to znaqit	 qto dl� l��
bogo h � h��h� � H � H��H� my imeem ��U��I�h� f� � �� Tak kak
�h�� f� � �U�h�� f� � �	 �to perepisyvaets� kak �h� � U�h�� f� � ��
�to znaqit	 qto f ortogonalen H� i U�H�	 poskol�ku h� i h� 

proizvol�nye� Tak kak f � H� � G i f ortogonalen H�	 poluqa�
em	 qto f � G� �to mo�et sluqit�s� tol�ko esli f � E� To	 qto
vektor f ortogonalen U�H�	 oznaqaet	 qto f ortogonalen U�H	 i
sledovatel�no	 U��f ortogonalen H� Znaqit f � E�� No esli di�
lataci� minimal�na	 to pereseqenie E i E� sostoit iz nulevogo
vektora	 otkuda f � �	 i tem samym 
 
 unitarny� operator�

Takim obrazom	 dokazatel�stvo Teoremy � zakonqeno�

Zameqani�� �� Legko neposredstvenno proverit�	 qto qistye qa�

sti e�� i e�� sovpada�t s �� i �� sootvetstvenno�

�� Analogiqna� konstrukci� mo�et byt� postroena dl� sopr��
�ennyh operatorov� Sv�z� s ishodno� konstrukcie� stanovits�
�sno�	 esli my rassmotrim unitarnu� dilataci� U operato�
ra T � Togda U otobra�aet blu�da�wee podprostranstvo	 voz�
nika�wee v sopr��ennom sluqae	 v blu�da�wee prostranstvo v
konstrukcii	 opisanno� vyxe�

�� Tak�e	 formuly faktorizacii � i analogiqnye formu�
ly	 postroennye dl� operatora T �	 vzaimosv�zany� Ka�uwa�s�
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asimmetri� v �tih formulah isqezaet	 esli my vspomnim	 qto
imeem delo s vesovymi prostranstvami�

Nes�ima�wie operatory

My pokazali	 qto harakteristiqeska� funkci� �	 vvedenna� v
�to� zametke	 sovpadaet s obyqno�� Takim obrazom	 my poluqi�
li novu� interpretaci� harakteristiqesko� funkcii	 kotora�
pozvol�et napisat� formuly	 sv�zannye s invariantnym podpro�
stranstvom s�ati��
�to opredelenie mo�et byt� estestvenno rasxireno na nes�i�

ma�wi� sluqa�� Privedem zdes� osnovnye opredeleni� dl� ne�
s�ati�� Klassiqeskoe opredelenie harakteristiqesko� funkcii
est� sledu�wee obobwenie formuly ���� Pust� D � jI � T �T j���	
J � sign�I � T �T �	 D� � jI � TT �j���	 J� � sign�I � TT ��	 D �
clos rangeD	 D� � clos rangeD�� Esli �	
� ne prinadle�it spektru
T �v qastnosti	 esli � dostatoqno malo�	 to ���� 
 operator iz
D v D�	

����d �
�
�TJ � �D��I � �T ����D

�
d� d � D�

Teper� postroim analog funkcii �� Prostranstva HI�T�T 	
HI�TT� opredel��ts� tak �e	 kak vyxe	 no teper� oni ne gil��
bertovy	 a prostranstva Kre�na �v qem razliqie me�du � i ���
Imenno	 esli W 
 samosopr��enny� operator �neob�zatel�no
neotricatel�ny��	 to	 kak v ���	 opredelim novoe skal�rnoe pro�
izvedenie � �� � �W� �W �� ��	 kotoroe mo�et byt� neopredelennym
�t�e� � x� x �W mo�et byt� otricatel�nym�� Funkci� � oprede�
lena to� �e samo� formulo� ���� ���� � �I��T �������T �� Funk�
cii � i � sv�zany izvestnym sootnoxeniem D����� � ����DJ �

Prome�utoqny� ves i faktorizaci� � � e��
e��	 sootvetstvu��

wie invariantnomu podprostranstvu	 opredel��ts� formulami
���	 ���� Nadeems�	 qto �ta interpretaci� teoremy o faktori�
zacii harakteristiqesko� funkcii pomo�et pon�t�	 qto prois�
hodit v vyro�dennyh sluqa�h	 naprimer	 esli su�enie vpolne
neunitarnogo operatora na invariantnoe podprostranstvo est�
unitarny� operator� Poslednee nevozmo�no	 esli rassmatriva�
emy� operator 
 s�atie�
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