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ВЫРАЖЕНИЕ А-^ ЧЕРЕЗ ИТЕРАЦИИ НЕОГРАНИЧЕННОГО 

САМОСОПРЯЖЕННОГО ОПЕРАТОРА А 
НА АНАЛИТИЧЕСКИХ ВЕКТОРАХ 

А. В. Б а б и н 

Обозначим через А самосопряженный оператор в гильбертовом про­
странстве Н со всюду плотной областью определения D {А), Потребуем, 
чтобы при и ^ D {А) была выполнена оценка 

{Аи, и) > р2 {и, и), р > 0. (1) 
В настоящей работе получено выражение A-'^-h (х > 1 целое) через A^h^ 
А: = О, 1,. . ., на множестве векторов, удовлетворяющих условию 

h^D (Л^), II АЧь II < Р {к) {2к)\ R-^\ к = i, 2,. . ., (2) 
где Р — полином. (Как известно, такие векторы называются аналитиче­
скими по отношению к оператору У А,) Векторы, удовлетворяющие (2), 
представляют особый интерес в связи с тем, что в случае, когда А — эл­
липтический дифференциальный оператор второго порядка с аналити­
ческими коэффициентами на компактном многообразии Q без края, ус­
ловие (2) эквивалентно аналитичности Д на £2. Выражение А~^ через ите­
рации А дает в этом случае явное выражение значения и (XQ) единствен­
ного глобального решения дифференциального уравнения Аи = h через 
производные от коэффициентов и правой части уравнения в той же точке 
XQ, (См. [1], а также примеры, приведенные в конце данной статьи.) 
Отметим, что применение теории самосопряженных операторов позво­
лило обобщить некоторые результаты [1] на уравнения, не^ рассмат­
ривавшиеся в [1], в частности, на вырождающиеся на границе области 
эллиптические уравнения. 

Если g Ez Н, то выражение {Ah, g) определяет на D (А^) линейный 
функционал, который мы будем обозначать через A^'^g, Пусть Т^к-г (t) — 
полином Тейлора степени 2х — 2 в нуле функции cos t. Если функции %а (s) 
а == 1, 2,. . ., одной вещественной переменной удовлетворяют условиям 

_j-oo +°° +°о 

5 (1 + IS D̂ --̂  IX. (s) \ds <Соо, 5 Ха (s) ds = 1, \ s^^x. (s) ds = 0 (3 ) 
O O C30 CX) 

при ]' = !,,,., к — 1, то при h ^ D (А^) справедливо тождество 

{А-^'К A^^^f) = ( 5 А-^ cos {SYA) hXa {s) ds, A^^A-

- ( 5 A- [COS {s / I ) - r^K-i {s VA)] hx. (s) ds, A^*f). 

Записав здесь Л""̂  cos {s YA) h в виде спектрального разложения и 
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поменяв затем в первом слагаемом порядок интегрирования по Я, и по s, 
получаем следующее утверждение. 

Л е м м а 1. Если h ^.D {А^), последовательность функций %а удов­
летворяет условиям (3) и условию 

Ит 'sup I i (I) I - О, где i, (|) = J ^"''̂ ^^ (̂ ) ^^' (^) 

то при всех f ^ Н 
- j-oo -}-оо 

(Л->̂ А, Л^*/) == - lim 5 \ ^-"^ [cos {sYl) - r^x-i (̂  /?^)] d {Еу^А% f) Ха {s) ds. 
О - * ' ^ — ex р2 

Л е м м а 2. Если вектор h удовлетворяет условию (2), то функция 

р2 

продолжается до функции переменной 2: = 5 + гт, голоморфной в полосе 
I т I < Л. Яр1г I 2 I < Д 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Очевидно, что достаточно доказать голо­
морфность функции Л -̂̂  cos (z Y^) ^- Поскольку I cos {s + гт) Р ^ сЬЧ, 
то в силу условия (2) по теореме Фату получаем, что 

схэ оо 2 

^ Х-^" I cos (S + ix) yi р d (^x/j, hX[Y, Цщ^ т^*] < ^ . (6) 

Поэтому fe принадлежит области определения ^^cos(z]A^) . Голоморф­
ность в полосе I т I < -R легко непосредственно проверить, воспользовав­
шись (6) и теоремой Лебега. Формула (5) следует из формулы Тейлора. 

Т е о р е м а . Пусть вектор h удовлетворяет условию (2). Пусть у^а (s) 
удовлетворяют условиям (3) и (4) и, кроме того, продолжаются до функ­
ций комплексной переменной z = s -\- ir, голоморфных в полосе | т | < ^ . 
Тогда реигение уравнения А^ и = h ( % ^ 1 целое) определяется формулой 

{и, A^V) = ( - 1)̂ ^̂  lim lim V ^ ?,Vi,,„ , (7) 

где f^ Н, Z > О, 
_ , . , _ . i _ o / u (2/c + l)! ft=o 

(8) 
^^/=0 

функция J у, {z) определяется равенством (5), R <i R. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Отображение th {nzHR) = w; конформно 

переводит полосу | Im| z < Л' в круг |гг?| << 1, а вещественную ось — в 
интервал (—1, +1). Поэтому 

\ to {S) / , {S) ds = \ xJ. ( ^ arc th w) J^'^^l^^ . 
— oo —1 

Так как подынтегральное выражение в правой части голоморфно в круге 
\ W \ <С i, то формула (7) следует из леммы 1 и формулы Тейлора. 

З а м е ч а н и е . В более общем случае, когда выполнена оценка 
{Аи, гг) > — Pi (и, и), а интервал |Я | <С р^ не содержит точек спектра Л, 
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также имеют место формулы (5), (7), (8) .[Однако в этом случае на функции 

Хо нужно наложить дополнительное ограничение \ Xo(5)ch(pis)'d5<^oo, 
^ —оо 

lim sup I Хо (^t) I = 0. Всем ограничениям удовлетворяют, например, 

функции Ха (Ю = a~"̂ Xi(a"̂  5), Xi (Ю = ^х (Ю ехр (— g*), где полином 
Рх степени 2к — 1 выбирается так, чтобы были выполнены условия (3). 
Доказательства проводятся так же, как для положительно определен­
ного оператора. 

Приведем примеры уравнений, удовлетворяющих условиям теоремы. 
П р и м е р 1. Дифференциальное уравнение в R^ 

п 

Аи(х)^ — ^^-^ о.гз {А -^г ^ (̂ ) + 0̂ {Ф (^) = Ь. (х\ (9) 

где \aij {х)) — положительно определенная эрмитова матрица, а^ (х) ^ 
> Со ^ 0. Коэффициенты а̂ у, ао и функция h голоморфны и ограничены 
в комплексной области U ^ {z ^ х -\- iy^ х^ у ^ R'̂ , | г/ | <; d} и М/̂  (х) = 
= sup I А (п; + 2) I е L2 (R^) при некотором б > 0. В этом случае Н == 

\Л<ь 
= Z/2 (R^), выполнение условия (2) проверяется при помощи замечания 
1.1 работы [1]. В качестве функционала можно взять дельта-функцию 
8 {х - х^) = A'^'f, (При Z > ^ / 4 /EELO,(R^) . ) Формулы (5), (7), (8) 
дают, таким образом, явное выражение и {XQ) через A^h (̂ о)> / = О, 1,. . . 
Эти формулы локальны, хотя единственное решение и {х) уравнения (9) 
выделяется глобальным условием принадлежности к пространству Собо­
лева Н^ (R'̂ ), накладывающим ограничения на поведение функции и {х) 
в бесконечности. Отметим также, что если для двух различных h-^ и h^^ 
имеют место A^h-^ {XQ) = A^h^ (XQ), 7 = О, 1,. . ., то щ (XQ) = и^ i^o)-

П р и м е р 2. Вырождающееся уравнение (9), коэффициенты atj ко­
торого образуют положительно определенную матрицу внутри ограничен­
ной области Q и одновременно обращаются в нуль на ее границе, UQ {Х) > 
>Со^О. Предполагается, что Utj, а^жк голоморфны в комплексной окре­
стности замыкания Q области Q. (Предполагается также, что оператор 
А симметричен на множестве бесконечно дифференцируемых в веществен­
ной окрестности й функций, т. е. граница достаточно хорошая.) Если х^ 
лежит внутри Q, то в качестве Л'*/ можно брать Ь {х — XQ). 

Приведем пример, показывающий, что не может существовать выра­
жения A~'^h через A^h^ 7 = О, 1,. . ., если в (2) заменить (2^)! на [(2А:)!]̂ "''̂ . 
Пусть А — оператор, действующий на функции, периодические с перио-
дом 2я, Аи = — и" -\- и. Очевидно, Ai =^ i. Как известно [2], при каж­
дом 8 ^ 0 существует бесконечно дифференцируемая ф (t), ф(^) = 1 при 
И 1 ^ ^4» Ф (̂ ) = О при I ^ I > Vg, удовлетворяющая оценке \А^ ф (̂ ) I ^ 
< С^ [(27*)! ]̂ "̂ -̂ Заметим, что ф {Nt) -> О в L2 (— я, п) при N -^ оо. 
Решение уравнения Аи = 1 — ^>{Nt) = h при достаточно большом N 
не обращается в нуль. С другой стороны, A^h (t) = О при | it | < 1/3N. 
Московский институт Поступила в редакцию 
инженеров транспорта 14 октября 1976 г. 
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