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QISLA KLASSOV NEOPREDELENNYH

BINARNYH KVADRATIQNYH FORM

x�
Pust� a� b� c � celye qisla� h�d� � qislo klassov sobstven�

no �kvivalentnyh primitivnyh binarnyh kvadratiqnyh form
ax� � bxy � cy� diskriminanta d � b� � �ac� H�D� � qislo klas�
sov sobstvenno �kvivalentnyh primitivnyh binarnyh kvadra�
tiqnyh form ax� � �bxy � cy� determinanta D � b� � ac� Oprede�
lenie qisla klassov H�D� prinadle�it Gaussu�

Gauss 	
� Art� �	�
 predpolo�il� qto v sluqae otricatel�nyh
determinantov X

�x�D��

H�D� � ��x���

������
�

�tot fakt dokazali Lipxic �
��� i Mertens �
���� Krome to�
go� Gauss predpolo�il� qto lix� dl� koneqnogo mno�estva ot�
ricatel�nyh determinantov v ka�dom rode form imeets� tol�ko
odin klass� �to bylo dokazano u�e v �� veke�

Gauss zameqaet� qto �otnositel�no qisla klassov ��� polo�i�
tel�nye determinanty vedut seb� soverxenno ne tak� kak otri�
catel�nye� 	
� Art� �	��� V �� Art� �	�
 on pixet� ���� sredi polo�
�itel�nyh nekvadratnyh determinantov� po kra�ne� mere� poka
oni ne oqen� veliki� naprotiv� b�ol�xa� qast� obladaet taki�
mi klassifikaci�mi� kogda v ka�dom rode imeets� tol�ko odin
klass� h� � � i Bylo by krasivo� i dosto�no� vnimani� matema�
tikov zadaqe� opredelit�� po kakomu zakonu vse re�e i re�e
vstreqa�ts� determinanty� oblada�wie v ka�dom rode tol�ko
odnim klassom� do sih por my ne mo�em ni teoretiqeski oprede�
lit�� ni induktivno s dostatoqno� uverennost�� predpolo�it��
obryva�ts� li soverxenno v konce koncov takie determinanty
�qto� odnako� predstavl�ets� malovero�tnym�� ili oni stanov�t�
s� po kra�ne� mere beskoneqno redkimi� ili �e ih qastota vse
bli�e podhodit k posto�nnomu predelu� Srednee qislo klassov

���
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rastet lix� nemnogo bystree� qem srednee qislo rodov� i na�
mnogo medlennee� qem kvadratnye korni iz determinantov �����

Suwestvovanie beskoneqnogo mno�estva rodov� oblada�wih
tol�ko odnim klassom� dokazal Dirihle �
����

H���k��� � � �k � 	� �� �� � � ���

Posledovatel�nost� determinantov v primere Dirihle oqen�
redka� Lix� nedavno E� P� Golubeva 	�� II� poluqila znaqi�
tel�no bolee ubeditel�noe rexenie� sredi prostyh qisel p � x
suwestvuet ne menee Cx log�� x� C � 	� takih� qto hot� by od�
no iz znaqeni� H��p��� H���p��� H���p�� ravno �� Otmetim� qto
� ��p�� � � ���p�� � � ���p�� � �� gde p �� �� ��� �� i � �D� � qislo ro�
dov form determinanta D� tak qto sredi determinantov D � x

imeets� ne menee C�x��� log�� x� C� � 	� s odnim klassom v rode
form�

V nasto�wee vrem� vydvinuty koliqestvennye gipotezy o po�
vedenii qisel klassov neopredelennyh binarnyh kvadratiqnyh
form� podtver�da�wie predpolo�eni� Gaussa� Privedem neko�
torye iz nih�

Gipoteza � �Holi 	���� Pri x�� imeem

X
D�x

H�D� � ��

����
x log� x�

Gipoteza � �Holi 	���� Pri x�� imeem

X
p�x

p�� �mod ��

H�p� � �

�
x�

Gipoteza � �Holi 	���� Pust� N �x� �� � qislo prostyh p � �
�mod ��� dl� kotoryh p � x i H�p� � �� Togda suwestvuet pre�
del

lim
x��

logx

x
N �x� ��

i pri ��� imeem

lim
x��

logx

x
N �x� �� � �

��
�
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Gipoteza � �E� P� Golubeva 	���� Pust� l�d� � dlina perioda raz�

lo�eni�
p
d v nepreryvnu	 drob�� Togda spravedliva ocenka

�fd � x� l�d� � Lg � O�x��� logx��

gde L � x��� logx i konstanta� vhod�wa� v O� absol	tna��

V kaqestve sledstvi� �to� gipotezy imeem ocenku�

h�d�� log� d

dl� poqti vseh d�
Poka izvestno ne mnogo rezul�tatov v napravlenii predpolo�

�eni� Gaussa� kasa�wihs� polo�itel�nyh determinantov �ili
diskriminantov�� Otmetim rabotu E� P� Golubevo� 	�� I�� V ne�
bylo zameqeno� qto posledovatel�nosti tipa fh��p��g� p be�it
po prostym qislam� podda�ts� izuqeni�� priqem k nim prime�
nimy metody� ispol�zuemye pri issledovanii gipotezy Artina
o primitivnyh korn�h �sm� tak�e 	�� II��� Bylo pokazano� qtoX

p�x

h��p�� � O�x����logx���� �
�

�trivial�ny� rezul�tat� O�x��logx����� predpolagaema� nai�
luqxa� ocenka� O�x������ Rezul�tat �
� po sile sootvetstvu�
et ocenkam� pri dokazatel�stve kotoryh ispol�zuets� teorema
Bomb�eri�Vinogradova� sm� 	��� Dalee� v 	�� I� v predpolo�enii
spravedlivosti rasxirenno� gipotezy Rimana �RGR� dl� neko�
toryh pole� algebraiqeskih qisel bylo dokazano sootnoxenie

�fp � x j h��p�� � �g 	 x

logx
�

Otmetim� qto qislo rodov form diskriminanta �p�� p �� �� ravno
��

Napomnim teper� formulu Dirihle dl� h�d�� d � 	 � nekva�
drat�

h�d� �

p
d

log 	d
L��� 
d��

gde 
d�m� �
�
d
m

�
� simvol Le�andra��kobi�Kronekera� 	d � fun�

damental�noe rexenie uravneni� Pell� t� � du� � �� Izvestno�
qto

d�� � L��� 
d�� log d�
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v predpolo�enii gipotezy Rimana dl� L�r�dov Dirihle ocenki
utoqn��ts��

�log log d��� � L��� 
d�� log logd�

Izvestno� qto p
d � 	d � eA�

p
d log d�

gde A� � 	 � nekotora� konstanta� Tem samym� povedenie h�d�
opredel�ets�� v osnovnom� povedeniem 	d�

Pust� d � �p�� togda

h��p�� �
p
p
�

log 		p�
L��� 
	p���

L��� 
	p�� poqti konstanta� i povedenie h��p��� kak i v obwem slu�
qae� opredel�ets� povedeniem 		p� �

Rassmotrim teper� posledovatel�nost� diskriminantov d �
m� � �� da�wu� �kstremal�no bol�xie qisla klassov� Imeem

	d �
m �

p
m� � �

�

i

h�m� � �� �

p
m� � �

log m�
p
m���
�

L��� 
m���� 	

	 m

logm
L��� 
m���� �m����

Povedenie h�m� � �� opredel�ets� povedeniem L�funkcii Diri�
hle v toqke s � � i shodstvo so sluqaem otricatel�nyh diskri�
minantov vpolne oqevidno� Legko videt� �sr� 	���� qto

X
��m�M

h�m� � �� � b
M�

logM
�M ����

gde b � 	 � konstanta� Suwestvu�t i drugie posledovatel�nosti
diskriminantov s ukazannym �kstremal�nym svo�stvom �sm� 	����
Odnako iz sformulirovannyh vyxe gipotez 
�� sleduet� qto dl�
bol�xinstva polo�itel�nyh diskriminantov �ili determinan�
tov� qisla klassov maly�
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Cel� nasto�we� raboty � podtverdit� �tot fakt dl� posle�
dovatel�nosti diskriminantov �p�� gde p probegaet prostye qi�

sla s usloviem
�
	
p

�
� �� Pust� vypolnena RGR �	��� rasxiren�

na� gipoteza Rimana dl� dzeta funkci� Dedekinda vseh pole�

Kn � Q�	
�

n

� � ��n�� n � �� �� �� � � �� 	� � ��
p
	

� � �n � primitivny� ko�
ren� n�o� stepeni iz 
� Togda ime�t mesto sledu�wie rezul��
taty�


� Pust� ��x� � skol� ugodno medlenno monotonno vozrasta��
wa� funkci� s usloviem ��x���� Togda

�

�
p � x j

�
�

p

�
� �� h��p�� � �logp���p�

	
� o���x���

gde
��x� �

X
p�x

�

�spravedlivo i bolee sil�noe utver�denie� sm� ni�e zameqanie

��

�� Pust� � � proizvol�na� dostatoqno bol�xa� polo�itel��
na� konstanta� Togda dl� l�byh x � x� spravedlivo sootnoxe�
nie

�

�
p � x j

�
�

p

�
� �� h��p�� � �

	
	 ��x�

�
�

gde 	�konstanty �vl��ts� absol�tnymi�
�� Dl� ��� ����� � � �� vseh prostyh p s usloviem

�
	
p

�
� � imeem

h��p�� � ��
Dokazatel�stva �tih i drugih rezul�tatov dany v xx
��� My

ispol�zuem idei raboty 	�� i metod Holi 	� v uslovnom dokaza�
tel�stve gipotezy Artina� a tak�e varianty �togo metoda �sm�
	 �
����

x�
Pust� K � Q�

p
��� 	� � ��

p
	

� � fFmg � posledovatel�nost� qisel
Fibonaqqi� gde F� � 	� F� � ��

Fm � Fm�� � Fm���

Izvestno� qto
	m� � Fm�� � 	�Fm� ���
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Oboznaqim qerez ��n� dlinu naimen�xego perioda posledova�
tel�nosti fFmgm�Nmod n� Pust� Zn � kol�co klassov vyqetov
mod n� Z�n�	�
 � gruppa edinic kol�ca Zn�	�
� ord�a�G� � minft �
	 j at � �� a 
 G� G � koneqna� gruppag� o�a� n� � ord�a�Z�n�	�
��
Dl� a 
 N o�a� n� oznaqaet naimen�xee celoe polo�itel�noe d�
dl� kotorogo ad � � �mod n�� t�e� por�dok qisla a �mod n�� Kak
dokazano v 	
��� dl� n 
 N� n � ��

��n� � o�	�� n��

Lemma � �sm� 	
���� Pust� p � � i p �� �� Togda

�� esli
�
	
p

�
� �� to ��p� j �p � ��


�� esli
�
	
p

�
� ��� to ��p� j ��p� ���

Oqevidno�

	
��n�
� � F��n���� 	�F��n��

gde F��n��� � � �mod n�� F��n� � 	 �mod n�� Pust� i�n� � naimen��
xee natural�noe qislo takoe� qto n j Fi�n�� Po svo�stvam qisel
Fibonaqqi� i�n� j ��n�� Qislo i�n� nazyvaets� toqko� vho�deni�
n v posledovatel�nost� qisel Fibonaqqi�

Ni�e my rassmatrivaem tol�ko prostye qisla p s usloviem�
	
p

�
� �� budem ispol�zovat� soglaxenie

X
p�x

� � � � �
X

p�x�� �p �
�

� � � �

Vvodim veliqinu

r�	�� p� �
p� �

o�	�� p�
�

Rassmotrim pole Kn � Q
�
	
�

n

� � ��n

�
� gde ��n � primitivny� koren�

�n�o� stepeni iz 
� Pust� �n� � �Kn � Q
� V 	
�� dokazano� qto

�n� �


����
���

n��n�� esli � � n i � j n�
�n��n�� esli � j n i � j n

ili � � n i � � n�

�n��n�� esli � j n i � � n�

���
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Mo�no pokazat�� qto esli p � �n� to p vpolne razlo�imo v po�
le Kn togda i tol�ko togda� kogda n j r�	�� p� �sr� 	
�� 
�� 
����
Vvedem veliqinu

�����x� n� � �

�
p � x j

�
�

p

�
� �� n j r �	�� p�

	
�

Lemma � �plotnostna� teorema Qebotareva��
�� Pust� verna RGR dl� dzeta funkcii Dedekinda pol� Kn� Togda

�����x� n� �
�

�n�
lix� O�x

�

� log�xn���

gde

lix �

xZ
�

dt

log t
�

�� Bezuslovny� variant� esli n � �logx����� to suwestvuet ab�
sol	tna� konstanta A � 	 taka�� qto

�����x� n� �
�

�n�
lix�O

�
x exp

�
�A
p
logx

�
n
��

�

Dokazatel�stvo sm� v 	
�� 
���
Osnovna� cel� nasto�wego paragrafa � issledovat� summuX

p�x

� log r�	�� p��

Imeem X
p�x

� log r�	�� p� �
X
n�x

��n������x� n�� ���

gde ��n� � funkci� Mangol�dta� Iz punkta �� lemmy � neposred�
stvenno sleduet �sr� 	
���� qtoX

p�x

� log r�	�� p� � C � lix�

gde

C �
�X
n
�

��n�
�
�n�

i F �x� � G�x� oznaqaet� qto dl� ka�dogo 	 � 	 suwestvuet x�
takoe� qto

F �x� � �� � 	�G�x�

pri x � x��
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Teorema �� Pust� verna RGR �	��� rasxirenna� gipoteza Rimana
dl� dzeta funkci� Dedekinda vseh pole� Kn� n � �� �� �� � � � � Togda

X
p�x

� log r�	�� p�� x log logx

logx
�

Dl� dokazatel�stva vospol�zuems� ravenstvom ���� Imeem

X
p�x

� log r�	�� p� �

�
X

n�
p
x� log� x

��n������x� n� �
X

p
x� log� x�n�x

��n������x� n� �

�
X

�
�
X

�
�

K pervo� summe primenim plotnostnu� teoremu Qebotareva
�punkt 
� lemmy ��� Imeem

X
�
�

X
n�

p
x� log� x

�logn�

�
x log logn

n� logx
�O

�p
x log�xn�

�	� ��x��

Pust� q oznaqaet prostoe qislo� Summu
P

� razbivaem na dve
summy�
X

�
�

X
q�
p
x� log� x

�log q������x� q� �
X

q��
p
x� log� x�
���

�log q���x� q�� �

�
X

���
�
X

���
�

Ocenivaem summu
P

����

X
���
�

X
q��

p
x� log� x�
���

�log q�
x

q�
� x

X
q�
p
x� log� x

log q

q�
� ��x��

V svo� oqered� summu
P

��� razbivaem na dve summy�

X
���

�
X

p
x� log� x�q�

p
x log x

�log q������x� q��
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�
X

q�
p
x logx

�log q������x� q� �
X

�����
�
X

�����
�

Summa
P

����� ograniqena sverhu veliqino�

�


�
p j p delit

Y
m�

p
x� log x

jN �	m� � ��j
��
� � logx� ��x��

Qtoby ocenit�
P

������ ispol�zuem teoremu Bruna�Titqmarxa
i formulu Mertensa� Napomnim� qto

��x� a� k� � �fp � x j p � a �mod k�g�
Po teoreme Bruna�Titqmarxa� dl� �a� k� � � i k � x

��x� a� k� �
�� � ��x

��k� log��x�k�

�� � 	 i x � x������ Imeem
X

�����
�

X
p
x� log� x�q�

p
x logx

�log q���x� �� q��

� x

logx

X
p
x� log� x�q�

p
x logx

log q

q
� x log logx

logx
�

i teorema dokazana�
Iz teoremy 
 vyteka�t interesnye sledstvi�� Formula ����

v qastnosti� daet

	
i�p�
� � Fi�p��� � 	�Fi�p��

�sno� qto 	
i�p�
� � fundamental�na� edinica por�dka Op � f�� p	�g

kvadratiqnogo pol� Q�
p
��� a i�p� � indeks gruppy edinic por�d�

ka Op v gruppe edinic maksimal�nogo por�dka O � f�� 	�g pol�

Q�
p
���

Pust� �h�d� � qislo klassov nesobstvenno �kvivalentnyh pri�
mitivnyh binarnyh kvadratiqnyh form ax� � bxy � cy� diskri�
minanta d � b� � �ac� Spravedlivo sootnoxenie

h��p�� �

�
��h��p��� esli i�p� qetno �
�h��p��� esli i�p� neqetno �
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Nam neobhodim qastny� sluqa� formuly Gaussa �sm� 	
� 
 ���

�h��p�� �
p�

�
	
p

�
i�p�

�
p� �

i�p�
�

Legko pokazat�� qto

��p� � �	i�p�� gde � � 	 ili 
� ili ��

Teorema 
 i ukazannye vyxe sootnoxeni� da�t sledu�wi� re�
zul�tat�

Teorema �� Pust� verna RGR �	��� TogdaX
p�x

� logh��p��� x log logx

logx
�

Sledstvie �� Pust� ��x� � skol� ugodno medlenno monotonno voz�
rasta	wa� polo�itel�na� funkci� s usloviem ��x� � � �x �
��� Esli verna RGR �	��� to imeem

�

�
p � x j

�
�

p

�
� �� h��p�� � �log p���p�

	
�

� o���x��� x���

Zameqanie �� Mo�no predpolo�it�� qto pri x��X
p�x

� log r�	�� p� � c�lix� ���

gde c� � 	� i� kak sledstvie� qtoX
p�x

� logh��p�� 	 lix�

Iz gipotetiqesko� ocenkiX
p�x

� logh��p��� lix

vytekaet� qto

�

�
p � x j

�
�

p

�
� �� h��p�� � ��p�

	
� o���x���

V posledu�we� rabote poslednee sootnoxenie budet vyvedeno
iz RGR �	�� metodom� shodnym s ispol�zovannym ni�e metodom
dokazatel�stva teoremy ��
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x�
V nasto�wem paragrafe rassmatrivaets� povedenie summy

X
p�x

log r�a� p�� ���

gde a � � � natural�noe qislo�

r�a� p� �
p� �

o�a� p�
�

�ta summa vpolne analogiqna summe
X
p�x

� log r�	�� p��

Izuqenie summy ��� predstavl�et interes� v qastnosti� v sv�zi
s gipotezo� ���� Gipoteza

X
p�x

log r�a� p� � c�a�lix

�a � �� x � �� byla vydvinuta v rabote 	���� tam �e ona pod�
tver�dalas� na qislennom materiale �pri a � �� �� ��� V rabote
	
�� bylo pokazano� qto

X
p�x

log r��� p� � � lix�

gde

� �
�X
n
�

��n�

�n�
� �n� � �Q����n� �n� � Q
�

i qto pri vypolnenii RGR dl� dzeta funkci� Dedekinda pole�
Q����n� �n� spravedliva ocenka

X
p�x

log r��� p�� x log logx

logx
�

V nasto�wem paragrafe bez kakih�libo gipotez dokazyvaets��
qto ocenka X

p�x

log r�a� p�� lix



QISLA KLASSOV ���

verna v srednem po a� Dokazatel�stvo ispol�zuet metod Stefen�
sa 	 � II�� Pust� N � expfc��logx����g� c� � 	�

S� � N�� X
a�N

X
p�x

log r�a� p��

Naxa zadaqa � dat� toqnu� po por�dku ocenku sverhu summy S��
Dl� haraktera 
 po modul� p i dl� r j �p� �� vvedem veliqinu

cr�
� � ����p� ���
X
a

�
�a�� ���

gde a probegaet po vsem celym qislam por�dka �p� ���r v inter�
vale dliny p�

Ispol�zu� ���� imeem

S� � N�� X
a�N

X
p�x

X
wj�p����

o�a�p�
�p����w

logw �

� N�� X
a�N

X
p�x

X
wj�p���

logw
X


 �mod p�

cw�
�
�a� �

� N��X
p�x

X
wj�p���

logw
X


 �mod p�

cw�
�
X
a�N


�a��

V summirovanii
P


 �mod p� � � � vydelim glavny� harakter�

X

 �mod p�

� � � �
X

�

� � ��
X

�

�

� � � �

Nam potrebuets� sledu�wi� rezul�tat iz 	 � II�� kotory� my
sformuliruem v vide lemmy� Predvaritel�no vvedem oboznaqe�
nie� kotoroe ispol�zuets� ni�e� por�dok haraktera 
 oboznaqa�
ets� libo qerez k� libo qerez ord
�

Lemma �� Esli 
 �� 
�� to

jcr�
�j � �r� k��rk� ��

dalee�

cr�
�� � ���p � ���r���p� ��� � �
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S pomow�� �� i � � imeem

S� � N��X
p�x

X
wj�p���

�logw�
���p� ���w�

p� �
��N 
� �N�p
��

�O


�
N��X

p�x

X
wj�p���

�logw�
X

 �

�

jcw�
�j
������
X
a�N


�a�

������

��
� �

�
X
p�x

X
wj�p���

�logw�
���p� ���w�

p � �
�O�N��lix��

�O��logx�� log logx��

�O


�
N��X

p�x

X
wj�p���

�logw�
X

 �

�

�ord
�w�

w � ord


������
X
a�N


�a�

������

��
� �

� P� � I� � I� � P��

Qlen I� poluqaets� pri pomowi ocenki

X
p�x

X
wj�p���

�logw�
���p � ���w�

p� �
�

�
X
p�x

X
wj�p���

logw

w
� Clix�O�x��logx�D��

gde D � proizvol�na� konstanta � �� podrobnosti sm� ni�e pri
rassmotrenii P��

Qlen I� poluqaets� pri pomowi ocenki

X
p�x

�

p

X
wj�p���

logw

w
�
X
p�x

�

p
�logp�d�p� ��� �logx�� log logx�

Vvedem oboznaqenie

S� �
X
p�x

d�p� ��
X

�

�

�ord
�w�

w � ord


������
X
��N


�a�

������ �

Togda
P� � O�N���logx�S���
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Pust�
P�

oznaqaet summirovanie po primitivnym harakteram�
Imeem

S� �
X
p�x

d�p� ��
X


 �mod p�

�

��� ord
�

������
X
a�N


�a�

������ �

Po neravenstvu Gel�dera� poluqaem

S�r
� �


�

X
p�x

d�p� ���r���r���
X


 �mod p�

�

k��r���r���

��
�

�r��

�

�
X
p�x

X

 �mod p�

�

������
X
a�N


�a�

������
�r

�

r � � � celoe qislo� Oqevidno�X

 �mod p�

�

k��r���r��� � d�p� ���

Horoxo izvestno �M� B� Barban 	�
��� qto
X
p�x

dl�p� �� 	 x�logx��
l��� �
��

gde l 
 N� Nam neobhodima ocenka �sm� 	 � II���

X
d�K

X

 �mod d�

�

������
X
a�N


�a�

������
�r

�

� �K� � N r�
X
a�Nr

f� �r�a�g�� �

�

gde � �r�a� � koliqestvo sposobov zapisi a v vide upor�doqennogo
proizvedeni� r mno�itele�� ka�dy� iz kotoryh ne prevoshodit
N � Ispol�zu� �
�� pri l � � i �

� pri K � x� poluqaem

S�r � fc�x log� xg�r���x� �N r�
X
a�Nr

f� �r�a�g�� �
��

gde c� � 	 � konstanta� Nam potrebu�ts� rezul�taty iz 	 � II��
kotorye my oformim v vide sledu�we� lemmy�
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Lemma �� �� Esli x� � N � expfc��logx����g� to
x����rf��N� � logx�g��� �

� expf�c��logx����
�
log logxg� �
��

gde
r � �� logx

�
logN 
 � � �
��

i c� � 	 pri uslovii� qto konstanta c� dostatoqno velika


��v� y� �
X
n�v�
p�n��y

�

i p�n� oznaqaet naibol�xi� prosto� delitel� n�
�� Esli N r � x� toX

a�Nr

f� �r�a�g� � N rf��N� � logx�gr� �
��

Vyberem r kak v �
��� Esli N � x�� to r � �� i iz �
�� sleduet
ocenka

S� � x����logx��N�

Esli x� � N � expfc��logx����g� to r � � i �
��� �
��� �
�� da�t

S� � xN �logx��
�r��

�r expf�c��logx����
�
log logxg�

Obratims� teper� k qlenu P�� Imeem

P� �
X
p�x

X
wj�p���

logw

w

���p � ���w�

�p� ���w
�

�
X
p�x

X
wj�p���

logw

w
�
X
n�x

logn

n
��x� �� n� �

�
X

��n��logx�A

��x� �� n�
logn

n
�

X
n��logx�A

��x� �� n�
logn

n
� S� � T��

Summa S� vyqisl�ets� s pomow�� teoremy Zigel��Val�fixa
�sm� 	����� Imeem

S� � lix
X

��n��logx�A

logn

n��n�
� O�x��logx�B��
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gde B � proizvol�na� konstanta � ��
Summa T� ocenivaets� s pomow�� teoremy Bruna�Titqmarxa�

Imeem

T� �
X

n��logx�A

logn

n

x

��n�
� x

�
�logx�B�A��

gde konstanta B�A� � 	 dostatoqno velika pri dostatoqno bol��
xom A�

Tem samym� dokazana

Teorema �� Pust� N � expfc��logx����g i konstanta c� � 	 do�
statoqno velika� Togda

N�� X
a�N

X
p�x

log r�a� p� � Clix�O�x
�
logx�D��

gde

C �
�X
n
�

logn

n��n�
�

D � proizvol�na� konstanta � ��

x�
V nasto�wem paragrafe prostye qisla oboznaqa�ts� ne tol��

ko bukvo� p� no i q� Vvedem oboznaqenie�

N���w�x� � �

�
p � x

�� ��

p

�
� �� r�	�� p� � w

	
�

Teorema �� Pust� verna RGR �	��� Togda dl� l	bogo 	 � 	 spraved�
liva asipmtotika

N���w�x� � A�	�� w�lix�O

�
w��log logx�

x

�logx��

	
� �
��

gde

A�	�� w� �


����
���

��
�Ag�w�� esli �w� �	� � ��
�
�Ag�w�� esli �w� �	� � ��
�
�Ag�w�� esli �w� �	� � ��
�
�Ag�w�� esli �w� �	� � �	�

�
��
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A �
Y
q

�
�� �

q�q � ��

�
�

�X
n
�

��n�

n��n�
�

� 	��������������	� � � �konstanta Artina��

g�w� �
�

w�

Y
qjw

q� � �

q� � q � �
�

O�konstanta zavisit tol�ko ot 	�

Zameqanie �� Rezul�tat mo�no formulirovat� v terminah qi�
sel Fibonaqqi� tak kak

N���w�x� � �

�
p � x

����

p

�
� �� ��p� �

p � �

w

	
�

Dokazatel�stvo teoremy osnovano na rezul�tatah rabot 	
��


� 
��� My privedem lix� vyqislenie plotnosti A�	�� w�� su�
westvovanie kotoro� v oqen� obwe� situacii �vmeste s sootvet�
stvu�we� formulo�� bylo dokazano Lenstro� 	
��� Pri �tom is�
pol�zovalas� nekotora� RGR� Poluqenie asimptotiqesko� for�
muly s ostatoqnym qlenom �
�� idet �s ispol�zovaniem RGR
�	��� po sheme raboty 	
��� odnako vyvod ostatoqnogo qlena nami
ne privodits�� Otmetim� qto dl� w � � teorema byla dokazana
v 	
���

Iz obwe� formuly Lenstry �sm� 	
�� Th� ��
�� sleduet� qto

A�	�� w� �
X
k�N

��k�

�kw�
�

gde
�kw� � �Kkw � Q
�

Ispol�zu� formulu ���� poluqaem

A�	�� w� �
�

�

X
k�N

��k�

kw��kw�
�

�

�

X
k�N�
��kw

��k�

kw��kw�
�

��

�

X
k�N�
	�kw

��k�

kw��kw�
� �

�

X
k�N�
��kw�
	�kw

��k�

kw��kw�
�
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Vvedem summu 	

�

S�h� t�m� �
�X
k
�

��k��kt� h�

kt��kt�
�

Imeem

A�	�� w� �
�

�
S��� w� ��� �

�
S��� w� �� �

�

�
S��� w� ��� �

�
S��� w� �	��

Summa S��� w�m� preobrazuets� k vidu

S��� w�m� � ��M �Ag�w�
Y

qj�M�w�

�

q� � �

Y
qjM�
q�w

�

q� � q � �
�

gde
M � m

�
�m�w��

Udobno rassmatrivat� otdel�no sluqai� �w� �	� � �� �w� �	� � ��
�w� �	� � �� �w� �	� � �	� Posle nekotoryh vyqisleni� poluqaem
vyra�enie �
�� dl� A�	�� w��

Iz teoremy � vyvodits� dokazatel�stvo analoga gipotezy �
Holi �sm� x�� dl� posledovatel�nosti diskriminantov�

�p�
�� ��

p

�
� �

	
�

Snaqala dokazyvaem �sr� 	

��� qto

�X
w
�

A�	�� w� �
�

�
�

a tak�e� qto �sr� 	
���

X
w�z

A�	�� w� �
�

�
�O�z����

Spravedlivo sootnoxenie �kak vsegda�
�
	
p

�
� ��

h��p�� � ��r�	�� p��

gde � � odno iz qisel �� 
� �� �� Vvodim veliqiny

N �x� �� � �

�
p � x

�� ��

p

�
� �� h��p�� � �

	
�
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N��x� �� � �

�
p � x

����

p

�
� �� r�	�� p� � �

	
�

Imeem

�

�
p � x

�� ��

p

�
� �

	
� �

�
p � x

����

p

�
� �� r�	�� p� � �

	
�

��

�
p � x

�� ��

p

�
� �� r�	�� p� � �

	
� K �N��x� ���

Horoxo izvestno� qto

�

�
p � x

�� ��

p

�
� �

	
�

�

�
lix� O�x� log� x��

Po teoreme � vypoln�ets� asimptotika

K �

���X
w
�

A�	�� w� � lix�O


�


���X
w
�

w��log logx�x

log� x

��
� �

Po�tomu spravedlivo sootnoxenie

lim
x��

N��x� ��

lix
�

�

�
�

���X
w
�

A�	�� w��

V silu skazannogo vyxe� imeem

���X
w
�

A�	�� w� �
�

�
� B����

gde
	 � C� � B � C��

C�� C� � konstanty� Tem samym� dokazana sledu�wa�

Teorema �� �� Spravedlivo sootnoxenie

N��x� �� � N �x� �� � N�

�
x�
�

�

�
�

�� V predpolo�enii vernosti RGR �	�� pri ��� imeem

lim
x��

N��x� ��

lix
	 ����
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Zameqanie �� Legko dokazat� asimptotiku �x���X
w�x

wA�	�� w� � c�� logx�

gde c�� � 	� Po�tomu mo�no predpolo�it�� qto �x���X
p�x

�r�	�� p� � c��x

i� kak sledstvie� qto X
p�x

�h��p�� 	 x�

x�
Teorema �� Pust� verna RGR �	��� Togda

�

�
p � x

�� ��

p

�
� �� h��p�� � �

	
� �

��
A lix�

gde
�

��
A � 	��������������� � � � �

Ostanovims� na osnovnyh momentah dokazatel�stva� Pust�

S �

�
p
����

p

�
� �� ��p� � p� �

	
�

Togda �sm� 	
�� ili teoremu ��

�

�
p � x

�� ��

p

�
� �� ��p� � p� �

	
� ��

��
A lix�

gde ��
� A � 	�����	� � � � �

Rassmotrim prostye qisla p 
 S� Ispol�zu� neslo�nye ras�
su�deni�� imeem


� esli p � � �mod ��� to i�p� � ��p� � p� � � qetnoe qislo� i

h��p�� � ��

�� esli p � � �mod ��� to libo i�p� � ��p�
� � p��

� � qetnoe qislo�

libo i�p� � ��p�
� � p��

� � neqetnoe qislo� i v oboih sluqa�h

h��p�� � ��
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Dal�ne�xee issledovanie pokazyvaet� qto prostye qisla vida
p � � �mod �� iskl�qa�ts� iz rassmotreni�� poskol�ku dl� nih
��p� �� p � �� Dalee� mo�no pokazat�� qto dl� prostyh qisel iz
mno�estva �

p
�� ��

p

�
� �� ��p� �

p� �

�

	

imeem
h��p�� � � ili ��

Sledovatel�no� esli razbit� mno�estvo S na dva podmno�estva�

S � M� �M��

v sootvetstvii s p � � �mod �� i p � � �mod ��� to

p 
M� � h��p�� � ��

Rassmotrim plotnosti d�S�� d�M��� d�M��� Imeem

d�S� � d�M�� � d�M���

Mo�no pokazat� �sr� 	
�� Th� �
��� qto

d�M�� � �d�M���

Po skazannomu vyxe�

d�S� �
��

��
A�

otkuda sleduet� qto

d�M�� �
�

��
A�
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