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Об одном классе случайных возмущений
иерархического лапласиана

Пусть (X, d) – локально компактное сепарабельное ультраметрическое
пространство. Каждой мере m на X и каждой функции C(B), опреде-
ленной на множестве всех неодноточечных шаров B пространства X, со-
ответствует иерархический лапласиан L = LC . Оператор L действует
на L2(X, m), существенно самосопряжен и имеет чисто точечный спектр.
Выбор семейства {ε(B)} независимых одинаково распределенных случай-
ных величин определяет возмущенную функцию C(B, ω) и возмущенный
иерархический лапласиан Lω = LC(ω). Изучаются арифметические сред-
ние λ̄(ω) собственных значений оператора Lω. При некоторых слабых
предположениях показано, что нормированные арифметические средние
(λ̄ − Eλ̄)/σ[λ̄] сходятся к N(0, 1) по распределению. Приведены также
примеры, когда сходимости к нормальному распределению нет. Доказано
существование интегральной плотности состояний. Вводится эмпириче-
ский точечный процесс Nω для собственных значений оператора Lω, и
в предположении, что плотность состояний существует и непрерывна, до-
казывается, что конечномерные распределения процесса Nω сходятся к ко-
нечномерным распределениям пуассоновского точечного процесса. В ка-
честве примера рассмотрены случайные возмущения оператора Владими-
рова, действующего на L2(X, m), где X = Qp – кольцо p-адических чисел,
а m – мера Хаара.
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§ 1. Введение

Понятия иерархической решетки и иерархического расстояния были вве-
дены Ф. Дайсоном в его знаменитых работах о фазовых переходах в одно-
мерной модели ферромагнетика с дальнодействием [1], [2]. Понятие иерархи-
ческого лапласиана L, тесно связанное с моделью Дайсона, изучалось в ма-
тематических работах [3]–[9]. Эти работы содержат основную информацию
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об операторе L (спектр, марковская полугруппа, резольвента и т. д.) в слу-
чае, когда пространство состояний X дискретно, а иерархическая решетка
удовлетворяет тем или иным условиям симметрии (однородность, самопо-
добие и т. д.). Эти условия симметрии позволяют отождествить простран-
ство состояний (X, m) с дискретной бесконечно порожденной абелевой груп-
пой G, снабженной трансляционно-инвариантной ультраметрикой, причем мар-
ковская полугруппа P t = exp{−tL}, действующая на L2(G, m), симметрична,
трансляционно-инвариантна и изотропна. В частности, спектр Spec(L) чисто
точечный и все собственные значения имеют бесконечную кратность.

Основная цель упомянутых выше работ состояла в изучении гамильтониа-
на Андерсона H = L + V (суммы иерархического лапласиана L и случайного
потенциала V ) в надежде обнаружить для таких операторов спектральную
бифуркацию от чисто точечного спектра к непрерывному, т. е. доказать знаме-
нитую гипотезу Андерсона. Однако верным оказалось обратное: при слабых
технических предположениях спектр иерархического гамильтониана Андерсо-
на чисто точечный (явление локализации, см. [9] и [5]). При этом локальная
статистика спектра H пуассоновская (см. [6]), что принято рассматривать как
проявление спектральной локализации (см. [10] и [11]).

Мы введем новый класс операторов: случайные иерархические лапласиа-
ны Lω, для которых возникают новые спектральные эффекты. Спектр та-
ких операторов все еще чисто точечный (а собственные функции имеют ком-
пактный носитель), но, в отличие от детерминированного случая, существует
непрерывная плотность состояний. Эта плотность демонстрирует спектраль-
ную бифуркацию от чисто точечного спектра к непрерывному. Собственные
значения локально образуют пуассоновский точечный процесс, интенсивность
которого задается плотностью состояний. Мы увидим, что сделанные предпо-
ложения о случайных величинах, входящих в определение Lω, почти оконча-
тельны: контрпримеры показывают, что без этих предположений все основные
результаты неверны.

Систематическое изучение класса изотропных марковских полугрупп, опре-
деленных на ультраметрическом пространстве с мерой (X, d,m), было проведе-
но в [12] (для дискретного X) и в недавней работе [13] (где X могло содержать
как изолированные, так и неизолированные точки), см. также [8] и [14]. Оно
мотивировалось теорией случайных блужданий на бесконечно порожденных
группах (классическая тематика, восходящая к первопроходческим работам
П. Эрдёша, Ф. Спицера, Х. Кестена, С. А. Молчанова, Дж. Лаулера и дру-
гих). Оказалось, что эти вопросы тесно связаны друг с другом. А именно, для
любой изотропной марковской полугруппы (P t) на ультраметрическом изме-
римом пространстве (X, d, m) с минус марковским генератором L можно пока-
зать, что оператор L совпадает с иерархическим лапласианом LC на (X, d,m)
для надлежащей функции выбора C(B) (определение см. ниже), и наоборот.
Здесь применима общая теория, развитая в [12] и [13]. В частности, обозначая
каноническую модификацию исходной ультраметрики d через d∗, мы можем
описать множество Spec(L) следующим образом:

Spec(L) = closure

{
1

d∗(x, y)
: x ̸= y

}
∪ {0}. (1.1)
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Так как семейства d-шаров и d∗-шаров совпадают, то эти две ультраметрики за-
дают одну и ту же топологию и одинаковые иерархические структуры, в част-
ности один и тот же класс иерархических лапласианов. Из уравнения (1.1)
в свою очередь вытекают следующие ключевые для нашего анализа факты
(см. [15]). Пусть задано произвольное замкнутое множество S ⊆ [0,∞), содер-
жащее 0 как предельную точку. Допустим, что пространство X некомпактно,
а если в X есть неизолированная точка, то множество S неограничено. Тогда
справедливы следующие утверждения.

1) Найдутся такие собственная ультраметрика d′ на X и функция выбора
C(B), определенная на множестве шаров в (X, d′), что Spec(LC) = S; при этом
ультраметрика d′ задает ту же топологию, что и d.

2) Если ультраметрика d собственная и существует разбиение пространства
X на d-шары, среди которых бесконечно много неодноточечных, то найдется
такая функция выбора C(B) на множестве шаров в (X, d), что Spec(LC) = S.

Следующий очень простой пример показывает, что в утверждении 2) нельзя
опустить условие “существует разбиение пространства X на d-шары, среди ко-
торых бесконечно много неодноточечных”: X = N, а d(m, n) = max{m, n} при
m ̸= n и d(m, n) = 0 в противном случае.

По ходу изложения мы предполагаем, что (X, d) – локально компактное се-
парабельное ультраметрическое пространство. Напомним, что метрика d на-
зывается ультраметрикой, если она удовлетворяет ультраметрическому нера-
венству

d(x, y) 6 max{d(x, z), d(z, y)}, (1.2)

которое, очевидно, сильнее обычного неравенства треугольника. Как прави-
ло, мы также считаем, что ультраметрика d собственная, т. е. все замкнутые
d-шары компактны.

Пусть m – радоновская мера на (X, d) такая, что
(a) m(B) > 0 для каждого шара B положительного диаметра;
(b) m({x}) = 0 тогда и только тогда, когда x – неизолированная точка;
(c) m(X) = ∞, если X не компактно.
Обозначим через B множество всех шаров положительной меры. Из наших

предположений вытекает, что B не более чем счетно. Пусть C : B → (0,∞) –
любая функция, удовлетворяющая следующим условиям (и для краткости на-
зываемая функцией выбора):

– для каждого шара B ∈ B

λ(B) :=
∑

T∈B : B⊆T

C(T ) < ∞;

– для каждой неизолированной точки x ∈ X

sup{λ(B) : B ∈ B и x ∈ B} = ∞.

Обозначим через D множество всех локально постоянных функций с ком-
пактным носителем. По данным (X, d,m, C) мы поточечно определяем иерар-
хический лапласиан

LCf(x) := −
∑

B∈B : x∈B

C(B)(PBf − f(x)), f ∈ D, (1.3)
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где

PBf :=
1

m(B)

∫
B

f dm.

Оператор (LC ,D) действует на L2 = L2(X, m). Он симметричен и обладает
полной системой собственных функций {fB,B′}B∈B, а именно,

fB,B′ =
1

m(B)
1B −

1
m(B′)

1B′ , (1.4)

где B ⊂ B′ – ближайшие соседние шары (в случае, когда m(X) < ∞, мы
также полагаем fX,X′ = 1/m(X)). Собственное значение λ(B′), отвечающее
собственной функции fB,B′ , имеет вид

λ(B′) =
∑

T∈B : B′⊆T

C(T ); (1.5)

при этом в случае, когда m(X) < ∞, мы также полагаем X ′ = X ∪ {ϖ} и
λ(X ′) = 0. В частности, мы заключаем, что (LC ,D) – существенно самосо-
пряженный оператор на L2. Его единственное самосопряженное расширение
обозначим опять через (LC , DomLC

). Обо всем этом см. работу [15].
Заметим, что в определении функций C(B), λ(B) и, следовательно, операто-

ра (LC , DomLC
) ультраметрика d не используется . Фактически нужно только

семейство шаров B, которое может быть одним и тем же для двух разных уль-
траметрик: d и d′.

С другой стороны, зафиксировав данные (X, d, m) и выбрав функцию

C(B) =
1

diam(B)
− 1

diam(B′)
,

где B ⊂ B′ – любые два ближайших соседних шара, мы получаем иерархиче-
ский лапласиан (LC , DomLC

) такой, что

λ(B) =
1

diam(B)
.

В дальнейшем этот оператор (LC , DomLC
) называется стандартным иерархи-

ческим лапласианом, ассоциированным с данными (X, d,m).
Опишем содержание основной части статьи. В § 2 устанавливаются некото-

рые спектральные свойства иерархического лапласиана LC в предположении,
что как ультраметрическое измеримое пространство (X, d,m), на котором он
действует, так и сам лапласиан удовлетворяют некоторым условиям симмет-
рии (однородность, самоподобие). В качестве примера рассмотрен оператор
Dα дробного p-адического дифференцирования порядка α > 0. Этот оператор,
связанный с p-адической квантовой механикой, был введен В. С. Владимиро-
вым (см. [16]–[18]). Оператор Dα есть иерархический лапласиан, действующий
на L2(Qp, m), где Qp – поле p-адических чисел, а m – мера Хаара. Множество
Spec(Dα) состоит из собственных значений pkα, k ∈ Z (кратность каждого из
них бесконечна) и содержит 0 как предельную точку.

В § 3 по однородному лапласиану LC и семейству {ε(B)}B∈B симметричных
независимых одинаково распределенных случайных величин определяются воз-
мущенная функция выбора C(B, ω) и возмущенный лапласиан Lω = LC(ω).
Этот новый оператор Lω играет основную роль при изучении спектральной
статистики.
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Для каждого ω ∈ Ω оператор Lω является иерархическим лапласианом и,
тем самым, имеет чисто точечный спектр. С другой стороны, при некото-
рых ω он может не быть однородным. В частности, его собственные значе-
ния могут быть всюду плотны на некоторых интервалах. Мы изучаем сред-
ние арифметические λ̄O(ω), O ∈ B, собственных значений оператора Lω. При
некоторых слабых предположениях нормированные арифметические средние
(λ̄O − Eλ̄O)/σ[λ̄O] сходятся по распределению к N(0, 1) при O → ϖ. Мы при-
водим также примеры, в которых сходимости к нормальному распределению
нет.

В § 4 изучается вопрос о существовании интегральной плотности состояний.
Оказывается, что интегральная плотность состояний, если она существует, име-
ет замечательную структуру: представляется бесконечной сверткой вероят-
ностных мер. Точнее, она совпадает с распределением случайной величины
X =

∑
AkXk, где Xk независимы и одинаково распределены, а коэффициенты

Ak > 0 таковы, что
∑

Ak = 1. Различные свойства вероятностных мер ви-
да µ = PX (т. е. бесконечных сверток) изучались многими авторами начиная
с 1930-х годов (см., например, [19]–[23] и указанную там литературу). Эта клас-
сическая область восходит к первопроходческим работам П. Эрдёша, Р. Керш-
нера, П. Леви, Б. Йессена и А. Уинтнера. Мы применяем известные резуль-
таты о бесконечных свертках к изучению случайных возмущений оператора
Владимирова Dα посредством бернуллиевских случайных величин. Оказыва-
ется, что интегральная плотность состояний имеет L2-плотность для почти всех
0 < α 6 (log 2)/(log p) и вполне сингулярна при α > (log 2)/(log p).

В заключительном § 5 с помощью полученных результатов изучается эмпи-
рический процесс

Nω
O =

∑
B⊆O

δλ(B,ω),

ассоциированный с собственными значениями λ(B, ω) возмущенного операто-
ра Lω, где δa есть вероятностная мера, принимающая значение 1 на {a}. Для
каждого конечного интервала I определим NO(I) : ω 7→ Nω

O(I). Мы показыва-
ем, что если ENO(I) сходится при O → ϖ к некоторому значению λ = λ(I) > 0,
то случайная величина NO(I) при O → ϖ сходится по распределению к пуас-
соновской случайной величине Pλ. Мы иллюстрируем этот результат несколь-
кими примерами.

Работа над статьей была начата в Билефельдском университете (SFB-701),
а закончена в Корнелльском университете. Авторы благодарны Л. Гроссу,
М. Нуссбауму, Л. Салофф-Косте и Р. Стрихарцу за плодотворные обсужде-
ния и полезные комментарии. Благодарим также рецензента за ряд ценных
предложений.

§ 2. Однородный лапласиан

В этом параграфе мы установим некоторые спектральные свойства иерар-
хического лапласиана LC , считая, что этот лапласиан и ультраметрическое из-
меримое пространство (X, d,m), на котором он действует, удовлетворяют сле-
дующим условиям симметрии:
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(i) группа изометрий пространства (X, d) действует транзитивно на X;
(ii) эталонная мера m и функция выбора C(B) инвариантны относительно

изометрий.
Ультраметрическое измеримое пространство (X, d,m) и иерархический ла-

пласиан LC на нем, удовлетворяющие этим двум условиям, будем называть
однородными.

Из условия (i) вытекает, что пространство (X, d) либо дискретно, либо со-
вершенно. Основные используемые в дальнейшем примеры таковы:

1) X = Zp (кольцо целых p-адических чисел);
2) X = Qp (кольцо p-адических чисел);
3) X = Qp/Zp

∼= Z(p∞) (снабженная дискретной топологией мультиплика-
тивная группа корней pn-й степени из единицы, где n пробегает множество всех
неотрицательных целых чисел).

Как отмечено в [24], [25], из наших предположений вытекает, что измери-
мое пространство (X,m) можно отождествить с локально компактной вполне
несвязной абелевой группой G, снабженной мерой Хаара. Заметим, что груп-
па G не единственна. Если пространство X совершенно и не компактно, то
в качестве G можно взять следующую абелеву группу:

G = lim ind
l→−∞

(∏
k>l

Z(nk)
)

, (2.1)

где Z(nk) – циклические группы, а {nk}k∈Z – выбранная надлежащим образом
двусторонняя последовательность целых чисел. Каноническая ультраметриче-
ская структура на G определяется убывающей последовательностью компакт-
ных подгрупп

Gl =
∏
k>l

Z(nk).

А именно, группы Gl, l ∈ Z, и их смежные классы {a + Gl} образуют семейст-
во B всех открыто-замкнутых шаров.

С двусторонней цепочкой подгрупп Gl группы G ассоциирована естественная
ультраметрическая структура. Определим абсолютное значение |a| элемента a
из G формулой

|a| =

{
0, если a = 0,

m(Gl), если a ∈ Gl \Gl+1.

Тогда для |a| выполнено ультраметрическое неравенство

|a + b| 6 max{|a|, |b|}.

Ясно также, что |a| = | − a| и что ультраметрика d(a, b) := |a − b| превраща-
ет (G, m) в однородное ультраметрическое измеримое пространство в смысле,
определенном выше. В частности, для каждого шара B имеем

m(B) = diam(B).

Выбрав меру Хаара m так, что m(G0) = 1, мы можем вычислить m(Gl) для
всех l ̸= 0 по формуле

m(Gl) =

{
nl · · ·n−1 при l < 0,

(nl−1 · · ·n0)−1 при l > 0.
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Напомним, что в классическом случае X = Qp мы имеем G0 = Zp, Gl = plZp и

|a| = p−n(a), где n(a) = max{l : a ∈ Gl}.

Величина |a| становится псевдонормой, т. е.

|ab| 6 |a| |b|.

Она является нормой, т. е. |ab| = |a| |b|, если p – простое число. Это свойство
играет важную роль в p-адическом анализе и его приложениях.

Напомним, что каждому ультраметрическому пространству (X, d) стандарт-
ным образом ставится в соответствие дерево T (X) (см. рис. 1). Вершина-
ми этого дерева являются метрические шары, т. е. в нашем случае смеж-
ные классы {a + Gl : a ∈ G, l ∈ Z}. Убывающая последовательность под-
групп {Gl : l = 0,−1,−2, . . . } определяет специальную граничную точку, ко-
торую мы обозначим через ϖ. Рассмотрим орициклы дерева относительно
этой точки. В нашем случае орицикл – это множество вершин, отвечающих
всем шарам заданного диаметра или, иными словами, всем смежным классам
по некоторой подгруппе Gl. Таким образом, для каждого l имеем орицикл
Hl = {a + Gl : a ∈ G}. Границу ∂T (G) можно отождествить с одноточечной
компактификацией G∪{ϖ} группы G. Подробное изложение связи между уль-
траметрическим пространством и деревом его метрических шаров см. в [24], [25]
и [15]. Самый полный источник основных определений, касающихся геометрии
деревьев, – это [26], см. также [27].

Рис. 1. Дерево шаров T (X) прямой степени nl = 2

Обозначим через LC однородный иерархический лапласиан на ультраметри-
ческом измеримом пространстве (G, d,m), заданный функцией выбора C(B),
т. е.

LCf(x) = −
∑

B∈B : x∈B

C(B)(PBf − f(x)).



10 А.Д. БЕНДИКОВ, А.А. ГРИГОРЬЯН, С.А. МОЛЧАНОВ, Г.П. САМОРОДНИЦКИЙ

Благодаря свойству однородности имеем C(A) = C(B) для любых двух шаров,
лежащих в одном орицикле H. Конечно, это верно и для собственных значений
λ(A) и λ(B). Положим cH = C(B) и λH = λ(B) для любого шара B ∈ H. При
H = Hk мы также пишем ck = cHk

и λk = λHk
. В этих обозначениях имеем

λk =
∑
l6k

cl.

У каждого шара B ∈ Hk есть nk ближайших соседей Bi ⊂ B. Собственные
функции fBi,B , отвечающие λ(B), имеют вид

fBi,B =
1Bi

m(Bi)
− 1B

m(B)
.

Система функций {fBi,B : i = 1, . . . , nk} не ортогональна, а ее линейная обо-
лочка H(B) ⊂ L2 имеет размерность nk − 1. Полагая

fi := fBi,B , m := m(Bi), i = 1, . . . , nk − 1,

с помощью процесса Грама–Шмидта получаем ортогональный базис {ui : i =
1, . . . , nk − 1} ⊂ H(B), в котором u1 = f1, а для i > 2

ui = f1 + · · ·+ fi−1 + (nk − i + 1)fi, ∥ui∥2 =
(nk − i)(nk − i + 1)

m
.

Собственные подпространства H(S) и H(T ), отвечающие двум различным ша-
рам S и T , ортогональны. Отсюда вытекает, что собственное подпростран-
ство Hk, соответствующее орициклу Hk (или, эквивалентно, собственному зна-
чению λk), имеет вид

Hk =
⊕

B∈Hk

H(B).

Поскольку система собственных функций {fBi,B}B∈B полна, имеем⊕
k∈Z

Hk = L2(G, m).

Среди большого многообразия однородных иерархических лапласианов LC на
(G, d,m) выделим однопараметрическое семейство {Bα}α>0. Иерархический
лапласиан Bα задается функцией выбора

Cα(B) = (diam(B))−α − (diam(B′))−α, (2.2)

где B ⊂ B′ – ближайшие соседние шары. Поэтому для любого шара B ∈ B
собственное значение λα(B) оператора Bα, отвечающее B, имеет вид

λα(B) = (diam(B))−α.

Тогда собственное значение λα(k) оператора Bα, отвечающее орициклу Hk,
вычисляется так:

λα(0) = 1, λα(k) =

{
(nk · · ·n−1)−α при k < 0,

(nk−1 · · ·n0)α при k > 0.



ОБ ОДНОМ КЛАССЕ СЛУЧАЙНЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ ЛАПЛАСИАНА 11

Напомним (см. [13]), что множество D всех локально постоянных функций
с компактным носителем является областью определения оператора Bα. За-
мечательны следующие нетрудно доказываемые свойства:

Bβ : D → Dom(Bα)

и на D
Bα ◦Bβ = Bα+β , (Bα)β = Bαβ .

При этом для G = Qp оператор Dα = pαBα совпадает с оператором дробного
дифференцирования порядка α, определяемым и изучаемым с помощью пре-
образования Фурье в работах [28], [16], [18] и [29]. В этом случае для всех f ∈ D
имеем

Dαf(x) =
pα − 1

1− p−α−1

∫
G

f(x)− f(y)
|x− y|1+α

dm(y) (2.3)

и, следовательно,

Bαf(x) =
1− p−α

1− p−α−1

∫
G

f(x)− f(y)
|x− y|1+α

dm(y).

Наконец, отметим, что аналогичные отождествления (с использованием цик-
лических групп Z(n) в качестве строительных блоков) можно провести и
в оставшихся двух случаях: когда (X, d) бесконечно и дискретно, и когда
(X, d) компактно и совершенно. Например, бесконечную (неабелеву) сим-
метрическую группу S∞, каноническая ультраметрическая структура кото-
рой задается семейством {Sn} всех ее конечных симметрических подгрупп Sn,
можно отождествить (как ультраметрическое измеримое пространство) с дис-
кретной абелевой группой G =

⊕
l>1 Z(l). Каноническая ультраметрическая

структура группы G задается семейством {Gn} всех ее конечных подгрупп ви-
да Gn =

∏
1<l6n Z(l). В качестве второго примера рассмотрим компактное

совершенное ультраметрическое пространство X = Zp ⊂ Qp (кольцо целых
p-адических чисел). Его можно отождествить (как ультраметрическое измери-
мое пространство) с компактной абелевой группой G =

∏
k>1 Z(lk), где все lk

равны p. Ультраметрическая структура в этом случае задается убывающим
семейством малых подгрупп Gl =

∏
k>l Z(lk) ⊂ G.

§ 3. Случайные возмущения

Пусть (X, d,m) – некомпактное однородное ультраметрическое простран-
ство. Обозначим через LC однородный иерархический лапласиан на X, за-
данный функцией выбора C(B). Пусть {ε(B)}B∈B – семейство симметричных
независимых одинаково распределенных случайных величин, определенных на
вероятностном пространстве (Ω, P) и принимающих значения в некотором ма-
лом интервале [−ϵ, ϵ] ⊂ (−1, 1). Определим возмущенную функцию выбора
C(B, ω) и возмущенный иерархический лапласиан следующим образом:

C(B, ω) = C(B)(1 + ε(B, ω))

и
Lωf(x) := LC(ω)f(x) = −

∑
B∈B : x∈B

C(B, ω)(PBf − f(x)).
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Очевидно, что оператор Lω может быть неоднородным для некоторых ω ∈ Ω.
Он имеет чисто точечный спектр для всех ω, но структура замкнутого множе-
ства Spec(Lω) может быть весьма сложной (см. различные примеры в [15]).

Два стационарных семейства. Зафиксируем орицикл H = Hl для неко-
торого l ∈ Z и обозначим через λH = λl собственное значение однородного
лапласиана LC , отвечающее орициклу H. Пусть B ∈ H и {Bk}k6l есть един-
ственный бесконечный геодезический путь в T (X) из точки ϖ в точку B. Вы-
числим собственное значение λ(B, ω) оператора Lω = LC(ω):

λ(B, ω) =
∑
k6l

C(Bk, ω) =
∑
k6l

ck(1 + ε(Bk, ω))

= λl

(
1 +

∑
k6l

akε(Bk, ω)
)

=: λl(1 + U(B, ω)),

где ak = ck/λl и
U(B, ω) =

∑
k6l

akε(Bk, ω). (3.1)

Заметим, что
∑

k6l ak = 1 и что {U(B)}B∈H – это (зависимые) одинаково
распределенные симметричные случайные величины, принимающие значения
в некотором симметричном интервале I $ (−1, 1).

Изучим семейства случайных величин {λ(B, ω)}B∈H и {U(B)}B∈H . Так как
орицикл H = Hl фиксирован, удобно отождествлять шары B ∈ H с элемен-
тами g ∈ G (дискретной!) абелевой группы G =

⊕
k<l Z(nk). С помощью это-

го отождествления непосредственно проверяется, что семейство {U(B)}B∈H =
{U(g)}g∈G стационарно, т. е. для любых g, g1, . . . , gs из G имеем{

U(g + g1), . . . , U(g + gs)
} d=

{
U(g1), . . . , U(gs)

}
.

Общую теорию стационарных процессов см. в [30] и [20].
Легко вычислить корреляционные функции KU (g, g′) = EU(g)U(g′). А имен-

но, имеем:
KU (g, g′) = KU (0, g − g′) =: KU (g − g′)

и
KU (g) =

∑
k>|g|

a2
l−k, (3.2)

где

|g| = min
{

n : g ∈ {0} ×
⊕

−n6k<l

Z(nk) ⊂ G

}
.

Поскольку функция KU (g) положительно определена, по теореме Бохнера
существует конечная мера FU (спектральная мера) на компактной группе
Ĝ =

∏
k<l Z(nk) такая, что

KU (g) =
∫

Ĝ

⟨g, γ⟩ dFU (γ).
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Имеем ∫
G

KU (g) dg = a2
l + nl−1a

2
l−1 + nl−1nl−2a

2
l−2 + · · · .

В частности, если функция KU интегрируема, то спектральная мера FU абсо-
лютно непрерывна относительно меры Хаара на Ĝ и имеет непрерывную плот-
ность FU (γ), которую можно вычислить как обратное преобразование Фурье
от KU (g):

FU (γ) = a2
l + nl−1a

2
l−11A(Gl−1)(γ) + nl−1nl−2a

2
l−21A(Gl−2)(γ) + · · · .

Здесь A(Gl−i) ⊂ Ĝ есть аннулятор подгруппы Gl−i, т. е.

A(Gl−i) = {0} ×
∏

k<l−i

Z(nk).

Так как для B ∈ H имеем λ(B, ω) = λH(1 + U(B, ω)), то семейство случайных
величин

λ(g, ω) = λH(1 + U(g, ω))

также стационарно. В частности, его корреляционная функция Kλ(g) удовле-
творяет равенству

Kλ(g) = λ2
HKU (g), g ∈ G,

которое будет использоваться в наших дальнейших вычислениях.

Закон больших чисел. Выберем точку отсчета o ∈ X (например, ней-
тральный элемент 0 при отождествлении X ≡ G пространства X с группой G)
и рассмотрим семейство O всех шаров O с центром o. Зафиксируем орицикл H
и изучим предельное поведение (при O → ϖ вдоль O) семейства арифметиче-
ских средних

λ̄H(O,ω) =
1

|BH(O)|
∑

B∈BH(O)

λ(B, ω),

где BH(O) есть множество всех подшаров B шара O, принадлежащих орицик-
лу H, а |BH(O)| означает мощность конечного множества BH(O).

Напомним, что для любых двух шаров A и B, принадлежащих одному ори-
циклу H, собственные значения λ(A) и λ(B) однородного лапласиана LC сов-
падают и их общее значение обозначается через λH .

Теорема 3.1. Для любого орицикла H при O → ϖ имеем

λ̄H(O,ω) → λH п.н.

Доказательство. Пусть B ∈ Hl для некоторого l ∈ Z, и пусть {Bk}k6l –
это единственный бесконечный геодезический путь от ϖ до B в T (X). Мы уже
вычислили собственное значение λ(B, ω) оператора LC(ω), отвечающее шару B:

λ(B, ω) = λl(1 + U(B, ω)),

где ak = ck/λl и
U(B, ω) =

∑
k6l

akε(Bk, ω). (3.3)
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Вычислим арифметическое среднее λ̄Hl
(O,ω), считая, что O ∈ HL и L ≪ l.

Для упрощения обозначений положим λ̄L(ω) := λ̄Hl
(O,ω). Тогда

λ̄L(ω) =
1

|BH(O)|
∑

B∈BH(O)

λ(B, ω)

=
λl

nl−1 · · ·nL

∑
B∈BHl

(O)

(1 + U(B, ω)) = λl(1 + UL(ω)), (3.4)

где

UL(ω) =
1

nl−1 · · ·nL

∑
B∈BHl

(O)

U(B, ω). (3.5)

Тем самым, для доказательства теоремы осталось установить, что UL(ω) → 0
п. н. при L → −∞. Пусть {Ok}k6l – бесконечный геодезический путь из ϖ в O.
Подставляя (3.3) в (3.5), получаем

UL =
1

nl−1 · · ·nL

∑
B∈Hl : B⊂O

∑
k6l

akε(Bk) =
1

nl−1 · · ·nL

∑
k6l

ak

∑
B∈Hl : B⊂O

ε(Bk)

=
1

nl−1 · · ·nL

(
al

∑
B∈Hl : B⊆O

ε(B) + al−1nl−1

∑
B∈Hl−1 : B⊆O

ε(B)

+ al−2nl−1nl−2

∑
B∈Hl−2 : B⊆O

ε(B) + · · ·+ aLnl−1nl−2 · · ·nLε(OL)
)

+ aL−1ε(OL−1) + aL−2ε(OL−2) + · · · .

Введем две случайные величины:

UL =
al

nl−1 · · ·nL

∑
B∈Hl : B⊆O

ε(B) +
al−1

nl−2 · · ·nL

∑
B∈Hl−1 : B⊆O

ε(B) + · · ·+ aLε(OL)

(3.6)
и

VL = aL−1ε(OL−1) + aL−2ε(OL−2) + · · · . (3.7)

Тогда UL и VL независимы, имеют нулевое среднее и

UL = UL + VL. (3.8)

Кроме того, VL → 0 равномерно при L → −∞. Тем самым, осталось показать,
что при L → −∞

UL → 0 п. н.

Положим σ =
√

Var[ε] и σ[UL] =
√

Var[UL]. Вычислим σ[UL] с помощью (3.6):

(σ[UL])2 = σ2

(
a2

l

nl−1 · · ·nL
+

a2
l−1

nl−2 · · ·nL
+ · · ·+ a2

L

)
. (3.9)
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Поскольку все nk не меньше 2, отсюда вытекает, что∑
L6l

(σ[UL])2 = σ2a2
l

(
1 +

1
nl−1

+
1

nl−1nl−2
+ · · ·

)

+ σ2a2
l−1

(
1 +

1
nl−2

+
1

nl−2nl−3
+ · · ·

)
+ · · ·

6 2σ2(a2
l + a2

l−1 + · · · ) < 2σ2(al + al−1 + · · · )2 = 2σ2.

Теперь неравенство Чебышёва и лемма Бореля–Кантелли дают требуемый ре-
зультат. Теорема доказана.

Центральная предельная теорема. Изучим предельное поведение при
O → ϖ нормированных арифметических средних

ΛH(O) =
λ̄H(O)− λH

σ[λ̄H(O)]
.

Напомним, что для любой случайной величины Y мы обозначаем через σ[Y ]
ее среднеквадратичное отклонение

√
Var[Y ]. В ходе наших рассуждений будем

предполагать, что выполнено следующее условие:

1
κ

6 C(B)(diam(B))δ/2 6 κ (3.10)

для всех шаров B ∈ B и некоторых δ, κ > 0.
Легко видеть, что (3.10) эквивалентно условию

1
2κ

6 λ(B)(diam(B))δ/2 6 2κ. (3.11)

Ясно, что условия (3.10) и (3.11) выполнены с δ = 2α для оператора Bα, введен-
ного в формуле (2.2) предыдущего параграфа. Действительно, в этом случае
имеем

λ(B)(diam(B))δ/2 = 1.

Обозначим через N(0, 1) стандартную нормальную случайную величину. Ос-
новным результатом этого пункта является следующая теорема.

Теорема 3.2. Предположим, что δ > 1. Тогда при O → ϖ имеем

ΛH(O) → N(0, 1) по распределению.

Доказательство. Пусть H = Hl и O = OL ∈ HL для некоторого L ≪ l.
Как и при доказательстве теоремы 3.1, зафиксируем l и устремим L к −∞.
Для упрощения обозначений положим ΛH(O) =: ΛL. Из (3.4) получаем

ΛL =
UL

σ[UL]
.

Тем самым, осталось показать, что при L → −∞

UL

σ[UL]
→ N(0, 1) по распределению. (3.12)
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Как и в (3.8), запишем UL = UL + VL. Поскольку UL и VL независимы, то

(σ[UL])2 = (σ[UL])2 + (σ[VL])2.

Утверждение 3.3. При фиксированном l и L → −∞ имеем

(σ[VL])2 ≍ σ2(nL−1nL · · ·n0)−δ (3.13)

и

(σ[UL])2 ≍


σ2(nL · · ·n0)−1, если δ > 1,

−σ2L(nL · · ·n0)−1, если δ = 1,

σ2(nL · · ·n0)−δ, если δ < 1,

(3.14)

где запись x ≍ y означает, что отношение x/y равномерно ограничено сверху
и снизу.

Для доказательства (3.13) воспользуемся равенством (3.7). Поскольку слу-
чайные величины {ε(B)}B∈B независимы и одинаково распределены, имеем

(σ[VL])2 = σ2(a2
L−1 + a2

L−2 + · · · ) =
σ2

λ2
l

(c2
L−1 + c2

L−2 + · · · ),

и из (3.10) вытекает, что

(σ[VL])2 ≍ σ2((nL−1nL · · ·n0)−δ + (nL−2nL−1nL · · ·n0)−δ + · · · )
= σ2(nL−1nL · · ·n0)−δ(1 + (nL−2)−δ + (nL−2nL−3)−δ + · · · )

при каждом фиксированном l. Так как все nk не меньше 2, то получаем соот-
ношение (3.13).

Для доказательства (3.14) воспользуемся равенством (3.9) и условием (3.10).
Поскольку l фиксировано, имеем

(σ[UL])2 = σ2

(
a2

l

nl−1 · · ·nL
+

a2
l−1

nl−2 · · ·nL
+ · · ·+ a2

L

)
=

σ2

nl−1 · · ·nL
(a2

l + a2
l−1nl−1 + · · ·+ a2

Lnl−1 · · ·nL)

≍ σ2

n0 · · ·nL

(
1 +

(
al−1

al

)2

nl−1 + · · ·+
(

aL

al

)2

nl−1 · · ·nL

)
≍ σ2

n0 · · ·nL

(
1 + (nl−1)1−δ + · · ·+ (nl−1 · · ·nL)1−δ

)
.

Отсюда вытекает соотношение (3.14).
Пусть теперь δ > 1. По утверждению 3.3

σ[UL] ∼ σ[UL] при L → −∞.

Значит, для доказательства (3.12) осталось показать, что

UL

σ[UL]
→ N(0, 1) по распределению.
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Утверждение 3.4. Предположим, что δ > 1 и что l фиксировано. Тогда

lim
L→−∞

max
L6k6l

σak

σ[UL]
∏

L6i6k−1 ni
= 0 (3.15)

(с учетом соглашения о том, что
∏

i∈∅ bi := 1).

Действительно, положим ϵ = min{1, δ − 1} и рассмотрим такие k, что L 6
k 6 l. Поскольку l фиксировано, можно считать, что k 6 0. Обозначим дробь,
стоящую в левой части равенства (3.15), через A(δ). По утверждению 3.3 при
δ > 1 имеем

(A(δ))2 ≍ σ2(nk · · ·n0)−δ

σ2(nL · · ·n0)−1(nL · · ·nk−1)2

=
1

(nk · · ·n0)δ−1(nL · · ·nk−1)
6

1
(nL · · ·n0)ϵ

,

а при δ = 1 имеем

(A(δ))2 ≍ − σ2(nk · · ·n0)−1

σ2L(nL · · ·n0)−1(nL · · ·nk−1)2
= − 1

L(nL · · ·nk−1)
6 − 1

L
.

Отсюда вытекает требуемый результат.
Заметим, что при δ < 1 мы получаем

max
L6k6l

σak

σ[UL]
∏

L6i6k−1 ni
>

σaL

σ[UL]
>

cσ(nL · · ·n0)−δ/2

σ(nL · · ·n0)−δ/2
= c

для некоторого c > 0. В частности, в этом случае (3.15) не выполняется.
Обозначим характеристические функции случайных величин ε = ε(B) и

UL/σ[UL] через φ и Φ соответственно. Ввиду (3.6) получаем

Φ(x) =
∏

L6k6l

φ

(
akx

σ[UL]nL · · ·nk−1

)nL···nk−1

(с учетом соглашения о том, что nL · · ·nk−1 = 1 при k = L).
Поскольку случайная величина ε имеет два момента, можно записать

φ(z) = 1− 1
2
(σz)2(1 + β(σz)), (3.16)

где β(z) → 0 при z → 0. Положим

∆k =
σak

σ[UL]nL · · ·nk−1
.

Заметим, что
∑

L6k6l nL · · ·nk−1∆2
k = 1. Применяя теперь (3.16), получим

log Φ(x) =
∑

L6k6l

nL · · ·nk−1 log
[
1− x2

2
∆2

k(1 + β(∆kx))
]

∼ −x2

2

[ ∑
L6k6l

nL · · ·nk−1∆2
k(1 + β(∆kx))

]

= −x2

2

[
1 +

∑
L6k6l

nL · · ·nk−1∆2
kβ(∆kx)

]
.
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Наконец, требуемый результат вытекает из утверждения 3.4 и неравенства∑
L6k6l

nL · · ·nk−1∆2
kβ(∆kx) 6 max

L6k6l
β(∆kx).

Теорема 3.2 доказана.

Оператор Bα. В качестве примера рассмотрим пространство X = Qp со
стандартной ультраметрической структурой, которая задана убывающей по-
следовательностью компактных подгрупп Gl = plZp. Пусть Bα есть однород-
ный лапласиан, определенный функцией выбора (2.2), а Bα(ω) – его случайное
возмущение посредством независимых одинаково распределенных симметрич-
ных случайных величин {ε(B)}B∈B, определенное и изучавшееся выше. Мы
уже отмечали, что для оператора Bα выполнено условие (3.11) с α = δ/2.
В частности, при любом α > 1/2 нормированные арифметические средние
Λα

H(O) собственных значений оператора Bα(ω) сходятся по распределению при
O → ϖ к стандартной нормальной случайной величине N(0, 1). В настоящем
пункте изучается вопрос о сходимости нормированных арифметических сред-
них Λα

H(O) в предположении, что 0 < α < 1/2.

Теорема 3.5. Для каждого α, 0 < α < 1/2, существует случайная вели-
чина Λα

H такая, что при O → ϖ имеем

Λα
H(O) → Λα

H по распределению.

Случайная величина Λα
H не гауссова. Она имеет C∞-функцию распределе-

ния FΛα
H

, принадлежащую D(2) – области притяжения нормального закона.
Функция FΛα

H
унимодальна всякий раз, когда общая функция распределения Fε

независимых одинаково распределенных случайных величин {ε(B)}B∈B унимо-
дальна.

Доказательство. Мы буквально следуем доказательству теоремы 3.2. Не
теряя общности, можно считать, что изучается орицикл H = H0 и что O =
OL ∈ HL для некоторого L < −1. Для упрощения обозначений положим ΛL :=
Λα

H(O). Так как ΛL = UL/σ[UL], где UL – случайная величина, определенная
равенством (3.5), то можно записать UL = UL + VL и

(σ[UL])2 = (σ[UL])2 + (σ[VL])2.

Поскольку λk = pαk и ck = (pα − 1)pα(k−1), получаем

ak =
ck

λ0
= (pα − 1)pα(k−1), k 6 0.

Перечисленные данные позволяют нам оценить σ[UL] и σ[VL] на −∞. А именно,

(σ[UL])2 = σ2

(
a2
0

p−L
+

a2
−1

p−L−1
+ · · ·+ a2

L

)
= σ2(pα − 1)2

∑
06l6−L

pL+l−2α(l+1)

∼ σ2(pα − 1)2

1− p2α−1
p2α(L−1) =

σ2

1− p2α−1
a2

L (3.17)
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и

(σ[VL])2 = σ2(a2
L−1 + a2

L−2 + · · · ) = σ2(pα − 1)2
∑

l>−L+1

p−2α(l+1)

∼ σ2(pα − 1)2

1− p−2α
p2α(L−2) =

σ2

1− p−2α
a2

L−1. (3.18)

Пусть {εi}i>0 – независимые одинаково распределенные случайные величины,
не зависящие от {ε(B)}B∈B и имеющие ту же общую функцию распределе-
ния, что и {ε(B)}B∈B. Согласно (3.7) и (3.18) случайные величины VL/σ[VL]
сходятся по распределению к случайной величине

V =
√

1− p−2α

(
ε0

σ[ε0]
+ p−α ε1

σ[ε2]
+ · · ·+ p−kα εk

σ[εk]
+ · · ·

)
.

По теореме Крамера V не гауссова.
Пусть {εij}i,j>0 – независимые одинаково распределенные случайные вели-

чины, не зависящие ни от {εi}i>0, ни от {ε(B)}B∈B и имеющие ту же общую
функцию распределения, что и {ε(B)}B∈B. Определим случайные величины

Sk =
∑

06j6pk−1

εkj , k = 0, 1, 2, . . . .

Согласно (3.6) и (3.17) случайные величины UL/σ[UL] сходятся по распределе-
нию к случайной величине

U =
√

1− p2α−1
∑
k>0

p(2α−1)k/2 Sk

σ[Sk]
.

По теореме Крамера U не гауссова.
Наконец, случайные величины

ΛL =
UL

σ[UL]
=

σ[UL]
σ[UL]

UL

σ[UL]
+

σ[VL]
σ[UL]

VL

σ[VL]

сходятся по распределению к

Λ =

√
1− p−2α

1− p−1
U +

√
p−2α − p−1

1− p−1
V.

Поскольку U и V независимы и не гауссовы, случайная величина Λ также не
гауссова.

Для произвольной случайной величины X через ΦX(ξ) = E exp{iξX} обозна-
чим ее характеристическую функцию. Поскольку случайные величины {εkj}
независимы и одинаково распределены, функция Φεkj

не зависит от i, j. Поло-
жим Φ = Φεkj

. Согласно (3.16) для каждого ϵ, 0 < ϵ < 1, найдется δ > 0 такое,
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что

|ΦU (ξ)| =
∏
k>0

∣∣∣∣ΦSk

(
p(2α−1)k/2

σ[Sk]
ξ

)∣∣∣∣ =
∏
k>0

∣∣∣∣Φ(
p(2α−1)k/2

σ[Sk]
ξ

)∣∣∣∣pk

6
∏

k : p(2α−1)k/2ξ/σ[Sk]<δ

∣∣∣∣Φ(
p(2α−1)k/2

σ[Sk]
ξ

)∣∣∣∣pk

6
∏

k : p(2α−1)k/2ξ/σ[Sk]<δ

(
1− ξ2

2
σ2p(2α−1)k(1− ϵ)

(σ[Sk])2

)pk

.

Так как (σ[Sk])2 = σ2pk, то мы получаем

|ΦU (ξ)| 6 exp
{
−ξ2

2
(1− ϵ)

∑
k : p(α−1)kξ/σ<δ

p(2α−1)k

}
6 exp{−Aξβ}

для некоторых A > 0, β = (1 − α)−1 ∈ (1, 2) и для всех ξ > δσ. При ξ 6 δσ
получим

|ΦU (ξ)| 6 exp{−Bξ2}
для некоторого B > 0. Таким образом, при любом ξ имеем

|ΦU (ξ)| 6 exp
{
−C min{ξ2, ξβ}

}
для некоторого C > 0.

Так как случайные величины U и V независимы и Λ = λ1U + λ2V , то

ΦΛ(ξ) = ΦU (λ1ξ)ΦV (λ2ξ).

В частности, ΦΛ удовлетворяет такому же неравенству, как и ΦU . Этим до-
казано, что функция распределения FΛ случайной величины Λ принадлежит
классу C∞. Поскольку Λ имеет второй момент, то FΛ принадлежит D(2), т. е.
лежит в области притяжения нормального закона.

Наконец, предположим, что общая функция распределения Fε случайных
величин {εij} унимодальна. Так как свертка симметричных унимодальных
функций распределения FU и FV симметрична и унимодальна, то и функ-
ция FΛ такова. Теорема доказана.

§ 4. Интегральная плотность состояний

Пусть LC – однородный иерархический лапласиан, а LC(ω) – его случайное
возмущение, определенное и изученное в предыдущем параграфе. Для ультра-
метрического шара O ∈ B и орицикла H ∈ T обозначим через BH(O) множество
всех шаров B ⊆ O, принадлежащих орициклу H.

Обозначим через δa вероятностное распределение, сосредоточенное в точке
a ∈ R. Зафиксируем орицикл H и изучим предельное поведение нормирован-
ного эмпирического процесса

Mω
O =

1
|BH(O)|

∑
B∈BH(O)

δλ(B,ω) (4.1)

при стремлении O к ϖ.
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Теорема 4.1. Существует вероятностная мераM такая, что при стрем-
лении O к ϖ мы для почти всех ω ∈ Ω имеем

Mω
O →M в топологии Бернулли. (4.2)

Доказательство. Как и в доказательстве теоремы 3.1, для любого B ∈ H
запишем

λ(B, ω) = λH(1 + U(B, ω)),

где U(B, ω) определена в (3.3). Случайные величины {U(B)}B∈H одинаково
распределены (но зависимы); обозначим их общее распределение через N . Так
как орицикл H фиксирован, нам остается изучить нормированный эмпириче-
ский процесс

Nω
O =

1
|BH(O)|

∑
B∈BH(O)

δU(B,ω).

Докажем, что при стремлении O к ϖ мы для почти всех ω ∈ Ω имеем

Nω
O → N в топологии Бернулли. (4.3)

Не теряя общности, можно считать, что H = H0 и O ∈ HL. В этом случае
мы пишем NO = Nω

L . Пусть Φω
L – характеристическая функция вероятностной

меры Nω
L :

Φω
L(θ) =

1
nLnL+1 · · ·n−1

∑
B∈BH(O)

exp{iθU(B, ω)}; (4.4)

характеристическую функцию меры N обозначим через Φ. Тогда

EΦω
L(θ) = Φ(θ).

Покажем, что для всех θ имеет место сходимость

Φω
L(θ) → Φ(θ) п. н. (4.5)

Так как носители всех вероятностных мер Nω
L , ω ∈ Ω, лежат в некотором ко-

нечном интервале [−a, a], то семейство функций {Φω
L} равностепенно непрерыв-

но. Поэтому исключительное множество нулевой меры в (4.5) можно выбрать
одним и тем же для всех θ. Тем самым, если мы докажем (4.5), то утвержде-
ние (4.3) будет вытекать из теоремы Леви о непрерывности.

Для каждого B ∈ BH(O) обозначим через {Bk}k60 единственный бесконеч-
ный геодезический путь от ϖ до B в дереве шаров T . Запишем

U(B, ω) =
( ∑

L6k60

+
∑
k<L

)
akε(Bk, ω) =: UL(B, ω) + VL(B, ω).

Так как для любых двух шаров B и B′ из BH(O) выполнено равенство

VL(B, ω) = VL(B′, ω) =: VL(ω),

то
Φω

L(θ) =
exp{iθVL(ω)}
nLnL+1 · · ·n−1

∑
B∈BH(O)

exp{iθUL(B, ω)}.
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При L → −∞ мы имеем, равномерно по ω ∈ Ω,

exp{iθVL(ω)} → 1 для всех θ.

Поэтому остается изучить предельное поведение случайных величин

ω 7→ Ψω
L(θ) =

1
nLnL+1 · · ·n−1

∑
B∈BH(O)

exp{iθUL(B, ω)}.

Заметим, что случайные величины {UL(B, ω)}B∈BH(O) зависимы и одинако-
во распределены. Обозначим их общую характеристическую функцию через
ΨL(θ). Имеем

EΨω
L(θ) = ΨL(θ).

Мы покажем, что при любом фиксированном θ∑
L<0

(σ[Ψω
L(θ)])2 < ∞. (4.6)

Как только (4.6) будет установлено, из неравенства Чебышёва и леммы Боре-
ля–Кантелли будет вытекать, что

Ψω
L(θ)−ΨL(θ) → 0 п. н.

А так как при L → −∞ случайные величины Φω
L(θ)−Ψω

L(θ) и функции Φ(θ)−
ΨL(θ) поточечно сходятся к нулю, то мы наконец получим (4.5).

Итак, докажем (4.6). Если X, Y – независимые случайные величины такие,
что |X| = 1 и |Y | 6 1, то

(σ[XY ])2 6 (σ[Y ])2 + 2(1− |EX|). (4.7)

Пусть φ – общая характеристическая функция независимых одинаково распре-
деленных случайных величин {ε(B)}B∈B. Подставляя в (4.7) величины

X = exp{iθaLε(BL)}, Y =
1

nLnL+1 · · ·n−1

∑
B∈BH(O)

exp{iθUL+1(B)},

получаем, что

(σ[ΨL(θ)])2 6 (σ[Y ])2 + 2
(
1− |φ(aLθ)|

)
6 (σ[Y ])2 + a2

Lθ2.

Пусть {Ol : 0 > l > −∞} есть бесконечный геодезический путь в T с O0 ∈ H,
OL = O и O−∞ = ϖ. Обозначим через {Oi

L+1 : 1 6 i 6 nL, }, где O1
L+1 = OL+1,

те nL ультраметрических шаров, которые принадлежат орициклу HL+1 и яв-
ляются подшарами шара O = OL. Запишем

Y =
1

nL

nL∑
i=1

Yi,

где

Yi =
1

nL+1 · · ·n−1

∑
B∈BH(Oi

L+1)

exp{iθUL+1(B)}.
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Случайные величины {Yi : 1 6 i 6 nL} независимы и одинаково распределены,
причем Y1 = ΨL+1(θ). В результате получаем неравенство

(σ[ΨL(θ)])2 6
1

nL
(σ[ΨL+1(θ)])2 + a2

Lθ2,

из которого очевидным образом вытекает (4.6). Теорема доказана.

Определение 4.2. Мера M, определенная в (4.2), называется интеграль-
ной плотностью состояний, отвечающей орициклу H. Если мера M абсолют-
но непрерывна относительно меры Лебега, т. е.

M(I) =
∫

I

m(τ) dτ,

то функцию m(τ) называют плотностью состояний, отвечающей орициклу H.

Вопросы существования, непрерывности, принадлежности классу C∞ для
плотности состояний m(τ), связанной с данными (C, ϵ), являются основными
во многих приложениях (см. теорему 5.1 в § 5).

Замечание 4.3. Напомним, что меры M и N , определенные в (4.2) и (4.3)
соответственно, связаны между собой равенством

M = N ◦ ϑ−1,

где ϑ : x 7→ ax+b при a = b = λH . В частности, мера M абсолютно непрерывна
относительно меры Лебега тогда и только тогда, когда таковой является N .

Мера N обладает замечательным свойством: она принадлежит классу J
вероятностных мер, представимых как распределение некоторой случайной ве-
личины U вида

U =
∑
k>0

bkεk, (4.8)

где {εk}k>0 – симметричные независимые одинаково распределенные случай-
ные величины со значениями в некотором конечном интервале I ⊂ R1, а числа
bk > 0 таковы, что

∑
bk = 1.

Различные свойства I-распределений (бесконечных сверток) изучались мно-
гими авторами начиная с 1930-х годов (см., например, [19]–[23], [31] и указан-
ную там литературу). Отметим два замечательных свойства I-распределений.
Первое из них обнаружил П. Леви (1937), а второе – Б. Йессен и А. Уинтнер
(1935) (см., например, [19], теоремы 3.7.6 и 3.7.7 соответственно).

(a) Разложение Лебега любого I-распределения N не содержит дискретной
компоненты.

(b) Если {εk} в (4.8) дискретны, то мера N либо сингулярна, либо абсолютно
непрерывна (относительно меры Лебега).

Примеры сингулярных I-распределений будут даны ниже (бесконечные
свертки Бернулли). Рассмотрим сначала простой класс абсолютно непрерыв-
ных I-распределений. Пусть N – I-распределение вида (4.8), и пусть общая
характеристическая функция φ независимых одинаково распределенных слу-
чайных величин {εk} допускает оценку

|φ(x)| 6 x−D на ∞
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для некоторого D > 0. Тогда ясно, что характеристическая функция Φ(x)
меры N , будучи бесконечным произведением характеристических функций,
допускает оценку

|Φ(x)| 6 x−B на ∞

для всех B > 0 и, следовательно, N обладает C∞-плотностью относительно
меры Лебега. Это наблюдение допускает следующее обобщение.

Предложение 4.4. Пусть N – I-распределение. Предположим, что об-
щая характеристическая функция φ независимых одинаково распределенных
случайных величин {εk} стремится к нулю на бесконечности и

bk > C exp{−Dk}

для некоторых C, D > 0. Тогда N обладает C∞-плотностью относительно
меры Лебега.

Доказательство. Обозначим характеристическую функцию меры N че-
рез Φ. Для данного ϵ > 0 выберем N = N(ϵ) > 1 так, чтобы при всех z > N
выполнялось неравенство |φ(z)| 6 ϵ, и запишем

|Φ(x)| 6
∏

k : bkx>N

φ(bkx) 6 exp
{
−#{k : bkx > N} log

1
ϵ

}
.

По условию,

#{k : bkx > N} > log
(

Cx

N

) 1
D

,

откуда следует, что
|Φ(x)| 6 Ax−B на ∞,

где

A =
(

N

C

) 1
D log 1

ϵ

, B =
1
D

log
1
ϵ
.

Поскольку ϵ > 0 можно выбрать сколь угодно малым, получаем требуемый
результат. Предложение доказано.

Различные примеры характеристических функций φ сингулярных распре-
делений {εk}, удовлетворяющих условиям предложения 4.4, даны в [19, гл. 3],
а также в [20, гл. 6 и 7]. Приведем пример Р. Кершнера (1936): если a – ра-
циональное число, причем 0 < a < 1/2 и a не равно 1/n ни для какого целого
n > 3, то функция

φ(x) =
∞∏

k=1

cos(xak)

является характеристической функцией сингулярного симметричного I-рас-
пределения и для нее имеет место оценка

|φ(x)| 6 1
(log x)γ

на +∞ (4.9)

с некоторым γ > 0.
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Мы будем применять предложение 4.4 к однородным ультраметрическим
пространствам X таким, что последовательность {nH} прямых степеней (опре-
деленная деревом шаров T (X)) ограничена, а однородный иерархический ла-
пласиан LC на X удовлетворяет условию (3.11). Например, в качестве X можно
взять Qp, а в качестве LC – оператор дробного дифференцирования, введенный
в (2.2).

Модифицируя доказательство предложения 4.4, можно получить результа-
ты, применимые и для неограниченных последовательностей {nH}, например
когда X – бесконечная симметрическая группа S∞ =

⋃
n∈N Sn. В этом случае

nH равняется l для орицикла H, состоящего из симметрической группы Sl и ее
смежных классов aSl.

Предложение 4.5. Предположим, что общая характеристическая функ-
ция φ независимых одинаково распределенных случайных величин {εk} удовле-
творяет (4.9) и что bk > C/k! для некоторого C > 0. Тогда для характери-
стической функции Φ(x) соответствующего I-распределения N имеет место
оценка

|Φ(x)| 6 x−(γ−ϵ) на +∞

при любом 0 < ϵ < γ . В частности, если γ > 1, то распределение N обладает
Ck-плотностью с k 6 γ − 1.

Доказательство. По условию,

n(t) := #{k : bk > t} > #
{

k :
C

k!
> t

}
∼ log(1/t)

log log(1/t)
в точке 0.

Для x > 1 положим Φ(x) = (log x)γ и выберем r(x) так, что

log r(x) ∼ log x

log log x
на +∞.

Для достаточно больших x определим

A(x) := n

(
r(x)
x

)
log Φ(r(x)).

Согласно условию,

lim inf
x→+∞

A(x)
γ log x

> 1. (4.10)

Наконец, оценим характеристическую функцию Φ(x) изучаемого I-распреде-
ления N :

|Φ(x)| =
∏
k

|φ(bkx)| 6
∏

k : bkx>r(x)

|φ(bkx)| 6
∏

k : bkx>r(x)

(Φ(bkx))−1

6 (Φ(r(x)))−n(
r(x)

x ) = exp{−A(x)}.

Применение соотношения (4.10) дает требуемый результат. Предложение до-
казано.
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Бесконечные свертки Бернулли. Пусть {εk}k>0 – независимые одина-
ково распределенные случайные величины, принимающие значения ±1 с веро-
ятностью 1/2. Определим однопараметрическое семейство случайных величин

Uλ =
∑
k>0

λkεk, 0 < λ < 1. (4.11)

Обозначим через Nλ распределение случайной величины Uλ. Мера Nλ пред-
ставляет собой бесконечное сверточное произведение дискретных мер (δ−λk +
δλk)/2. Она называется бесконечной сверткой Бернулли. Характеристиче-
скую функцию Φλ меры Nλ можно представить в виде сходящегося бесконеч-
ного произведения:

Φλ(θ) =
∞∏

k=0

cos(λkθ).

Опишем результаты некоторых работ по бесконечным сверткам Бернулли (пол-
ную библиографию см. в обзоре Б. Соломяка [21]).

Б. Йессен и А. Уинтнер (1935) показали, что мера Nλ либо абсолютно непре-
рывна, либо вполне сингулярна – в зависимости от λ.

Р. Кершнер и А. Уинтнер (1935) заметили, что Nλ является сингулярной
для λ ∈ (0, 2−1), так как она сосредоточена на канторовом множестве нулевой
меры Лебега.

А. Уинтнер (1935) отметил, что мера Nλ равномерна на отрезке [−2, 2] при
λ = 2−1, а при λ = 2−1/k с целым k > 1 она абсолютно непрерывна и имеет
Ck−1-плотность.

П. Эрдёш (1939) показал, что мера Nλ, где λ ∈ (2−1, 1), сингулярна, если
1/λ является PV-числом (целым алгебраическим числом, чьи сопряженные по
Галуа строго меньше единицы по модулю; примером является золотое сечение
(1 +

√
5)/2). Ни для каких других конкретных значений λ ∈ (2−1, 1) сингуляр-

ность меры Nλ не установлена.
Б. Соломяк (1995) доказал гипотезу Гарсиа (1962) о том, что мера Nλ абсо-

лютно непрерывна для почти всех λ ∈ (2−1, 1). Более сильная гипотеза, глася-
щая, что это верно для всех λ ∈ (2−1, 1), кроме некоторого счетного множества,
остается во многом открытым вопросом.

Бернуллиевские возмущения оператора Bα. В качестве примера рас-
смотрим однородный лапласиан Bα, введенный в (2.2). Оператор Bα действует
на пространстве L2(Qp, m), где Qp – кольцо p-адических чисел (p не обязатель-
но простое), а m – мера Хаара, по следующей формуле:

Bαf(x) =
1− p−α

1− p−α−1

∫
Qp

f(x)− f(y)
|x− y|1+α

dm(y).

Обозначим через Bα(ω) возмущение оператора Bα, заданное семейством
независимых одинаково распределенных бернуллиевских случайных величин
{θε(B)}B∈B, 0 < θ < 1. Пусть Nλ – бесконечная свертка Бернулли с λ = p−α.
Положим

a = θ(1− p−α)λH , b = λH , ϑ(x) = ax + b.
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Пользуясь теоремой 4.1, приведенными выше свойствами бесконечных сверток
Бернулли и тем, что отвечающее орициклу H = Hl собственное значение λH

оператора Bα равно pαl, получаем следующий результат.

Теорема 4.6. Обозначим через Mα интегральную плотность состояний,
ассоциированную с оператором Bα(ω) по теореме 4.1 и определению 4.2, а
через Nλ – бесконечную свертку Бернулли с λ = p−α . Тогда

Mα = Nλ ◦ ϑ−1.

В частности, по отношению к мере Лебега мера Mα является:
– сингулярной для всех α > (log 2)/(log p);
– равномерной при α = (log 2)/(log p);
– абсолютно непрерывной с L2-плотностью для почти всех α из интервала

0 < α 6 (log 2)/(log p).
Кроме того, при α = (log 2)/(k log p), k ∈ N, она обладает Ck−1-плотно-

стью.

§ 5. Сходимость к пуассоновскому распределению

Зафиксируем орицикл H. Собственные значения λ(B, ω), B ∈ BH(O), могут
сами быть представлены посредством следующего эмпирического процесса:

Nω
O(I) =

∑
B∈BH(O)

δλ(B,ω)(I), I ∈ B(R).

Здесь мера интенсивности µO(I) (ожидаемое число точек λ(B, ω), B ∈ BH(O),
попадающих в множество I) вычисляется по формуле

µO(I) = ENO(I) = |BH(O)|P
(
ω ∈ Ω: λ(B, ω) ∈ I

)
.

Напомним, что правая часть этого равенства не зависит от B ∈ BH(O). За-
фиксируем числа c, τ0 > 0 и рассмотрим короткий интервал

I =
{

τ : |τ − τ0| 6
c

2|BH(O)|

}
. (5.1)

Предположим, что плотность состояний m(τ) (см. определение 4.2) существует,
непрерывна в точке τ = τ0 и удовлетворяет неравенству m(τ0) > 0. Тогда

lim
O→ϖ

µO(I) = cm(τ0) =: λc > 0. (5.2)

В частности, если бы λ(B, ω), B ∈ BH(O), были независимы и одинаково рас-
пределены, то соотношение (5.2) дало бы классическую сходимость величины
NO = Nω

O(I) к пуассоновской случайной величине Pλ с интенсивностью λ = λc.
Точнее, в случае независимых одинаково распределенных случайных величин
мы имели бы (см. [32]–[34]), что

∥L(NO)− L(Pλ)∥TV 6
min{λ, λ2}
2|BH(O)|

.
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Напомним, что здесь L(X) обозначает распределение случайной величины X,
а ∥µ− ν∥TV – это расстояние между µ и ν в смысле полной вариации.

Однако в нашей ситуации случайные величины λ(B, ω), B ∈ BH(O), яв-
ляются зависимыми, так что классическая теория напрямую не применима и
требует обоснований и дополнений. Наш подход основан на свойстве стаци-
онарности семейства {λ(B, ω)}B∈H и некоторых оценках его корреляционных
функций (см. § 3). Мы докажем следующее утверждение.

Теорема 5.1. Предположим, что условие (3.11) выполнено с δ > 2 и что
общее распределение независимых одинаково распределенных случайных вели-
чин {ε(B)} имеет ограниченную плотность. Тогда, во введенных выше обо-
значениях, при O → ϖ имеем

L(NO) → L(Pλ) в топологии Бернулли.

Прежде чем перейти к доказательству, отметим, что в этих предположени-
ях плотность состояний m(τ) существует и принадлежит C∞ (см. предложе-
ние 4.4). В частности, величина λ = λc корректно определена равенством (5.2)
для любого c > 0. Далее, при каждом B ∈ H можно записать собственное
значение λ(B, ω) в виде

λ(B, ω) = λH(1 + U(B, ω)), (5.3)

где

U(B, ω) =
∑

B⊆Bk

akε(Bk, ω), ak =
C(Bk)

λH
. (5.4)

Так как
∑

ak = 1 и |ε(B, ω)| 6 ϵ для всех B, ω и для некоторого ϵ, 0 < ϵ < 1, то

|U(B, ω)| 6 sup
k,ω

|ε(Bk, ω)| = ϵ.

Общая функция распределения N (t) семейства {U(B, ω)}B∈H абсолютно не-
прерывна, и ее плотность n(t) связана с интегральной плотностью состояний
m(τ) формулой

n(t) = λHm(λHt + λH).

В частности, функция n(t) сосредоточена на отрезке [−ϵ, ϵ], непрерывна и стро-
го положительна при t0 = τ0/λH − 1.

Эмпирический процесс, заданный семейством {U(B, ω)}B∈BH(O), обозначим
через Ñω

O. Определим интервал Ĩ формулой

Ĩ =
{

t : |t− t0| 6
c̃

2|BH(O)|

}
, c̃ =

c

λH
,

и положим ÑO := Ñω
O(Ĩ). Из (5.3) следует, что

P{NO = k} = P{ÑO = k},

и, значит,
lim

O→ϖ
P{NO = k} = lim

O→ϖ
P{ÑO = k}.

С учетом всех этих наблюдений докажем U -версию теоремы 5.1.
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Зафиксируем орицикл H, и пусть O стремится к ϖ. Ясно, что при изучении
семейства U(B, ω)B∈H можно заменить исходное ультраметрическое простран-
ство X на некоторое дискретное ультраметрическое пространство. Например,
X можно заменить на дискретную абелеву группу

G =
⊕
k>1

Z(nk)

с канонической ультраметрической структурой, которая определяется семей-
ством {Gl}l>0 конечных подгрупп

G0 = {0}, Gl =
∏

16k6l

Z(nk).

С учетом этого соглашения имеем, что H = H0 – это множество всех одното-
чечных шаров, H1 – множество всех ультраметрических шаров вида g + G1 и
т. д. Если B = {g}, то вместо U(B, ω) будем писать Ug(ω). Для любого Bi ⊇ B
положим ε(Bi, ω) =: εig(ω). Таким образом мы определяем стационарное се-
мейство {Ug}g∈G:

Ug(ω) =
∞∑

i=0

aiεig(ω).

Обозначим через Zc
l (ω) количество элементов Ug(ω), g ∈ Gl, лежащих на от-

резке

Ic
l =

{
t : |t− t0| 6

c

2πl

}
, πl = n1 · · ·nl.

Положим λc = cn(t0) и докажем, что

lim
l→∞

P{Zc
l = k} =

(λc)k

k!
exp{−λc}. (5.5)

Записывая Zc
l в виде

Zc
l (ω) =

∑
g∈Gl

δUg(ω)(Ic
l ),

имеем
lim
l→∞

EZc
l = lim

l→∞
πlP(Ug ∈ Ic

l ) = λc.

Отсюда вытекает, что семейство мер {L(Zc
l )}l∈N является плотным (tight) и,

тем самым, относительно компактным в слабой топологии. Пусть L(Z) – пре-
дельная точка семейства {L(Zc

l )}l∈N. Покажем, что случайная величина Z
безгранично делима. Действительно, с учетом ультраметрической структуры
группы G можно записать

Zc
l =

∑
g∈Z(nl)

τg(Z
c/nl

l−1 ),

где
τg(Z

c/nl

l−1 ) :=
∑

a∈Gl−1

δUg+a
(Ic/nl

l−1 ).
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Случайные величины τg(Z
c/nl

l−1 ), g ∈ Z(nl), одинаково распределены и зависимы,
однако зависимость между ними ослабевает при стремлении l к бесконечности.
А именно, при любом g ∈ Gl можно записать

Ug =
l−1∑
i=0

aiεig +
∞∑
i=l

aiεig =: Ũg + Kl. (5.6)

Общая часть Kl случайных величин Ug независима от семейства {Ũg} и допус-
кает оценку

|Kl(ω)| 6 ϵ

∞∑
i=l

ai = O(al) = O(π−δ/2
l ).

В частности, предполагая, что δ > 2, мы получаем

kl := sup
ω
|Kl(ω)| = o(π−1

l ). (5.7)

Вычислим характеристическую функцию

ΦZ(γ) = E exp{−γZ}, γ > 0,

случайной величины Z = Zc
l . Имеем

Zc
l =

∑
a∈Z(nl)

∑
g∈Gl−1

δUa+g
(Ic

l ) =
∑

a∈Z(nl)

τa(Zc/nl

l−1 ),

откуда следует, что

ΦZc
l
(γ) = E

[
E(exp{−γZc

l } | Kl)
]

= E
[
(E(exp{−γZ

c/nl

l−1 } | Kl))nl
]

=
∫

dµl(k)
(
E(exp{−γZ

c/nl

l−1 } | Kl = k)
)nl ,

где µl – распределение случайной величины Kl. Используя равенство (5.6),
получаем

E
(
exp{−γZ

c/nl

l−1 } | Kl = k
)

= E exp
{
−γ

∑
g∈Gl−1

δŨg
(Ic/nl

l−1 − k)
}

.

Из (5.7) следует, что ϵl := πlkl = o(1). Поэтому для любых g ∈ Gl−1 и k ∈
[−kl, kl] имеют место соотношения

{Ug ∈ I
(c−2ϵl)/nl

l−1 } ⊆ {Ũg ∈ I
c/nl

l−1 − k} ⊆ {Ug ∈ I
(c+2ϵl)/nl

l−1 }

и
(Φ

Z
(c+2ϵl)/nl
l−1

(γ))nl 6 ΦZc
l
(γ) 6 (Φ

Z
(c−2ϵl)/nl
l−1

(γ))nl . (5.8)

Случай 1: nl = n для некоторой бесконечной последовательности {lk}. Тогда
на этой последовательности имеем

EZ
(c±2ϵl)/n
l−1 = πl−1P(Ug(ω) ∈ I

(c±2ϵl)/n
l−1 ) → λc

n
,
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так что семейство {L(Z(c±2ϵl)/n
l−1 )} плотное (tight). Напомним, что семейство

{L(Zc
l )} тоже плотное (tight). Выберем последовательность {l′k} ⊂ {lk}, вдоль

которой
Zc

l → Z, Z
(c±2ϵl)/n
l−1 → Z± по распределению.

Так как для всех ω ∈ Ω выполнено неравенство

Z
(c−2ϵl)/n
l−1 (ω) 6 Z

(c+2ϵl)/n
l−1 (ω),

являющееся строгим тогда и только тогда, когда ω принадлежит событию

Ωl =
{
Ug(ω) ∈ I

(c+2ϵl)/n
l−1 \ I

(c−2ϵl)/n
l−1 для некоторого g ∈ Gl−1

}
,

вероятность которого удовлетворяет оценке

P(Ωl) 6 2|Gl−1|
4ϵl

πl
(n(t0) + o(1)) = O(ϵl) → 0 при l →∞,

то должно быть выполнено равенство Z+ = Z− п. н. Положим Z ′ = Z±. Пере-
ходя к пределу в неравенствах (5.8), получаем, что

ΦZ(γ) = (ΦZ′(γ))n. (5.9)

Применяя ту же процедуру, что и выше, имеем

ΦZ′(γ) = (ΦZ′′(γ))n,

и т. д., откуда вытекает требуемая безграничная делимость случайной величи-
ны Z.

Случай 2: nl → ∞. Разобьем Gl на непересекающиеся подмножества Ai,
i = 1, 2, 3, состоящие из смежных классов группы Gl−1 и такие, что |A1| =
|A2| = [πl/2]. Положим

Zc
l,i =

∑
g∈Ai

δUg(ω)(Ic
l ), i = 1, 2, 3,

так что
Zc

l = Zc
l,1 + Zc

l,2 + Zc
l,3.

Заметим, что при l →∞

EZc
l,3 6

1
nl

EZc
l → 0, EZc

l,i →
λc

2
, i = 1, 2.

В частности, Zc
l,3 → 0 по вероятности. Ясно, что Zc

l,1 и Zc
l,2 имеют одинаковое

распределение. Семейства мер {L(Zc
l,i)} являются плотными (tight). Рассуж-

дая, как в случае 1, найдем подпоследовательность, вдоль которой Zc
l → Z,

Zc
l,1 → Z ′ и Zc

l,2 → Z ′′ по распределению, причем L(Z ′) = L(Z ′′). Равен-
ство (5.9) выполнено при n = 2, откуда вытекает, что Z безгранично делима.

Поскольку случайная величина Z неотрицательна и целозначна, ее характе-
ристическая функция имеет вид

ΦZ(γ) = exp
{
−aγ −

∫
(1− e−γx) m(dx)

}
, γ > 0, (5.10)
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где m – некоторая конечная мера на N и a ∈ N∪{0}. Так как образ Z совпадает
со всем N ∪ {0}, то должно быть выполнено равенство a = 0. Заметим, что

EZ =
∫

x m(dx), (5.11)

EZ2 =
∫

x2 m(dx) +
(∫

x m(dx)
)2

. (5.12)

Покажем, что мера m сосредоточена в точке x = 1. Допустим, что выполнено
неравенство

lim sup
l→∞

E(Zc
l )2 6 λc + (λc)2. (5.13)

Тогда семейство {Zc
l } равномерно интегрируемо, так что вдоль некоторой под-

последовательности (lk) имеем

EZ = lim EZc
l = λc. (5.14)

Далее, по лемме Фату и в силу (5.13)

EZ2 6 lim sup
l→∞

E(Zc
l )2 6 λc + (λc)2,

откуда с помощью (5.12) и (5.14) получаем, что∫
x2 m(dx) 6 λc =

∫
x m(dx).

Поскольку мера m сосредоточена на N, отсюда вытекает, что m = λcδ{1}. То-
гда случайная величина Z – пуассоновская с параметром λc, чем и доказано
утверждение (5.5). Остается доказать неравенство (5.13).

Не теряя общности, можно считать, что nl ≡ n. Обозначим через g ∧ g′

конфлюэнту g и g′, т. е. наименьший шар в G, содержащий как g, так и g′.
Имеем

E(Zc
l )2 =

∑
g,g′∈Gl

P(Ug ∈ Ic
l , Ug′ ∈ Ic

l ) =
∑

06j6l

∑
g∧g′∈BHj

(Gl)

P(Ug ∈ Ic
l , Ug′ ∈ Ic

l )

=
∑

16j6l

nl−j
∑

g∧g′=Gj

P(Ug ∈ Ic
l , Ug′ ∈ Ic

l ) + nlP(U0 ∈ Ic
l ).

Поскольку для любых двух пар (g, g′) и (f, f ′) таких, что g ∧ g′ = f ∧ f ′,
выполнено равенство

P(Ug ∈ Ic
l , Ug′ ∈ Ic

l ) = P(Uf ∈ Ic
l , Uf ′ ∈ Ic

l ),

мы получаем, что∑
g∧g′=Gj

P(Ug ∈ Ic
l , Ug′ ∈ Ic

l ) = nj(nj − nj−1)P(Ugj
∈ Ic

l , Ug′j
∈ Ic

l ),

где gj , g′j выбраны так, что gj ∧ g′j = Gj . Отсюда следует, что

E(Zc
l )2 = J + J ′,
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где

J = (n− 1)
∑

16j6l

nl+j−1P(Ugj
∈ Ic

l , Ug′j
∈ Ic

l ), J ′ = nlP(U0 ∈ Ic
l ).

Выбрав в качестве {εi} и {ε′i} два независимых семейства независимых одина-
ково распределенных случайных величин, имеющих то же распределение, что
и {ε(B)}B∈B, запишем

Ugj
=

j−1∑
i=0

aiεi +
∞∑

i=j

aiεi =: Ũj + Kj

и, аналогично,

Ug′j
=

j−1∑
i=0

aiε
′
i +

∞∑
i=j

aiεi =: Ũ ′j + Kj .

Мы уже знаем, что
lim
l→∞

nlP(U0 ∈ Ic
l ) = λc, (5.15)

так что остается лишь установить неравенство

lim sup
l→∞

J 6 (λc)2. (5.16)

Для упрощения обозначений положим

Pl−i = P(Ugl−i
∈ Ic

l , Ug′l−i
∈ Ic

l ).

Выберем m, 0 < m < l, и разложим сумму в J на две:

J = (n− 1)
∑

06i<l

n2l−i−1Pl−i

= (n− 1)n2l

( ∑
06i6m

+
∑

m<i<l

)
n−(i+1)Pl−i =: Jm + Jm.

Запишем
Ugl−i

= a0ε0 + Al−i + Kl−i

и, аналогично,
Ug′l−i

= a0ε
′
0 + A′l−i + Kl−i.

Поскольку случайные величины ε0, ε′0, Al−i, A′l−i, Kl−i независимы, можно
представить Pl−i в виде∫

P(a0ε0 ∈ Ic
l − a− k)P(a0ε

′
0 ∈ Ic

l − a′ − k) dµ(a) dµ(a′) dν(k), (5.17)

где µ – общее распределение независимых одинаково распределенных случай-
ных величин Al−1, A′l−1, а ν – распределение случайной величины Kl−i.

Допустим теперь, что общая функция распределения случайных величин
{ε(B)}B∈B имеет ограниченную плотность ε(x). Тогда из представления (5.17)
для Pl−i получаем, что

Pl−i 6 n−2l∥ε∥2∞
c2

a2
0

2 Серия математическая, т. 79, № 5



34 А.Д. БЕНДИКОВ, А.А. ГРИГОРЬЯН, С.А. МОЛЧАНОВ, Г.П. САМОРОДНИЦКИЙ

и, следовательно,

Jm 6 (n− 1)n2l
∑

m<i<l

n−(i+1)n−2l∥ε∥2∞
c2

a2
0

< ∥ε∥2∞
c2

a2
0

(n− 1)
∑
i>m

n−(i+1) = n−(m+1)∥ε∥2∞
c2

a2
0

→ 0 при m →∞.

Чтобы оценить Jm, выберем θ, 0 < θ < 1, и применим ту же процедуру разло-
жения на две суммы, что и выше:

Pl−i =
∫

(P(Ũl−i ∈ Ic
l − k))2 dν(k) 6 sup

|k|6θ/nl

(P(Ũl−i ∈ Ic
l − k))2 + P

(
|Kl−i| >

θ

nl

)
6 (P(Ug ∈ Ic+4θ

l ))2 + P
(
|Kl−i| >

θ

nl

)
.

Тогда

Jm 6 (P(Ug ∈ Ic+4θ
l ))2(n− 1)n2l

∑
06i6m

n−(i+1)

+ (n− 1)n2l
∑

06i6m

n−(i+1)P
(
|Kl−i| >

θ

nl

)
.

Далее, при l →∞ и фиксированных m, θ имеем

(P(Ug ∈ Ic+4θ
l ))2(n− 1)n2l

∑
06i6m

n−(i+1) → (λc+4θ)2(1− n−m).

Зафиксируем p > 1, m < l и применим неравенство Чебышёва при i 6 m:

P
(
|Kl−i| >

θ

nl

)
6 θ−pnpl∥ε∥p

∞

( ∑
k>l−m

ak

)p

.

Предположим, что условие (3.11) выполнено при δ/2 = 1 + γ, γ > 0. В силу
(3.11) при l →∞ и фиксированном m имеем

1
al−m

∑
k>l−m

ak = O(1).

Выбрав p достаточно большим (так что pγ > 2), получаем

(n− 1)n2l
∑

06i6m

n−(i+1)P
(
|Kl−i| >

θ

nl

)
6 n2l max

06i6m
P
(
|Kl−i| >

θ

nl

)
6 Cn2l+plap

l−m 6 C ′n−lβ ,

где C, C ′, β > 0 не зависят от l. Наконец, из всего сказанного выше следует,
что

lim sup
l→∞

J 6 (λc+4θ)2(1− n−m).

Устремляя θ к нулю, а m к бесконечности, получаем требуемый результат:
неравенство (5.16). Теорема 5.1 доказана.
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Биномиальные возмущения оператора Bα. Обозначим через ε общее
распределение независимых одинаково распределенных случайных величин
{ε(B)}B∈B. В теореме 5.1 нельзя опустить условие существования у ε огра-
ниченной плотности. Точнее, мы покажем, что если ε содержит дискретную
компоненту, то при выполнении всех остальных условий теоремы 5.1 может
не быть сходимости к пуассоновскому распределению.

В качестве примера возьмем оператор дробного дифференцирования Bα и
рассмотрим его возмущение Bα(ω) посредством независимых одинаково рас-
пределенных симметризованных биномиальных случайных величин, т. е. поло-
жим ε = B1 + · · · + Bn, где {Bi} – независимые одинаково распределенные
симметричные бернуллиевские случайные величины (это означает, что Bi при-
нимает каждое из значений ±1 с вероятностью 1/2).

Условие (3.11) выполнено при δ > 2, если α = δ/2 > 1. По нашему выбору,
общая функция распределения N (t) случайных величин Ug(ω), g ∈ G, равна
n-кратной свертке функции распределения Nλ(t), λ = p−α, бесконечной сверт-
ки Бернулли, определенной в (4.11). Так как α > 1, то 0 < λ < 1/2. Поэтому
Nλ(t) вполне сингулярна. С другой стороны, согласно предложению 6.1 из [23],
преобразование Фурье Φλ(x) функции Nλ(t) допускает оценку

|Φλ(x)| 6 C

1 + |x|γ

при некоторых C = C(λ) > 0 и γ = γ(λ) > 0 и для почти всех 0 < λ < 1. Выбрав
α > 1 так, что число λ = p−α не принадлежит исключительному множеству, и
взяв затем достаточно большое n = n(α), получаем для преобразования Фурье
Φ(x) функции N (t) оценку

|Φ(x)| = |Φλ(x)|n 6
C ′

1 + |x|2

при некотором C ′ > 0. В частности, по нашему выбору, N (t) абсолютно непре-
рывна и имеет непрерывную плотность. Этим показано, что плотность состо-
яний существует и является непрерывной функцией, в то время как распре-
деление ε дискретно. Тем самым, Bα(ω) при надлежащем выборе α > 1 и ε(ω)
является искомым примером.

Вернемся теперь к общей постановке задачи и докажем отсутствие сходи-
мости к пуассоновскому распределению. Не теряя общности, можно считать,
что ε({0}) =: p0 > 0. Допустим также, что все прямые степени nj совпадают и
равны n. Пользуясь обозначениями из доказательства теоремы 5.1, запишем

Ug =
∞∑

i=0

aiεig = a0ε0g + Ũg

и

Zc
l =

∑
g∈Gl

1{Ug∈Ic
l } >

∑
g∈Gl

1{Ũg∈Ic
l }

1{ε0g=0} =
∑

g∈Gl/G1

1{Ug∈I
c/n
l−1}

∑
a∈g

1{ε0a=0}.

(5.18)
Для каждого g ∈ Gl/G1 определим случайную величину

Bg =
∑
a∈g

1{ε0a=0}.

2*
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Тогда {Bg}g∈Gl/G1 – независимые одинаково распределенные биномиальные
случайные величины с параметрами (p0, n). Далее, полагая

Z̃
c/n
l−1 =

∑
g∈Gl/G1

1{Ug∈I
c/n
l−1}

, Zc
l =

∑
g∈Gl/G1

1{Ug∈I
c/n
l−1}

∑
a∈g

1{ε0a=0},

получаем, что

Zc
l

d=
τ∑

j>0

Bj ,

где {Bi}∞i=0 – независимые одинаково распределенные биномиальные случайные
величины с параметрами (p0, n), не зависящие от τ = Z̃

c/n
l−1 .

Допустим, что имеет место сходимость к пуассоновскому распределению.
Тогда, как в доказательстве теоремы 5.1, можно выбрать подпоследователь-
ность {lk}, вдоль которой Zc

l → Zc и Z̃
c/n
l−1 → Z̃c/n, причем Zc и Z̃c/n – пуас-

соновские случайные величины с интенсивностями λc и λc/n соответственно.
В частности, из (5.18) имеем

P(Zc > 2) > P(Z̃c/n > 1)P(B0 > 2).

Получили противоречие, так как при c → 0 левая часть этого неравенства
имеет порядок c2, а правая – порядок c.
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