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О 2 - Л О К А Л Ь Н Ы Х П О Д Г Р У П П А Х КОНЕЧНЫХ Г Р У П П 

А . С . К О Н Д Р А Т Ь Е В 

В работе [ 2 3 ] Строт описал конечные 2-группы 2—ранга не более 3 

с неразрешимыми группами автоморфизмов. Э т о описание он и с п о л ь з о ­

вал а классификации f_24j конечных квазипростых групп, в которых п е р е с е ­

чение любых двух различных силовских 2-подгрупп имеет 2-ранг не более 3 . 

Мы применяем результат [2EQ для доказательства следующей теоремы. 

Т Е О Р Е М А . П у с т ь G— к о н е ч н а я г р у п п а , с о ­

д е р ж а щ а я т а к у ю н е р а з р е ш и м у ю м а к с и — 

м а л ь н у ю 2— л о к а л ь н у ю п о д г р у п п у / / , ч т о 

F (И) — 2 - г р у п п а 2 - р а н г а, н е п р е в о с х о д я ­

щ е г о 3 . Т о г д а в ы п о л н я е т с я о д н о и з с л е ­

д у ю щ и х у т в е р ж д е н и й : 

( 2 ) (г10(G) и з о м о р ф н а о д н о й и з с л е д у ю ­

щ и х г р у п п : &2Щ)^3]). (ф) д л я н е ч е т н о г о (}, Ag,Ag, 

( 3 ) G и з о м о р ф н а о д н о й и з с л е д у ю щ и х 

г р у п п : %№ф,1а*Ш%\ SuzJtd(SuZ). 
З А М Е Ч А Н И Е . Можно показать, что конечная группа Q с 0(G)" / 

нз заключения теоремы удовлетворяет е е условию. 

В доказательстве теоре :ы используется представляющее с а м о с т о я т е л ь ­

ный интерес 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е . П у с т ь & — к о н е ч н а я г р у п п а ; 

Z - и н в о л ю ц и я G и Н=С^ (Z) . Е с л и - н е р а а 

р е ш и м а я г р у п п а , F* (И) и з о м о р ф н а (J? *Qg )х%£ 

и 2£Р*ШУ , т о л и б о G-G(G)H . л и б о F*(G) 
з о м о р ф н а J£ X • х %2 и л и ^ — н а к р ы в а ю -

ю ш е й г р у п п е д л я Jt . 
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Из теоремы вытекает 

С Л Е Д С Т В И Е . П у с т ь & — к о н е ч н а я г р у п п а 

т и п а х а р а к т е р и с т и к и 2 , с о д е р ж а щ а я т а ­

к у ю с о б с т в е н н у ю н е р а з р е ш и м у ю п о д — 

г р у п п у / / , ч т о Н-Нд_ (Z {02 (И))}) и 2 - р а и г 

Om{ff) н е п р е в о с х о д и т 3 . Т о г д а Q и з о ­

м о р ф н а о д н о й и з с л е д у ю щ и х г р у п п : 

Обозначения и определения, принятые в статье , в основном стандарт­

ны и их можно найти в D-Q] . Д л я конечной группы X через F (X) 

X (tx>) 
— последний 

член ряда коммутантов X • Ч е р е з Х*"У обозначается центральное п р о и з ­

ведение групп X и Y с объединенными центрами. Ч е р е з Z м £ Dя 

и О-^л обозначаются соответственно циклическая, элементарная, диэдральная 

и кватерниоккая группы порядка Z 

Конечная группа X называется группой типа характеристики 2 , если 

F*(H)~ 2-группа для каждой 2-локальной подгруппы И группы X . 
Все рассматриваемые группы предполагаются конечными. 

в 1 . Предварительные результаты 

Л Е М М А 1. 1. П у с т ь / / - г р у п п а , в к о т о р о й 

2?= Г*(Н) - 2 - г р у п п а и - р я д 

н о р м а л ь н ы х в И п о д г р у п п . Т о г д а к а ж ­

д ы й э л е м е н т / / , т о ж д е с т в е н н о д е й с т в у ­

ю щ и й н а в с е х ф а к т о р а х /J)'t f/'>i ^ / Z ) , 

л е ж и т в JJ • 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . В силу теоремы 5 . 3 . 2 из f l O ] , 
гь 

П С.',,( D; I D; л ) - нормальная 2-подгруппа в hi , так как C,,(V)^ 

Лемма доказана. 

Л Е М М А 1 . 2 . П у с т ь S - с и л о в с к а я 2 - п о д г р у п ­

п а г р у п п ы ^ " . Е с л и и н в о л ю ц и я j£ и з Z(S) 

с о п р я ж е н а в /г с и н в о л ю ц и е й и з $ - Z' ($) • 

т о н а й д е т с я и н в о л ю ц и я i и з S'ZiS) . с о ¬ 

п р я ж е н н а я с э л е м е н т о м и з J J ^ f l Z ( S ) 
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Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . С м . л е м м у 3. 2 из [ 4 ] . 

Л Е М М А 1 . 3 . П у с т ь / / - н е р а з р е ш и м а я г р у п ­

п а и г [Н)~ 2 - г р у п п а 2 - р а н г а н е б о л е е 3 . 

Т о г д а 

( а ) п о д г р у п п а Г (Н) и з о м о р ф н а о д н о й 

и з с л е д у ю щ и х г р у п п : 

( б ) е с л и F*[H) н е а б е л е в а , то// с о д е р ж и т 

т а к о й э л е м е н т е п о р я д к а 5 , ч т о [f-*(H) <2T>\sd 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . С м . теорему и леммы ( 2 . 1 ) и ( 3 . 3 ) из Г_2з]. 

Л Е М М А 1. 4 . П у с т ь / / - н е р а з р е ш и м а я г р у п ­

п а и р*(Н) = Q J* Dg . Т о г д а и м е е т м е с т о 

МН/0г(Ю*А, и л я Ss ; 
( б ) е с л и И' ~ 02(Н) с о д е р ж и т и н в о л ю ц и ю , 

т о / / и з о м о р ф н а ц е н т р а л и з а т о р у ц е н т — 

р а л ь н о й и н в о л ю ц и и в ^ , в ч а с т н о с т и , 

И ~ р а с щ е п л я е м о е р а с ш и р е н и е ^ * g 0 

п о м о щ ь ю и в с е и н в о л ю ц и и и з 

с о п р я ж е н ы в И j 

( в ) е с л и / / - / / с о д е р ж и т и н в о л ю ц и ю , т о 

о н а ц е н т р а л и з у е т э л е м е н т п о р я д к а 4 

и з 0гШ) . 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О f a ) следует из [l6, теорема Ш. 1 3 . s\ и и з о м о р ­

физма 0Ц (<2)= %5 J f 6 ) - изС17, л е м м ы 2 . 4 , 2 . 8 , 2 . 1 3 ] ; ( в ) -

из того , что каждая инволюция из Н ~Н индуцирует трансвекиию из 0^ (2) 

**Ог{Н)/Щ{Н)). 
Лемма доказана. 

Л Е М М А 1 . 5 . П у с т ь Н - н е р а з р е ш и м а я г р у п ¬ 

п а nF*(H)=Pi*P2 , ra*P,*Qg*J?t пР,Э£г£Л(Л*') 
и п и Q ' (ПЯЗ ) . Т о г д а 

( а ) е с л и Рл ~ Zz*. (ПЪ/) н п я (/1*4) , т о 

( б ) е с л и 

и з о м о р ф н 

г р у п п е и з Ŝ . X 5^ . с о д е р ж а щ е й Д .̂ '•> 

а п о д — 
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( в ) П о д г р у п п у Р м о ж н о с ч и т а т ь н о р ­

м а л ь н о й в Й . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Положим <Zf> - PJ и < Zt>-£?f (Pt). Под­

группа Ь^Р)* KZg> ™ £?/(0г(Р)) характеристична в , поэтому 

она нормальна в И . Рассмотрим группу К* ZCц (£) и фактор-группу 

или U9«-t . По 
лемме 1 , 1, * Рг , следовательно, изоморфна 

/ . Zj и л и Sj • п Р и ч е м KjOz(H) ф / только в случае Р, 2 0 f • 
Утверждения ( а ) и ( б ) теперь следуют из того, что и/к изоморфно вкла¬ 

дывается в Ы Ш и Oui (L > /0. (Oui (L ))*$s. 
Докажем Пусть X — элемент порядка 5 из Н . По лемме 

1 . 3 ( б ) , можно считать, что Р^ \0Z (Н), <ИУ\ , Покажем, что Pf 

нормальна в / / , Подгруппа /7 содержит точно 5 четверных подгрупп, на 

множестве которых < £ > действует транзитивно. Поэтому 0^{Н) содержит 

точно 5 элементарных подгрупп порядка 8, на множестве которых < £ > дейст­

вует транзитивно. Пусть £ — элементарная подгруппа порядка 8 и з 0^(И). 
Тогда Н~Мц(Е) < i T > . Так как £ содержит нормальные в Н под -

группы <Zt> и <Zt>*<Zg>, то f/ff[EVpH (£) - 2-группа. Поло -

*ммМ=Н'К . Тогда N= А£ А4 . с л е д о в а т е л ь н о , ^ ( £ ) • 

Поэтому Р нормальна в N , так как Р ^ для 

инволюции i *zPf- <7f> • Но Н^НМц (<Х>) > так что Pf 

нормальна в Н . 

Лемма доказана. 

Л Е М М А 1. 6 . П у с т ь ^ - г р у п п а , и з о м о р ф н а я 

(г^Щ) и л и " ( О ) д л я н е ч е т н о г о ^ и S — С И — 

л о в е к а я 2- п о д г р у п п а G • Т о г д а 

( а ) в S р о в н о 5 «5 — к л а с с о в э л е м е н т а р ­

н ы х п о д г р у п п п о р я д к а 8 с п р е д с т а в и ­

т е л я м и ^ ( £ 5 ) п р и ч е м / / ^ (Aj ) /Aj и з о ­

м о р ф н а 7} п р и 1*/,2 н £ п р и S; 
о . т 

( б ) е с л и ^ - э л е м е н т а р н а я п о д г р у п п а 

п о р я д к а 6 и э 5 . т о А с о п р я ж е н а в 0 

с /4 и л и Л» и /V- (Л J - н е р а с щ е п л я е м о е р а с . 

ш н р е н и е Д с п о м о щ ь ю 0LL3.Z). 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . По С 123 , подгруппа $ задается порождающие 

Q. S, U ,t и определяющими соотношениями: "6*^ш / Для 
некоторого п * £, U*-!*-/, 0>*ш CL*', 6"ш 4~\ U*~ 6 , Qf, А 
- foi] - / . положил. zt-a*"', r-f1"*, z=z,zt 



1 Ь 2 А . С . Кондратьев 

R—KCih\ct', U , t • По лемме 8. 1 из [12J , каждая элементарная п о д ­

группа порядка 8 из S сопряжена в S с одной из следующих подгрупп: 

/1, kz=<Z1,Z2,LLui>, Aj=<Z,uJ> , А4 = <Z,UaSJ>> 

А = <С Zf , Z£ , LLCL > . Непосредственно проверяется, что утвер -

ждение ( а ) леммы удовлетворяется при этом выборе подгрупп A-t (MUSI 
Докажем ( б ) . . По л е м м е 8. & из 0-2]] , все инволюции из /?~<Z> 

сопряжены в и г ( Я ^ i следовательно, каждая из подгрупп А^ и А^ со — 

пряжена в Cq (Z) С Aj или А^ . Допустим, что подгруппа А^ не с о ­

пряжена в Q с подгруппой из К . Все инволюции в Q- сопряжены, 

поэтому можно считать, что инволюции LLQ/ и % сопряжены в fj (Aj.), 
и м е е м Hs (A)IA5 а Н (AS)C6 (As)/Cg (As) ei£4, Щ (A,)) = 

= < ^ , л £ > и [Ag ) / ^ ( / ^ j ) изоморфно вкладывается в o-/r (3,2). П о э т о ­

му Нс [А ) н е является силовской 2-подгруппой / \ ^ , (/4 J , так как в 

противном случае инволюции ^ £ и Z не были бы сопряжены в М-/, 

Пусть 5. - силовская 2—подгруппа Q , содержащая сиповскую 2 - п о д -

группу из / / ^ ( A g ) , Т о г д а //^ (А^) / А^. = Лg . Для некоторого э л е ­

мента и из В имеем S/= S , о т к у д а / 4 / < 5 и /У (Л ?)/А £^27. , 
Из утверждения fa J леммы следует , что /1 _ , а значит, и л _ сопря — 

жены с Л | « л и . Т е п е р ь утверждение { б ) л е м м ы с л е д у е т из .того, 

что, в силу л е м м 4 . 7 и 5 . 2 из ( j - 2 ] и строения ^ f 2"J , группа 

& f ^ П р И является нерасщепляемым расширением ^ с п о ­

мощью ОН 3,2). 

Л е м м а доказана. 

§ 2 . Доказательство предложения 

Л Е М М А 2 . 1. П у с т ь И— п о д г р у п п а г р у п п ы 

6" , у д о в л е т в о р я ю щ а я у с л о в и я м л е м м ы 

1 . 5 . П о л о ж и м <Zj>-Z(P,), <Zz>=j£j{P2) и Z=<zvz2>. 
Е с л и И"С& {2.)~С&{Ъ) . т о л и б о £ = #/7?J// • л и б о 

С (z) Н д л я н е к о т о р о й и н в о л ю ц и и . ! ? 

и * Z~<Zf>. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть S - силовская 2-подгруппа / / . П о с к о л ь ­

ку J*?.(Z(S)) — Z И (Z) = И . т о S- силовская 2-подгруппа 

Q • Допустим, ч т о . -СR(Z) ^ Н Для каждой инволюции Z из' Z , и 

покажем, что (j=0[(j)P • По теореме Глаубермана £7J , для доказа -

тельства леммы достаточно показать, что некоторая инволюция из Z слабо — 
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замкнута в , ) относительно (j . 

Покажем сначала, что инволюции из Z слабозамкнуты в 02Ш) о т н о ­

сительно Q- . Поскольку Мг , т о , по л е м м е Бернсайда, эти инво— 

люпин попарно не сопряжены В Q . Допустим, что инволюция Z из Z 

сопряжена с некоторой инволюцией ij из ^ f / / j - J J . Так как Pf~<CZ-f У 
содержит ровно 1 0 инволюций, которые сопряжены в Н , а подгруппу Pf , 

в силу леммы 1. 5 *в*, можно считать нормальной в Н , то | S • С г = 

= £ и. следовательно, по л е м м е Бернсайда, Z и t сопряжены f 

H&{Cs(i)). 
Положим Подгруппа централизу­

ет фактор—группу (Н) /< . поэтому, ввиду л е м м ы 1 . 1 , 

Q1 (Z {С^ it))) содержится в 0г(Н) я , следовательно, £~^у (Gg Ф) > 

Далее , фактор-группа Hq[£)J Сд_ (£) изоморфно вкладывается в 

GL (3,2) • , имеет силовскую 2-подгруппу порядка 2 И не является 2 - г р у п -

пой. Поэтому {Е)/С^ (Е) = Sj . Отсюда элемент из [Е)~Н , 
являющийся прообразом элемента порядка 3 из фактор—группы 

AL(E)/GJE). 
_ (г & 

централизует некоторую инволюцию из Z ~ <С%1У , что противоречит предпо­
ложению. Итак, инволюции из Z слабозамкнуты в 02 (Н) относительно 

G. 
Покажем теперь, что инволюции из Z спабозамкнуты в 5" относи -

тельно fj . Допустим, чтЪ инволюция Z из Z сопряжена в Q-

которой инволюцией jj из S ~ 02 iH) . Т о г д а Z и Cq(£)^^ S 

с не — 

для некоторого элемента из (j Поскольку Q ) — 1 и инво ­

люции из Z слабозамкнуты в 02 (И) относительно Q- , то * S 

и JJ^n Q2[H) ш / , По л е м м е 1 . 5 , фактор-группа И'/0^ Ш) изоморфна 

подгруппе из $ е X £ , а фактор-группа Н/Р Си (Р, ) изоморфна Аг¬ 
о п J ' M l э 

или Og- • Допустим, что (у (Z) не элементарная группа. Т о г д а 

Ся.и (t) содержит такую подгруппу X , что Х« Z^ * ^ 2 - » ^Pf(X)=Z1 

'* X*<S *Х*П02Ш) = /. Отсюда с л е д у е т , что 

Таким образом, можно считать, что i £P,Gg{Pt). 
Но тогда Ср it) содержит такую подгруппу Q , что ^ - ^ и Q^f.G^(H)-
» / , а это противоречит строению фактор-группы . Итак, мы п о ­

казали, что Gq yj. ((2) - элементарная группа для каждой инволюции (1 

из S ~ О} (М) , сопряженной в & с инволюцией из Z . 

Допустим, что \Р2 I > 2 . Т а к как SnH'O; (//hP. G& (P. ) , то 

каждая инволюция из S ̂ H'Oj, (И) централизует элемент порядка 4 из Р, , 
Поэтому и, следовательно , 

Z**H'P,Crt(P,). ^ 
Но тогда можно считать, что "t' €.// -HP] С^ \Pj К а ат°, ввиду 
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леммы 1 . 4 f s ) , противоречит элементарности Cq £ff)№)* 
Итак, \Р2 1 = 2 . По л е м м е 1. 2 , можно считать, что ^ С / ^ , (С^(/)). 

Поэтому C^it)- Сд (H)ii) * . В силу леммы 1. 4 ( в ) , (И). 
Отсюда, ввиду теоремы Гашюца, Н'О. (Н)~ (PjK)* %2 > . г Д е К~ 
= к у По лемме 1. 3 [6),Р^К изоморфна централизатору центральной 

инволюции в ^ , следовательно, С$ {t) = <d>*<Z1>*-<Z2>X <Z?> *<Zf >, 
где 2- инволюция из O^iH) . Д а л е е , по л е м м е 1. 3 ( б ) , все и н в о л ю ­

ции из / / ~ Pf сопряжены в И . Поэтому все инволюции из Z£n ~ 

- Z2P. сопряжены в И • Но С$ (С& ФъН')* <Zg > , сле-г 

довательно, C^{t)f\P содержит инволюцию из <Czf, ^ , скажем, О, , 
Поэтому все инволюции из (£)Г\Н ~ <ZP,Zf> сопряжены с (2 ̂  . Но 

тогда инволюции из < 5 Г ^ Z^P~<Cl?> лежат в JZ'./^ ~ Z, Р . следователь¬ 

но, они сопряжены, что невозможно. 

Лемма 2 . 1 доказана. 

Приступим к доказательству предложения. Пусть (т — контрпример к 

предложению, И - неразрешимая подгруппа (г такая, что п**С- (Zf) и 

F*(ff)-Pt*<$>;г»р^о,*^,,<х,>^(рг)ш\^\-£ . s~ с и -
ловская 2-подгруппа И . Ясно , что ^ - силовская 2-подгруппа в Q . 

Л Е М М А 2 . 2 . С п р а в е д л и в о Cq (Z) ^ Н Д л я Z " Z2 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Допустим противное. Тогда из л е м м 1. 5 и 2 . 1 

следует , что М/02 (Р) Sf и Z(S)=<Zf> • В частности, 

Cr [Z7) — H Оа [Н), Отсюда инволюции Z. и Z. не сопряжены в & . 

Покажем, что Z П 02 (И) e { Z , , ^ ^ } . Допустим, что 

сопряжена с некоторой инволюцией (Z из ^ (И)~'СZf.,Zz > . Л е г к о в и ­

деть, что 

Поэтому найдется элемент ^ из £ такой, что 

#J = Й и ^ (Zg) = id). По л е м м е Бернсайда, найдется элемент 

П нечетного порядка в Н& (S) такой, что CAZ2tf9'= Cs (Z2 ) , т . е . 

£ gf нормализует ^ ( £ , ) . Но Z ) ) = < JZ", , 7 2 > , поэтому ^ € 

£ ( < Z f , ) — H. Так как ^ € / / I то ^ 6 / / , что противоречи­

во. 

Итак, Z j f l ^ ( / / / « { 2 2 ? 2 * } . П о ^ - т еореме Глаубермана 

[J/J и л е м м е 1 . 2 , можно считать, что 2^~~£ Для некоторой инволюции 

if из S~<Zf>u некоторого элемента ^ из ( ( £ ) ) . Имеем 

, так как в противном случае , по л е м м е 1 . 3 ( в ) , О 

централизовала бы элемент порядка 4 в O^iH) и, следовательно, лежала 

бы в Ф{С^))^Н'01{И). Поэтому Z2eCs(i) . Так как 
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Допустим сначала, что . Т о г д а 

^шМ)= ^ > х <УгУ?>х < z ? > • г д е <9" Угу = в* • °тсюда 

Щ - § it){z^=1 :Ccsii) Е с л и ° t { и ) • 
то И Ojflj = [F*К) * ^Z^y , где Л " A g . , следовательно, по л е м м е 1. 4 

что противоречиво. Итак, Z* £ Лг — / / 021Н) , о т к у д а ^ \ ~ 

= <Z<>. С другой стороны, C^io)/Cr ,j..(Z) =• и, следовательно, 
г л / a-i / о ' Ct.it) 8 
Lt/g it), Z^ J т ^ %1 ~? •> ч т о т о ж е противоречиво. 

t Пусть теперь t $ 0Z (И) . Тогда [<Z'?*<zf>) П ( / / ) = / 

* Н 02{Н}= [Р.К) * <Z2> , где ^ . По л е м м е 1 . 4 '6*, в 

5 = 5 п [И*0, (И)) ровно две элементарные подгруппы и (J по¬ 

рядка Z , причем (J^ и (J сопряжены в <$ и можно считать, что 

С. it) — Uf . Подгруппы (J и (J исчерпывают все элементарные под— 

' о* С ' Z 

группы порядка с и в , ) , так как в противном случае инволюция из 

Ц — // Q (/-/) централизовала бы в 02 [И) элементарную подгруппу 

порядка 8 , т. в. к Z2 , что невозможно. Поэтому £ €. /Ч^ (LF ). Да -

nee, Uj = (U, П02(И))< <Z^>* <Z*>. Подгруппа (Jf U2 слабозамк -

нута в S относительно G , поэтому [Ц^ (J2 ) контролирует слия — 

нне в Z(UfU2) П (J2 . Т а к как %* Л 0£ (И) = Z, ̂  ) , 
то tf^iU, U2) *5 SCg{Z2) = И. Поэтому для инволюции £ ^Z{UjUz)~ 
- <Z1,Z2> имеем eGCiZ(U1U2)° [в, eZ}] . Подгруппа Uj Л / / ' с о ­

держит олну из инволюций Z^ Zf или {ZfZz'^% и . п ° лемме 1. 4 ' б ' , 

все инволюции из ZZ{U. П / / ) — сопряжены в / / . Отсюда инволю­

ции иэ £/j — , 2^ , £ ;> сопряжены либо с <?", , либо с ^ . т . е . 

(У?— | б , £ 2 , } . Но тогда <.g.Zf>- нормальная подгруппа в ti^{U,), 
что противоречит тому, что Zf £ K.Zjy2 7>. 

Л е м м а 2 . 2 доказана. 

По л е м м е 2 . 2 , без ограничения общности можно считать, что Gg(Z2)^ 
4.Н'. положим С-С6(z2) « C=C/<zz>. л 

Л Е М М А 2 . 3 . С п р а в е д л и в о / 7 (£ ) = / и F*~(C) = J2. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . По условию, Gq (¥.) = / / П - 2-скованное 

расширение . / Л * ^ с помощью Л - или J . По £ - т е о р е м е Глаубермана 

C7J и выбору ц- , инволюция Zj сопряжена в (j- с некоторой инволюцией 

из S — ^Z,? . Инволюции Zf 1 1 Z* н е с о п Р я ж е н ы Б G , так как в против — 

ном случае они были бы сопряжены
 b^q.{C^ (Z2)) , а это противоречит 

Z $ ( Z 2 ) ) = <Z.,ZZ> и М (£ZnZ2>) = H. В сипу леммы 1. 4 ( в ) , и н ­

волюция Z. сопряжена с некоторой инволюцией t из 

Но тогда, в силу леммы 1 . 4 { 6 } и строения 0^{И) , получаем, ч ю Г и tZj 

http://Ct.it
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сопряжены в Н' . Так как 0(G)~<CQl£] ((Г) \(ГЬ <t,Z, >*>, 0(C) -

Д а л е е , — / , так как ф Q~ [Z.) • Т о г д а имеем, что 

T—SoC— силовская 2-подгрулпа С , поэтому Т — силовская 2-подгруппа £ 

Покажем, что SCMj(7~) — ф, Допустим, что 'з Т найдется 

нормальная элементарная подгруппа А порядка 8. Л е г к с видеть, что 

\А Л Of (И Л с?) I ™ А . следовательно, А-^РпС - Но тогда , по л е м м е 

1 . 4 " б ' , силовская 2-подгруппа кз И С изоморфна силовской 2 -подгруп-

пе J , для которой §С^3(2)= ф . Итак, SCrfj (Г) "= . По т е о ¬ 

реме £ из [ 1 4 ] , £ или 7 ^ 

Пусть / , — полный прообраз 1/^°^ в . Так как мультипликатор 

Шура для^ ^ имеет порядок 2 , а для ^ единичен ( с м . £ | Д ) , то Zi ^ 

== ^2 * или ^ . Покажем, что Z ' — стандартная подгруппа сг . В са -

мом деле , х • поэтому и, следовательно , 

N^[C^[L)) = С~^q_(Ii ) • Отсюда ясно, что / - стандартная подгруп­

па в [т , Имеем, что F (Chi <zz>. Е С Л И Zj, 4 L '•, то, по fj5, т е о р е ­

ма а ] , либо G= Aut(Suz) , либо lr—0, т . е . сг н е контрпример к 

предложению. Поэтому / / = , и лемма доказана. 

Завершим теперь доказательство предложения. Инволюция не с л а б о -

замкнута в S относительно G , так как в противном случае G*=0(G)C 
н, следовательно, по лемме- 2. 3, G не контрпример к предложению. 

Допустим сначала, что Z, . Т о г д а О =• J, , по л е м м е 

3 . 3. Так же, как при доказательстве л е м м ы 2 . 2 , показываем, что . 

zjfП 0^ {H)=*-{Z, , < 2 у £ . } > Но это противоречит слиянию инволюций в % . 

л Итак, Z (S) • Л е г к о понять, что Z^ слабозамкнута в 

С *=-^2 ' т а к к а к ®1 ^ Л С') = 02 (И) и каждая инволюция из 

О^ — < ^ > сопряжена с £ или с ZfZz . Отсюда, по л е м м е 2 . 3 , 

С ^ A lit ( ) и, по л е м м е 1. 2 , найдется инволюция 2f ъз S ~ С т а ­

кая, что £ и 2$ сопряжены в / / ^ ^ . Положим 5f™5 Л с?. 
Тогда C^{.t)=-<.t> * Cf. it). Отсюда следует , что <J2^ > выделяется 

прямым множителем в 'i^ (2/) . Далее ( с м . [ з ] ) , Cp(ft^ PGL(2,f) 
и Cjj (t) - подгруппа индекса * 2 в полном прообразе G^T it) в ^ . 

Отсюда /7̂  ( / j изоморфно вкладывается в Eg * ^ частности, 

Ф(Ср^")) " "ииническая группа. Но, по л е м м е 1 . 4 ( в ) , инволюция "t 
централизует элемент порядка 4 из 0*W) , следовательно, ^[Ф(С^)) 

<2.У. Поэтому lGg(.t))£ Gq{Zj)^H^Gp(Zi) > ч т о противоречиво. 

Предложение полностью доказано. 
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в 3 . Доказательство теоремы И е е следствия 

Ч е р е з G обозначим минимальный контрпример к теореме и через 

Q — фиксированную силовскую 2-подгруппу л . Положим также 

и H-HIQ. 
лемма з . 1 . 02,z(G)=l. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Допустим, что 0(G) ф-/. Так как условие 

теоремы переносится на фактор—группу GlO(G) , то G/0(G) изоморфна 

одной из групп п. 3 заключения теоремы. Л е г к о проверить для каждой из 

этих групп, что Н= Cq (Z) ДЛЯ инволюции Z из Zt {О.) и Z содержит­

ся в такой четверной подгруппе V из Q , в которой все инволюции сопря -

жены в G . Но 0(Gh<C (1Г)\Ге V* > и C0[G}(Z) - / , е л е -

довательно, 0(G)—i'• Д а л е е , 02(&) = 1 . так как И — собственная м а к ­

симальная 2-локальная подгруппа G . 

Л е м м а доказана. 

ЛЕММА 3 . 2 . Q ф Gg 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Если Q Qg * £g , то так же, как в 

лемме 2 . 3 , показываем, что F* (G) = или ^ , а это противоречит 

выбору G • 

лемма з. з. Q ф {Q;*Vg)*Z2n (п>2)* Щ*08>Яг* ( / г > 3 } -
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Предположим противное. Если Q Щ (Dg * Q g ) * 

*S, , то , по теореме Ашбахера И , G ^WlS , т . е . G не контр -

пример к теореме . 

Пусть Q £ i [Qg*T}g)* Dg . Если О (G)= G , то , по теореме 

С . Смита [ 2 2 ] , G = SilZ . т . е . G не противоречит теореме . Итак, 

0*{0)ф G- Пусть Gq— подгруппа индекса 2 в G • Ясно , что S - с и л о в ­

ская 2-подгруппа G . Следовательно , G~GgS. Пусть Hq=-HC\Gq, 
Т о г д а 02 (На }=Q C\GgOH И \U'Og(H0) \ <2 . С помощью леммы 1. 1 

получаем, что 

Г~ \И

в)~0г (Н0), По лемме 1. 3 ( б ) , Н содержит э л е ­

мент X порядка 5 такой, что Q- [<£>, QJ* Gq (X) , г д е \<S>, Q]^ 

^Dg^Qg и G^. (X) = D j • Поэтому G2(H0) - подгруппа индекса ^ 2 
в Q , содержащая \<S>,QJ . Следовательно , 0^ [HQ ) iWt {Qg*Dg)*Dg , 
(Qg*l)t)*Zii*™ [Qg*Dg)*Zz. 

Если 0Z (Hg ) = (Qg*J?g) fiZj . то , по л е м м е Ашбахера [2J , 
G0 = HLS И . следовательно, GwWi Atlt (HL$ ) . Я с н о , что Cq (X) 
содержит инволюцдю CL из G — Gg . Но, ввиду Гз] , Cq (Q) изоморфна 

S. или подгруппе из Hot [Ete ) , являющейся расширением £ с по -

мощью Sj. • Э т о противоречит тому, что <£У содержится в 
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С$о {U) . Следовательно, О АН ) ф. ( Qg * Dg ) * Z . . 

Е С Л И 02{He)£i{Qt*bt)*Zt. ™Н9-СЛ0л (г%У) 
л - Ь0 

довательно, согласно предложению, V не противоречит теореме. Итак, 

ь^(// 0) = б . Рассуждая так же, как выше, получим, что CqZ(£) (Q')~ 
=1HriOZ{G) и F*[fi C\0Z{G))= Q'. Тогда, по теореме С . Смита 

[22] , Cf[G) XSllZ, откуда Allt (Silt) , т . е . G не противо -

речит теореме. 
Лемма доказана. 

лемма 3 . 4 . афШ^х^Огы) и {Qg*Dg)*Q2n ^>3). 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О вытекает из леммы 2. 1 и предложения. 

Л Е М М А 3 . 5 . Q ф %гп. * Z^n * Zzn (ft > /). 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Допустим, что Q — *Z^ *Z£M (/l>t). 
Тогда / / « GL (3,2) . Пусть сначала /1~^>2. Тогда, по результатам ра — 

боты о'Нэна [21] , либо G&tilS или O'Non , либо подгруппа 

сильнозамкнута в 5 относительно G . Если Gut Щ$ 

или 0 Ml/t , то Q не противоречит теореме. Если £2^ (Q) сильно— 

замкнута в § относительно G i то, в силу результата Голдшмидта (в], 

подгруппа 4^ ( О нормальна, в G и, следовательно, H"G , т. е. ст­

опить не противоречит теореме. 

Итак, Ц" / . Тогда Q- самоцентрализующаяся в G подгруппа по­

рядка 8, Отсюда, по результату Харады [is] , секционный 2-ранг О не 

превосходит 4. 

Пусть Тогда и, по предположению индух— 

иии, U изоморфна простой группе из заключения теоремы. В силу лем — 

мы з. 1 , F * ( G ) , так что G<Aid(Gleo>). 
Так как G - контрпример к теореме, а группы внешних автоморфиэ — 

мов А/у и htjS тривиальны (см. £i] ) , то либо G •» Sf0

 Ип* Ац£ (Af^)^ 
либо li< G ^ Дц£ (L) , где Iz — Gjlty) или 3J?^ (ф) для некоторого 

нечетного , Далее^ G Ф Sgf » так как, по результату Гоми [9j, 

не содержит максимальной 2-покальной подгруппы, изоморфной И 5 Gck 

Attt (М^) , так как Mg. имеет единственный класс сопряженных под­

групп, изоморфных И (см. Г.13 ) , и некоторая инволюция из A\)i,(Mg2)''Mgg 

централизует в Ми подгруппу, изоморфную И (см. [З] ). 

Пусть теперь Z/ < £ ^ / Ы (.6 ) . где L 2 Gg ( <}) или 3 7)^ у ) 

для некоторого нечетного . Так как G - минимальный контрпример к 

теореме, то \G L I e р - простое число. Пусть Sf - силовская 2-под­

группа Ц , содержащая S • Тогда G — L (Sf ) . По лемме 4. 1 

из [l2] , Aut [S,) - 2-группа, следовательно, р= 2 . Пусть ^6 
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и ^ €. S| . По лемме 1 . 6 [ а } , е ^ точно два 

S. -класса элементарных подгрупп / \ порядка 8 таких, что (А)/А = 

= J}g, и представители которых Af

 = Q и А^ . Тогда можно считать, -что 

— А2 , так как в противном случае А/. [Q) ^ /j а это невозможно 

по условию. По лемме 1. 6 у б ) , все элементарные подгруппы порядка 8 нэ 

Ь сопряжены в G . Но, по л е м м е 1. 6 ( а ) , в ровно 5 классов 

элементарных подгрупп порядка 8, следовательно, можно считать, что ^ 

нормализует хотя бы одну из них. Но тогда Nr (Q) ^ Ь , что невозмож¬ 

но. 

Итак, G — G • Т о г д а , по результатам [l4Q , G изоморфна простой 

группе секционного 2-ранга < 4 , не входящей в заключение теоремы. Заме — 

тим, что 2-ранг G не менее 3 и силовская 2-подгруппа в G имеет 

ступень нильпотентности не менее 3, ввиду наличия в G подгруппы Н . Т а ­

ким образом, G изоморфна одной из следующих групп: А^ , Mq , МСL, 

уф? [mod I), PSL tj=3{mod4), PSU(f.f), ^/(mod4). 
По результату Гоми [9j , G Ф Ац • Из классификации м а к с и м а л ь ­

ных подгрупп Д/ ( с м . [ l ] ) вытекает, что G Ф М/2 . Группа Mch 

не содержит подгрупп, изоморфных Н , так как нормализатор каждой эпе — 

ментарной подгруппы порядка 8 в McL изоморфен нерасщепляемому расши -

рению с помошью 
Поэтому 

&ФМСЬ. Е е -
ли (х изоморфна одной из групп PSp(4,y), £ нечетно, P$L (4, , 
cj^S(modS),PSl/(^2),ci^3(modI), PSL <?*3,modV, 
PSU(i",̂ J),̂ -/(Dtod4), то Q имеет два класса инволюций и, ввиду строения 

спловской 2-подгруппы и слияния инволюций в ней ( с м . С 1 3, 1 8 - 2 0 Э ) , 

не может содержать подгруппы, изоморфной Н , Итак, G изоморфна 

PSL(4,Ql ф*5(mOUl) или PSVUq2), $*31тО(18). Т о г д а в 

J" все инволюции сопряжены и, если Z — инволюция из Q II ь ^G^fZ) , 
то Q централизует 0(C) и \Q(£)\=. ' гае& = —( 11 

~ 4 (nwd&) ( с м . [19] ) . Отсюда 0(C)-I , т . е . О- 3 или 5. 
Порядок PSii (4,5) не делится на 7 , поэтому S Of р$ JJ(4.3* ) . Но 

PSU (4,3^) изоморфно вкладывается в McL ( с м . м >. 
поэтому, как 

мы видели выше, не содержит подгрупп, изоморфных Н . 

Л е м м а доказана. 

Л е м м ы 1.3 ( а ) и 3. 2 -3 . 5 в совокупности доказывают теорему. Д о к а ­

жем теперь следствие теоремы. П у с т ь G— группа, удовлетворяющая у с л о в и ­

ям следствия, и § - силовская 2-подгруппа И 

Покажем сначала, что S— силовская 2-подгруппа G • Допустим 


