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ЭСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ТРАЕКТОРИЙ 
ЗАРЯЖЕННЫХ ЧАСТИЦ В ЭЛЕКТРОМАГНИТНОМ 

ПОЛЕ В ПЛОСКОСТИ СИММЕТРИИ 

А. Ф. Малое 

Рассматриваются классификация траекторий в электромагнитных полях в плоскости 
симметрии и основные свойства пучков траекторий заряженных частиц в указанной плос­
кости с произвольными гладкими осевыми траекториями. Показано, что свойства таких 
пучков неразрывно связаны с классом их осевых траекторий. Рассмотрен характер это й связи 

Многие задачи ионной оптики сводятся к задаче о квазиплоском движении 
пучков заряженных частиц в статических электромагнитных полях. Будем 
считать, что эти поля в некоторой ортогональной системе координат обладают 
плоскостью симметрии z = 0 , причем в этой плоскости они зависят от одной 
координаты у. Траектории в таких пучках располагаются достаточно близко 
от плоскости z = 0 , поэтому изучение данных пучков целесообразно начать 
с изучения их поведения в плоскости симметрии 2 = 0 . Запишем дифференциаль­
ное уравнение траекторий заряженных частиц в этой плоскости в форме 

y>' = j{y, у'% (1) 
где у=у (х). 

Данное уравнение, принадлежащее к более общему классу уравнений вида 
y " = f {Уч У П Р И условии непрерывности правой части достаточно хорошо ис­
следовано (см., например, I 1]), однако о периоде периодических решений этих 
уравнений мало что известно, в особенности об уравнениях вида (1), имеющих 
самое прямое отношение к ионной оптике. Рассмотрим свойства решений этого 
уравнения. 

Классификация траекторий уравнения 2 / " = / ( у , У'2) 

Будем считать правую часть уравнения (1) непрерывной вместе со своими 
частными производными. Кроме того, будем считать, что функция / обеспечивает 
единственность решения задачи Коши. Заметим также, что так как уравнение 
(1) не зависит явно от аргумента х, то начало координат можно помещать в лю­
бую точку оси ох и, следовательно, смещать графики траекторий уравнения (1) 
вдоль этой оси на любую величину. Исходя из этого легко доказываются следу­
ющие утверждения: 1) если траектория уравнения (1) имеет стационарную точку 
# 0 (У* (^о)^^), то она может быть только точкой экстремума (но не точкой пере­
гиба); 2) траектория есть функция, четная относительно своей экстремальной 
точки; 3) если траектория имеет два соседних изолированных экстремума 
(максимум и минимум), то она четно-периодическая (т. е. периодическая и 
имеет строго чередующиеся максимумы и минимумы, относительно каждого 
из которых эта траектория — функция четная). 

Далее, если уравнение (1) имеет стационарные решения у—с, то 

0 = / (С , 0), (2) 



и эти решения находятся из данного алгебраического уравнения, т. е. число 
стационарных решений уравнения (1) равно числу вещественных решений алге­
браического уравнения (2). 

Можно доказать более точное утверждение: 4) если траектория уравнения (1) 
имеет более одной стационарной точки, то она либо четно-периодическая, либо 
стационарная. Других траекторий, имеющих более одного экстремума, нет. 

Таким образом, имеет место следующая классификация траекторий. Все траек­
тории уравнения (1) могут быть отнесены к следующим четырем типам: 1) строго 
монотонные траектории без стационарных точек; 2) траектории с одной ста­
ционарной точкой, четные относительно нее. Стационарная точка при этом есть 
точка экстремума; 3) четно-периодические траектории с изолированными стаци­
онарными точками — экстремумами; 4) стационарные траектории у—с. Других 
траекторий не существует. 

Отметим, что в общей теории автономных систем обыкновенных дифферен­
циальных уравнений установлено, что всякая траектория либо стационарна, 
либо монотонна, либо периодическая (см., например, [ 2]). Однако из анализа, 
приведенного выше, вытекает более детальная классификация траектории урав­
нения (1), которая позволяет полнее охарактеризовать свойства реальных ионно-
оптических систем. 

Существование этих четырех типов траекторий уравнения (1) легко уста­
новить на примерах. 

Свойства пучков траекторий уравнения вида y"=f{y, уг) 

Эти уравнения включают в себя уравнение (1) как частный случай. Сначала 
дадим некоторые определения. 

1. Назовем общей оптической задачей для уравнения (1) в точке х0 задачу 
нахождения пучка траекторий, подчиняющегося условиям: у (х0)=у0, у' (х0) = 
—у'о, где у0 и уо — параметры (начальные данные), удовлетворяющие соотно­
шению 

аУо + Ьу0 = С, (3) 

а, Ъ и с — постоянные. Будем считать при этом, что один из параметров у0 

или у'0 определен на некотором отрезке [и, v], 
2. Множество траекторий уравнения (1), удовлетворяющих общей оптиче­

ской задаче, назовем пучком траекторий, отвечающим этой задаче в точке х0. 
3. Будем говорить, что для уравнения (1) определена первая (вторая) оп­

тическая задача в точке х0, если для этого уравнения определена общая оптиче­
ская задача в этой точке при условии а = 0 , Ъ ^ О (Ь=0, а=£0)жу'0 (у0) изменя­
ется на отрезке [и, v]. 

4. Назовем пучок траекторий, порожденный некоторой оптической задачей 
в точке х0, сфокусированным в точке х1у если он в точке хг отвечает первой опти­
ческой задаче. Этот факт, если он имеет место, назовем фокусировкой пучка 
в точке xv 

5. Основной или осевой траекторией пучка, порожденного данной оптиче­
ской задачей, будем называть некоторую фиксированную траекторию этого 
пучка. 

В этой работе мы будем рассматривать пучки, принадлежащие окрестности 
основной траектории. Свойства этих пучков будут исследоваться в первом при­
ближении. Требования к правой части уравнения 

y" = f(y, У') ( 4 ) 
те же, что и для правой части уравнения (1). 

Пусть задан пучок, порожденный общей оптической задачей для уравнения 
(4) в точке я 0 , и пусть известна основная траектория пучка у=д (ж), тогда 
у " = = / (у, у') или 

f - № Г ) = 0. (5) 

Пусть у = у (х) — некоторая другая траектория пучка 
у(х) = д(х) + Ьу(х). (6) 

12* 1427 



Уравнению (5) отвечает уравнение в вариациях 

Ч" («) - Гг (У> У') V (*) - Гу % V) *У ( Х ) = 0- (7) 

решения которого в окрестности Ьу(х) = 0 в сумме с у (#), согласно (6), дадут 
первое приближение к данной оптической задаче. Из уравнения (7) следует, 
что 

f'riV, g') = W'(x)lW(x), (8) 

где W (х) — определитель Вронского фундаментальной системы решений данного 
уравнения. Таким образом, 

X 

W (х) = W (х0) exp J fy, (у, у') dx, (9) 
Х0 

где можно положить W(x0) = l. 
Известно [х], что частным решением уравнения в вариациях (7) является 

производная у' (х) от функции основной траектории. Второе линейно-независи­
мое решение найдем по формуле Лиувитля, так что общее решение уравне­
ния (7) будет иметь вид 

х 

Ьу (х) = Аху' (х) + А£ (х) j - | ^ - dz. (Ю) 

Заметим, что все определения «1»—«5» можно сформулировать точно так же 
и для уравнения y"=F (х,'у, у'), и в частности для уравнения (7), где у=Ьу (я), 
F (я, У, У') = F (*» by')=fyrby'+fyty. В этом случае условие (3) запишется 
в виде 

аЬу'(х0) + ЪЬу(х0) = С, (И) 

где Ьу (х0) или Ьу' (х0) изменяются на отрезке [и, v]. При этом параметры у0 

или уо в соответствующей оптической задаче для уравнения (1) будут изменяться 
на отрезке [у (х0)+и, у (х0) +v] или на отрезке [у' (# 0 )+и, у' (x0)+v]. 

Дадим еще одно определение. 
6. Фокусировкой первого порядка в точке хх пучка траекторий уравнения (1), 

порожденного некоторой оптической задачей в точке х0 с основной траекто­
рией у (#), будем называть фокусировку в точке хг пучка траекторий, порожден­
ного соответствующей оптической задачей для уравнения (7) в точке х0 с основ­
ной траекторией Ьу (х) = 0 . 

Заметим, что если г / = с р (х) — решение уравнения (1), то ни в одной точке 
производные ср ' (х) и с р " (х) в нуль не обращаются. Действительно, пусть, на­
пример, в некоторой точке х0 ср ' (х0) = о" (хо)~ 0. Тогда из (1) вытекает, что 
0 = f [ср (х0), 01, и, следовательно, через точку х0 проходят две траектории: 
г/= ср (х) и у=у (х0), что противоречит единственности решения задачи Коши. 

Исследование свойств пучков траекторий уравнения вида (4), а следова­
тельно, и пучков траекторий заряженных частиц в электромагнитных полях 
в первом порядке сводится к исследованию пучков траекторий уравнения (7) 
в вариациях первого порядка. 

Покажем, что пучки траекторий уравнения (7) обладают следующими свой­
ствами. 

1. Пучок траекторий, порожденный произвольной оптической задачей в не­
которой точке х0, в любой другой точке хг либо фокусируется, либо обладает 
параллельными касательными, либо имеет касательные, пересекающиеся в од­
ной точке, т. е. в точке х0 либо подчиняется первой, либо второй, либо общей 
оптической задаче. 

Действительно, в общем случае решение уравнения (7) имеет вид 
by (х) = Ctfiix) + С 2 с р 2 (ху9 

где с р х (х) и с р 2 (х) — фундаментальная система решений. По условию пучок ре­
шений рассматривается в окрестности у (х) и, следовательно, решение Ьу (а:)=0 



входит в пучок. Кроме того, в точке х0 для Ьу (х0) и Ьу' (х0) выполняется равен­
ство (11), но поскольку оно должно выполняться и для Ьу (я)=0, то С=0 , что 
означает пропорциональность Ьу (х0) и Ьу' (х0) в пучке. Пусть Ьу' (х0)=ра, 
а Ьу (x0)=qa, где р и q — постоянные, а — параметр пучка. Определяя Сг и 
С2 через Ьу (х0) и 8z/' (s0) (в точке х0), получим 

Подставляя эти значения С х и С 2 в выражения для (ж) и &у (ж), мы обна­
ружим независимость отношения Ьу' (х)/Ьу (х) от параметра семейства а, что 
и приводит при С = 0 к соотношению вида (11) для Ьу \х) и 8у' (ж). Свойство до­
казано. 

2. Если траектория уравнения (4) имеет два соседних изолированных эк­
стремума (для уравнения (1) траектория четно-периодическая) и в одной из 
этих экстремальных точек х0 поставлена первая оптическая задача, то фокуси­
ровка первого порядка будет иметь место в соседней экстремальной точке. 

Это следует из того, что уравнение (7) имеет в качестве одного из своих 
решений функцию Ьу= у' (х) — производную от заданной осевой траектории 
пучка траекторий уравнения (7). В силу линейности этого уравнения все траек­
тории вида Су (х) являются его решениями. Эти решения Ьу (х) = Сд' (х) отве­
чают в экстремальной точке х0 первой оптической задаче для уравнения (7): 
Ьу (^о) = Су (х0)=0. Но в соседней экстремальной точке хг также д' (хг)=0, сле­
довательно, и Ьу (х1)=Сд/ (хг)=0, что и означает фокусировку первого порядка 
в хг. 

Таким образом, при указанных условиях имеет место фокусировка во всех 
экстремальных точках четно-периодической траектории уравнения (1) и только 
в них. 

3. Пусть в некоторой неэкстремальной точке % четно-периодической траек­
тории у —у (х) уравнения (4) поставлена первая оптическая задача я х0 — бли­
жайшая к я, а хг — следующая за х0 соседние экстремальные точки (х <С х0 

<[ хг). Тогда фокусировка первого порядка произойдет в точке х', расположен­
ной между х0 и хх. 

Действительно, по первому свойству пучок траекторий уравнения (7) та­
ков, что в точке х0 по существу будет поставлена оптическая задача, но по 
второму свойству она не будет первой оптической задачей. Ранее отмечалось, 
что у' (х) — решение уравнения (7), и если Ьу (х) — любое решение этого 
уравнения, линейно-независимое от у' (я), то 

д'(х) Ьу(х) 
у"(х) Ъу'(х) W{x) — (12) 

есть вронскиан уравнения (7), причем для него справедливо также соотноше­
ние (9). Приравняем друг другу правые части равенств (9) и (12). Полученное 
равенство при х=х0 приведется к виду 

-У,г(Хо)*У(Хо) = М(х0). (13) 

Здесь учтено, что у' (х0)=0 (х0 — экстремальная точка). В соседней с х0 

экстремальной точке хг данное равенство запишется в виде 
х 

—у" Ы by (x,) = W (х0) j fy- (У, У') dx. (14) 
XQ 

Как было отмечено ранее, у" (х0) =£0жу" {хх) ^= 0 и в силу разноименности 
соседних экстремумов (один из них максимум, а другой минимум) у" (х0) и 
д" (х^) имеют разные знаки. Поэтому из (13) и (14) следует, что Ьу (х0) и Ьу (х^) 
также имеют разные знаки; следовательно, в силу непрерывности Ьу(х) най­
дется точка х' (аг0 < хг < хг) такая, что Ьу (я ' )=0, т. е. в точке хг осуществля­
ется фокусировка первого порядка. Этот же факт будет иметь место и когда 
Xi <^ XQ X. 



4. Если на осевой траектории пучка нет экстремальных точек, то при поста­
новке первой оптической задачи в произвольной точке х0 осевой траектории фо­
кусировка невозможна ни в какой другой ее точке. Следовательно, пучки 
с осевыми траекториями, лишенными экстремумов, не фокусируются. 

Пучок траекторий уравнения в вариациях 
с четно-периодической осевой траекторией 

Решение (10) уравнения (7) имеет смысл лишь в том случае, если на проме­
жутке [х0, х) траектория у (х) не имеет ни одной экстремальной точки. В против­
ном случае интеграл в (10) расходится. Найдем выражение для уравнения тра­
ектории, содержащей экстремальную точку. 

Пусть х—0 — экстремальная точка траектории. Рассмотрим отрезок [х0, хх] 
без экстремальных точек и точек перегиба и такой, что 0 <^ х0 <^ х, причем 
х=0 — ближайшая к х=х0 экстремальная точка. Тогда на этом отрезке 
у' ( т ) ^ 0 и у" (т) =7^=0, интеграл в (10) собственный и формула (10) описывает 
траектории уравнения (7). Преобразуем интеграл в (10) 

Г W(x) d z = г W(z) y"(z)d* 

W(x) , W(x{)) . с 1 (W(z)V , 
V" (x) y' (x) 1 y" (x0) у' (z<>) 

Тогда выражение (10) можно представить в виде 

(15) 

Умножим первую скобку в этом равенстве на А0у(х0), где А0 — произволь­
ная постоянная, удовлетворяющая соотношению 

Au{C1y'{4) + ^ f ) = const, 

и, переходя к пределу при х0 ~}-0, получим 

Ьу(х) = Ауд' (х) + С2 У" ( х ) 
(16) 

где Ах—А0 (W (0)'у" (0)) — произвольная постоянная. Можно доказать схо­
димость интеграла из (16) в точке х=0. Интеграл будет сходиться также и в том 
случае, если отрезок интегрирования [х0, х] содержит внутреннюю экстремаль­
ную точку (х=0). Если в х0 поставлена оптическая задача, то нижний предел 
в интеграле надо изменить на х0. Заменим в интеграле из выражения (16) ниж­
ний предел интегрирования на х0. Из полученных при этом значений Ьу (х) и 
Ьу' (х) при х=х0 определим значения Ах и Съ после чего получим 

*У (*) = DiV' (*) + D2 [у' (х) I (х0У х) - | Ч * Г | ^ ( 1 7 ) 

Ьу' (х) = DJT (х) + Djf (х) I (х01 х), (18) 
где 

A = V ( W ( ^ ) > 
п if' Ы Ьу' (До) — У* (а?0) оу (ж») 

2 ~ W (х0) 

/ ( x . , , ) = S ( ^ ) ' ^ . ( » ) 
*0 



Из выражений (17) и (18) при х=хг получим значения Ьу (хг) и Ьу' (xj) на 
правом конце отрезка. Если продолжить далее отрезок [х0, хх] вправо до следу­
ющего экстремума х31 то по пути мы обязательно встретим точку перегиба х2. 
Можно показать, что после прохождения точки перегиба (у" (х2)=0) интеграл 
(19) также теряет смысл, но зато решение вида (10) на отрезке [хг, х3] снова 
имеет смысл, а произвольные постоянные Ах и А2 в (10) могут быть найдены 
из значений Ьу (хг) и Ьу' (хг), полученных при х=х1 из (17) и (18). 

Таким образом, разработана техника «обводки» экстремальных точек и 
точек перегиба, в которых интегралы (19) из (17) и (18) соответственно по очереди 
теряют смысл. 
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