
А К А Д Е М И Я Н А У К С С С Р 
Т Е П Л О Ф И З И К А В Ы С О К И Х Т Е М П Е Р А Т У Р 

Том 10 1972 J\* 2 

УДК 536.2 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 
ПРИ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОМ ИССЛЕДОВАНИИ 

НЕСТАЦИОНАРНОГО ТЕПЛООБМЕНА 

Л. Д. Калинников 

Решена обратная задача нестационарного теплообмена для неограни­
ченной пластины с граничными условиями первого рода. Полученные ре­
шения позволяют по дискретным измерениям температуры во внутрен­
них точках пластины определить температуру теплообменных поверхно­
стей и тепловые потоки. 

Во многих современных теплообменных аппаратах при переходных ре­
жимах имеет место значительное изменение граничных условий. При ре­
шении задач нестационарного теплообмена они не могут быть точно зада­
ны заранее, так как необходимо учитывать взаимное тепловое воздействие 
твердой стенки и потока жидкости. Решение системы уравнений, состоя­
щей из уравнения теплопроводности для твердого тела и уравнения энер­
гии для потока жидкости (сопряженная задача), представляет значитель­
ные трудности [1] . 

При экспериментальном исследовании обычно измеряется температура 
внутренних точек твердого тела; температура теплообменной поверхности 
и тепловой поток на ней неизвестны, и их измерение не всегда возможно. 
Возникает задача — найти метод определения реальных граничных усло­
вий при нестационарном теплообмене по измерению температуры внутрен­
них точек твердого тела (обратная задача). 

Решение обратной задачи при граничных условиях второго рода дано 
в [2, 3] и при граничных условиях первого рода в [4] , где время процесса 
нестационарного теплообмена разбивается на равные отрезки AFo ^ 0,5. 
Решения получены со ступенчатой аппроксимацией граничных функций. 

В других решениях обратной задачи для определения граничных усло­
вий необходимо знать не только временное изменение температуры внут­
ренней точки, но и ее производные (см. работы [5, 6]) или вспомогатель­
ную функцию [7] , которая входит в интегральное уравнение. Подбор 
эмпирических формул для установленной из опыта функциональной зави­
симости изменения температур во времени и определение производных 
вносит значительные осложнения в обработку экспериментального мате­
риала. 

В предлагаемой работе для решения обратной задачи применяется ме­
тод последовательных интервалов [2] . Весь процесс нестационарного теп­
лообмена разбивается на отдельные отрезки (интервалы) времени с пере­
менным шагом (рисунок). На каждом интервале зависимость температуры 
поверхности пластины от времени принимается линейной. Таким образом, 
гладкие граничные функции заменяются ломаными линиями. 

Решение строится для неограниченной пластины толщиной R из одно­
родного и изотропного материала с постоянными теплофизическими пара-
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0 Fo, 

метрами а, Л, с и p. Математически задача формулируется следующим об­
разом: 

dt(x, х)/дх = а-дЧ(х, х)/дх\ (О < т < оо, О ==S а; < Д ) , (1) 

*(*,0) = / ( * ) , (2) 

*(0 ,т) = Ч ) 1 ( т ) , (3) 

*(Д, т) = <р2(т). (4) 

Общее решение поставленной задачи известно [8] 

* (х, т) = - | £ {а ^ ] [ ф 1 (О) - ( - 1) "Ф 2 (0) ] d # + 

R у 

+ J / (E) s inp i„ - td | } 
е-"»'<«/да» sin jxn — , (5 ) 

где р,„ = гаг, ге = 1, 2, 3 . . . 
Решение задачи при линейном изменении температуры теплообменных 

поверхностей получается из общего решения (5 ) 

2 0 0 х п с 
t(х, Fo) = — ^ sin р „ — е - » " 0 J / (S ) s inn„Xdg + 

п=1 » 

^ < e , ) L F o \ 3 f l 2Д 2 б д 3 / Z j j i „ ^ д 
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Fo i J n„ J Л J v ' 4 Fo \ 6R 6R4 

R Fo | X „ 3 Д J T 

n=l n =l r 

+ 4 0 , F o ) [ l - ^ - ± ( - f — ^ 1 + Л 1 \ + 

+ A Y sin ц.„ Л e - B - 1 + t (R, Fo) [ - 1 - J - ( J L - ^ - U 
Fo^-J u„ 3 R J V Li t Fo \ 6 Д 6 Д 3 / ^ 

Решение прямой задачи методом последовательных интервалов получа­
ется путем последовательного применения уравнения (6 ) на каждом ин­
тервале времени, начиная с первого. Таким образом, берется цепочка вза­
имно связанных решений, где конечное температурное поле на i-u интер­
вале является начальным распределением температуры для (г + 1)-го ин­
тервала 

t(y, Fom) =.L(y, F o m ) - t(0,0)К,(у, Fom)-
- t (R, 0) Kt (1 - y, Fom) + t (0, Fo m ) К, (y, 0) + 

+ t(R, Fom)Kx(1 - y,0) - У At(0, Fo,) А К з ( У ' F ° / } 

1=1 

- V A , № F . , ) U & " - ^ - ' ' . ( 7 , 

В уравнении (7) приняты следующие обозначения: 

Fo m ) = — ^ s i n u. n z/e-V F om J ' / ( I ) sin |x.-^--d£, ( 8 ) 
n=i о 

°° 2 
Zi (y, Fo m ) = . V —sin u.„?/e-%2Fom; 

i p.„ 

Z i ( l - ! / , F o m ) = V— s m ( i , ( l - y ) e ^ * e ; ( 9 ) 

£ 2 a: 

— sinp„— = 1 — i / ; 

2 

Kl(l-y,0) = Y—sin\in(i-y) = y, (10) 
n = l 
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°° 2 2у - Зу2 + У3 

6 

К. 
2 . .. . у-у3 

{1 — у, 0 ) == V — 3 s i n u . „ ( l —?/)== ( И ) 

2 

Я 3 (г/, Т о / ) = ^ — з sin 1М,е-*» , Р о/; 

°° 2 

- У, Fo/) ^ V . — s i n | i n ( l - у) e -V p V; 
L i n 

72 = 1 

ДЯ 3 (у, Fo/) = Fo/) - ад, Fo,!.); 

дад - г/, Fo/) = ад - у, Fo/) - ад - у, FoL); 

Fo/ = F o m — Fo,; Foj^ = Fon — Fo,_ (; 
At(0, Fo,) — £(0, Fo,) — t(0, Fo,-,); Д*(Д, Fo,) = 

= t(R, Fof)-t{R, Fo,.-,). 

(12) 

( 1 3 ) 

( 1 4 ) 

(15) 
Значения безразмерных функций у, Fom) (9) я К3(у, Fo/) (12) за-

табулированы во всем диапазоне их изменения (до Fo = 1) и даны в 

Т а б л и ц а 1 

Fo 
КЛУ, Fo)-W° 

Fo 
у - 0 , 1 V - 0 . 2 V = 0,5 У = 0,8 V = 0,9 

0 900000,0 800000,0 500000,0 200000,0 100000,0 
0,1 76955,7 145335,4 237242,1 133596,2 69735,1 
0,2 27397,4 52093,0 88433,5 51867,6 27258,0 
0,25 2327,2 4423,9 7499,6 4392,5 2222,1 
0 ,3 1416,2 2693,4 4578,5 2689,0 1413,6 
0,4 527,3 1003,0 1706,4 1003,0 527,3 
0,5 196,5 373,8 636,0 373,8 196,5 
3,6 73,0 138,9 236,2 138,9 73,0 
0,7 27,3 51,9 88,3 51,9 27,3 
0,75 16,7 31,7 53,9 31,7 16,7 
0,8 10,2 19,4 32,9 19,4 10,2 
0 ,9 3 ,8 7 ,2 12,3 7,2 3 ,8 
1,0 1,4 2 ,7 • 4,6 2,7 1,4 

табл. 1 и 2. Таблицы позволяют производить вычисления при переменных 
интервалах «„ кратных числам 0,1 и 0,25. 

При обращении задачи граничные условия определяются из системы 
уравнений (7) для двух внутренних точек пластины с координатами yt 

и у2: 
ч Q(yuFom)dK(l — у2,ат) — Q(yz,Fom)6K(l — уиат) 

t(V, Г От) = • 6K(yu ат)дК(1 — у2, к» , л )— 6К(1 — у,, ат)бК(у.2,(от) 
(16) 
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где 

6К(уи ат)ЬК(1 — у2, ш и ) — 6 # ( 1 — уи ат)бК(у2, а>т) 

Q(y, F o J = t(у, Fom) - L ( y , Fom) + *(0,0) K^y, Fom) + 

AK3(y,Fo/) , 

(17) 

-T-t(R,0)Kl(l~y, Fom) + J^M(0, Fo,) 

у Д 1 № р . , ) м ' " - " - ' " > ' 1 

I со, 

-t(R, Forney 

t(0, Fo m - , ) 

АК3(1 — у,<йт) 

со, 

АК3(У, COm) 

COm 

0 ) n 

(18) 

6iC(y, coj = Kt(y;o) - ^ ^ ' " ^ = я, (j,, o) -

К3(У,0)— K3(y, (x>m) 

o*(l - y, co.) = K,(1 - y,o) - A * ' ( 1 ~ y > m " ) =. я,(1 - y, 0) -

Я . ( 1 - У , 0 ) - Я , ( 1 - у , com) (19) 

Если внутренние точки с координатами yi и у2, в которых производит­
ся запись изменения температуры при нестационарном процессе теплопе-

Т а б л и ц а 2 

Fo 
к3 (у, F o ) - 1 0 6 

!/ = 0 , 1 I/ = 0 , 2 у - 0 , 5 у = 0 , 8 у = 0 , 9 

it's ( У , F o ) - 1 0 6 

г/ = о » = 1 ,0 

о 
0,1 
0,2 
0,25 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,75 
0,8 
0,9 
1,0 

28500,0 
7520,8 
2770,6 
1690,6 
1032,0 
384,6 
143,4 
53,2 
19,9 
12,2 
7,4 
2 ,8 
1,0 

48000,0 
14279,1 
5269,6 
3215,7 
1963,0 
731,6 
272,7 
101,3 
37,9 
23,1 
14,1 
5,3 
2,0 

62500,0 
24040,3 

8960,2 
5470,2 
3339,5 
1244,7 
463,9 
172,3 
64,4 
39,3 
24,0 

9,0 
3 ,3 

32000,0 
13983,2 
5263,9 
3214,9 
1962,9 
731,6 
272,7 
101,3 
37,9 
23,1 
14,1 
5,3 
2 ,0 

16500,0 
7337,9 
2767,1 
1690,2 
1031,9 
384,6 
143,4 
53,2 
19,9 
12,2 
7,4 
2 ,8 
1,0 

333333,3 
76506,6 
28168,2 
17187,4 
10491,7 
3910,2 
1457,4 
541,3 
202,4 
123,6 
75,5 
28,1 
10,5 

-166666 ,7 
—74548,0 
—28130,4 
—17182,8 
—10491,1 

—3910,2 
—1457,4 

—541,3 
—202,4 
—123,6 

—75,5 
—28,1 
—10,5 

редачи, выбраны на равном расстоянии от теплообменных поверхностей 
(симметрично относительно середины пластины 1 — г/г = г/,), то уравне­
ния (16) и (17) принимают вид 

t ( 0 , F o m ) = . 

l(R,Vom) = 

9(j/i, Fom)6K(yj, com) — 6 (г/г, Fo m ) 6K(y2, tom) 
8K2(yu a>m) — 6K2(y2, com) 

9(г/2, Fom)8K(yi, tom) — 9 ( y u Fom) 8K(y2, com) 
6K{y{, cor„) — bK2(y2, to „) 

(20) 

(21) 
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где 

В наиболее распространенных случаях при равномерном и линейном 
начальных распределениях температуры решение прямой задачи (7) зна­
чительно упрощается, так как 

НУ, F O „ ) = t(0, 0)Ki(y, Fom) + t(R, 0 ) £ , ( 1 - у, Fom). (22) 

Линейная аппроксимация граничных условий первого рода позволяет ' 
ло известному температурному полю пластины найти тепловые потоки, 
проходящие через теплообмепиые поверхности 

q(0, Fom) = -X d t ( ° > F O m )

 = А Ь ( 0 , Fo m ) - t(R, Fom)-ox R I 

- 2 £ e-^°™ j /' (£) cos j i . - | - dg + 

+ £ i ( („, F o, )i£ i <^_VA 1 W F o, )™vi} ; (23) 
CO, 4—1 со* J 

, = 1 i=l 

? ( Д , F o J - - X d t { R ' F ° m ) =^-rt(0,Fom)-t(R, Fom)-ox R 

~ 2 Ц ( ~ 1 ) n^n№°m \ f (I)cos
 H» Y dl + 

+ V 4 < ( „ , K o 0 ^ W e L l - V 4 t W F o , , ^ < 2 l ^ l } , , 2 4 , 
4 — i CO; 4 — 1 COj J 
1=1 <=I 

A £ 2 (0, Fo/) = K2 (0, Fo/) - Z 2 (0 , F 0;_ x) = 

A £ 2 ( l , Fo,') = K2(l, Fo/) - (1, FoU) = 

= V ( _ 1)" - Д - e-^F°i _ V ( - 1)" Л . e-v&°i-i (25) 

Значения безразмерных функций Z 2 ( 0 , Fo') и i£ 2 ( l , Fo') (25) затабули-
рованы для интервалов AFo, кратных числам 0,1 и 0,25, и даны в табл. 2. 
При равномерном и линейном начальньгх распределениях температуры 
значение определенного интеграла в уравнениях (23) и (24) равно нулю. 

Полученные решения позволяют по измерению температуры в двух 
внутренних точках пластины определить температуру теплообменных по­
верхностей (16) и (17), а также тепловые потоки (23) и (24) при лю­
бом виде нестационарного теплообмена. По решению прямой задачи (7) 
можно реконструировать температурное поле пластины. 

Решение задачи в последовательных интервалах с переменным шагом 
позволяет весь процесс нестационарного теплообмена разбить на ограни­
ченное число интервалов с учетом интенсивности теплообмена и сохране­
нием требуемой точности. Все вычисления производятся при помощи 
простых арифметических операций с использованием затабулированных 
значений функций К±( у, Fo), Кз(у, Fo) жКг(у, Fo). 
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Неизбежным следствием приближенного дискретного описания непре­
рывного процесса является наличие ошибки вычисления искомой величи­
ны. Проведение строгого анализа погрешности представляет значительную 
трудность. Поэтому точность решения обратной задачи (16) и (17) рас­
сматривается качественно и оценивается путем численного эксперимента 
на конкретном примере. 

Можно отметить, что погрешность определения температуры поверхно­
сти прямо пропорциональна погрешности функции 0(г/, Fo,„). Например, 
при равномерном или линейном начальном распределении температуры 
на первом интервале 6(у, Fot)= t(y, Fo,). Следовательно, погрешность 
вычисления температуры поверхности складывается из погрешности из­
мерения температуры внутренней точки и погрешности линейной аппрок­
симации. На следующем интервале значение функции 0(гу, Fo 2) определя­
ется по уравнению > 

e(j,,Fo i) = * ( j , , F o 2 ) - t ( 0 , F o 1 ) [ 
K3(y,0)-Ks(y, F o 2 - F 0 j ) 

Fo 2 — Fo, 
Kt(y, Fo.) -Kt(y, Fo 2) и 

Fo, J 

Ks(l-y, 0)-K3(l-y, F o 2 - F 0 l ) 
-t(R,F0i) [-

'1 — v. F o . 1 — KA\ — 77. Fo„1 П 

(26) 

Fo 2 — Fo, 
K 3 ( \ - y , F 0 i ) - K 3 ( l - y , Fo2) 

Fo. 

Из уравнения (26) видно, что если значение температуры теплообменных 
поверхностей на первом интервале получено уменьшенное (завышенное ) 
по сравнению с истинным значением, то на следующем интервале это при­
водит к увеличению (уменьшению) значения функции 6(у. Fo 2 ) . Таким 
образом расчетное значение искомой величины с увеличением числа ин­
тервалов приближается к истинному значению, и не происходит увеличе­
ния погрешности из-за накопления ошибки при переходе от одного интер­
вала к другому. Погрешность определения температуры поверхности бу­
дет максимальной на первом интервале, так как на первом интервале мак­
симальна ошибка от линейной аппроксимации. Это заключение подтверж­
дается численным экспериментом при сравнении результатов, полученных 
по предлагаемому методу, со значениями граничных функций, вычислен­
ных аналитически. 

В большинстве практических случаев изменение температуры теплооб­
менной поверхности во времени при переходном режиме теплообмена мож­
но аппроксимировать экспоненциальной функцией или суммой экспонент. 
Поэтому для численного эксперимента использовано известное решение 
[8] при температуре поверхности, изменяющейся по закону 

*(0, т ) = «ср(1 -е-*). (27) 

После вычисления температурного поля пластины при Вт = 2Fo по изме­
нению температуры внутренних точек с координатами гу, = 0,2 и уг — 0,8 
вычислялись граничные функции из уравнений (16) и (17) и сравнива­
лись с расчетом по формуле (27), Результаты сравнения показали, что 
максимальная погрешность на первом интервале б = 2 Ч- 3 %. При умень­
шении интервала погрешность на теплообменной поверхности при х = R 
возрастает, что объясняется незначительными приращениями температуры 
(при AFo = 0,l; б 1 = 0 = 2 ч - 3 % ; 6 ^ = 25-^-30%). На последующих ин­
тервалах погрешность вычисления быстро уменьшается и при т ^ 3 из­
меняется Е пределах одного процента. 
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Таким образом, численная проверка показала, что при переходных ре­
жимах теплообмена для граничных функций типа (27) и для функций 
низших порядков предлагаемый метод решения обратной задачи дает 
удовлетворительные результаты. 

Обозначения: а — коэффициент температуропроводности; Я — коэффициент теп­
лопроводности; с — теплоемкость; р — плотность; £(0, 0 ) , t(R, 0)—температура теп­
лообменных поверхностей при т = 0; т — время; Fo = ах / R2 — критерий Фурье, 
у = x/R — безразмерная координата; т — индекс расчетного интервала; i — индекс 
текущего интервала 1 ^ i ^ т ; б — относительная погрешность. 
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