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Релятивистский пучок, двигаясь в накопителе, взаимодействует с окружающей струк­
турой вакуумной камеры. Это приводит к искажению продольной потенциальной ямы, при­
чем эффект может быть не мал. В работе находится равновесное распределение плотности 
сгустка и исследуется его устойчивость. Описано приближение сильного собственного поля. 
Показано, что разогрев быстрой неустойчивостью и искажение продольной потенциальной 
ямы дают в удлинение вклады одного порядка. 

Релятивистский пучок, двигаясь в накопителе, взаимодействует с окружаю­
щей структурой вакуумной камеры, что приводит к искажению продольной по­
тенциальной ямы. 

Первое теоретическое описание этого эффекта было предложен Пеллегрини и 
Сесслером N . Несмотря на искажение ямы, пространственное распределение 
частиц априорно полагалось гауссовским без смещения центра. По этой причине 
полученные формулы могли давать в лучшем случае лишь правильные порядки 
искомых величин. Интересно, что в случае сильного эффекта пропадала зависи­
мость длины сгустка от температуры. Это обстоятельство было прокомментиро­
вано так: «В случае сильного эффекта длина определяется из условия баланса 
между выполаживающим потенциальную яму собственным полем сгустка и при­
ложенным ВЧ напряжением». 

Подход, позволяющий при заданной температуре найти равновесную функ­
цию пространственного распределения частиц, был предложен Хайссинским [ 2 ] . 
Задача сводилась им к отысканию самосогласованной больцмановской плотности 

Здесь W — координатная часть гамильтониана, константа С находится из ус­
ловия нормировки 

Уравнение (1) предлагалось решать численно, что и делалось впоследствии 
рядом авторов [ 3 ~ 5 ] . В работе [ 6 ] были получены формулы для удлинения и 
среднего смещения сгустка из-за искажения ямы в случае слабого эффекта. 

В настоящей работе задача о распределении плотности сгустка с заданным 
разбросом частот обращения решается аналитически. В случае сильного эф­
фекта она сводится к решению уравнения, существенно более простого, чем (1). 
Рассмотрен вопрос об устойчивости состояний сгустка с сильным собственным по­
лем. Показано, что искажение потенциальной ямы и разогрев быстрой неустойчи­
востью дают в удлинение вклады, одинаково зависящие от параметров машины. 
В случае слабого эффекта результаты совпадают с полученными в работе [ 6 ] . 
Распределение по скоростям всюду считается максвелловским. Это допущение 
сделано только ради простоты изложения и не является решающим для данной 
работы. 

\(х) = Сехр {—WIT}. (1) 

СО 

(2) 
— 00 
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1. Замороженный сгусток 

Допустим, что длина велика по сравнению с разхмером сгустка невзаимодей­
ствующих частиц температуры Т (тепловой длиной): А ;> Д г. Очевидно, что 
это может быть лишь тогда, когда собственное поле почти полностью выпола-
живает потенциальную яму, точнее — ту ее часть, где находится сгусток. Яма 
в этом случае имеет плоское дно и резкие границы между дном и стенками. 
Иначе можно сказать, что полное поле, действующее на частицы сгустка, мало 
по сравнению с внешним ВЧ. В первом приближении по малому параметру 
Дт/Д можно считать это поло нулевым 

U(x)=UB4{x) + tfc(x) = 0, я ? 1 < я < а ^ . (3) 

Здесь х1 и х2 -— координаты границ, Uc (х) и (7Вч (х) — передачи энергии ча­
стице за оборот полями сгустка и ВЧ соответственно. 

Уравнение баланса (3) позволяет, не прибегая к прямому решению более 
сложного уравнения Хайссинского (1), исследовать состояния сгустка, для 
которых А ^> Дг. Такие сгустки будем называть замороженными. 

2. Нерелятивистский замороженный сгусток 

В нерелятивистском случае поля частиц — кулоновские, сгусток — сим­
метричен. С точностью до нелогарифмических поправок уравнение баланса мо­
жет быть записано в виде 

*тах 

l(x') (x-x')dx' 

{{х-х'^ + а*]*1* ' 

X — плотность, # r a a x =min {А/2, П — периметр машины, х — жесткость ВЧ 
фокусировки, Ъ — радиус камеры, а — размер сгустка. 

Для частиц, далеких от краев | я + Д / 2 [ р> а, ядро уравнения (4) можно 
заменить на производную от 8-функции, в обратном случае — на 8-функцию. 
Используя также условия нормировки и неотрицательности плотности, получим 

bl2 = (*NelUL)4\ 
L=ln(xmJa). (5) 

Для параметров НАП-М: 7 = 1 0 В, iV=10 8 , £ = 1 0 , П = 5 0 м, ? = 1 находим 
Д = 7 м, что близко к наблюдавшейся длине, значительно превосходившей раз­
мер при нулевом токе. Объяснение обнаруженного на этой установке удлинения 
кулоновским расталкиванием было предложено В. В. Пархомчуком. 

3. Релятивистский замороженный сгусток. Уравнение баланса 

Пренебрегая действием задних частиц на передние, собственное поле пред­
ставим в виде 

X 

Ue(x) = e2\\(x')g(x-x')dx', (6) 

где <§ (х) — функция Грина электродинамической задачи. 
Плотность замороженного сгустка находится решением следующей системы: 

х 

Vx, где есть частицы хх + е2 j \(х') & (х — х') dx' = 0 , (7а) 
х1 
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j X ( s ) d a = y V , (76) X ( s ) > 0 . (7в) 

Заметим, что сгусток в среднем смещен вперед по отношению к равновесной 
частице. Действительно, противное означало бы, что ВЧ поле не возмещает 
одночастичных потерь на синхротронное излучение. А поскольку существуют 
еще и когерентные потери, то полная энергия сгустка в таком случае стала бы 
падать, что не совместимо с равновесием. Допустим, что система (7) совместна. 
Оценим длину сгустка. Прежде всего заметим, что для всякой регулярной функ­
ции X (х) ~ N/A выполняется соотношение 

« - а д - (8 ) 

где Z(к) = ^&{х)e~ikxdx — импеданс. 

В справедливости соотношения (8) можно убедиться, проверив его для слу­
чаев (#)=const, 8 (я), 8' (#). 

Подставляя в уравнение (7а) х — Д, получаем искомую оценку длины за­
мороженного сгустка 

Д 2 . (9) 

4. Сгусток в равновесии. Частные случаи 

Прежде всего немного преобразуем уравнение Хайссинского. Дифференци­
руя (1), получим 

X' = - (Х/Д*) + 4" J * - dx'^j. (10) 

Координата х отсчитывается от равновесия при нулевом токе к хвосту 
сгустка. 

Решим задачу о распределении потности в сгустке с сильным собственным 
полем для некоторых частных случаев. Все функции Грина таковы, что <§ ( 0 ) < 0. 
Поскольку ниже всюду имеется в виду сгусток с отрицательной массой, то для 
обеспечения фокусировки необходимо 

* < 0 . (И) 

А) $ (х) = $ А = const. В безразмерных переменных y~xj±A уравнение (10) 
запишется как 

п" =—<tAn'{у + п), (12) 
здесь 

п(у)= J 9(y')dy\ P{y) = \(x)&rHN. 
—со 

Покажем, что сгусток в данном случае укорочен и смещен вперед из-за 
сильных когерентных потерь, притом общее смещение велико по сравнению 
с размером. Пусть # 0 — координата центра тяжести сгустка 

J xk{x)dx = Nx0. 
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Когерентные потери за оборот всего сгустка скомпенсированы ВЧ полем 
.V 

Nx0 + {&Ae*j*) J ndn = [)^>х0 = - А , / 2 . 
о 

Поскольку длина сгустка определяется температурой, изменением ВЧ на 
размере сгустка можно пренебречь. Тогда 

пп=—*Ап'{-Уъ + п), (13) 

где у0 = — xQjAA = 1/2, откуда получаем 

и (у) = (1 + е х р ( - ( а , / 2 ) ( у + 1 / 2 ) ) Г 1 . (14) 

Видно, что размер сгустка в обычных переменных 

2А*. 

^ > ~ ^ - . 
В) $ (х) = $&(х). Это случаи длинных электродов. ^ есть характеристи­

ческий импеданс В безразмерных переменных уравнение Хайссинского (10) 
выглядит следующим образом: 

p' = —*jp(y + p)9 (15) 
где 

Точное решение для любого <хв 

р („) ^ aPe-*»'>j( I e'^dt + ^ ) . (16) 

При а 5 <^1 

— гауссовское распределение в ВЧ яме. Приа^^>1 везде, кроме тепловых 
хвостов, 

?(У) = -У- (1Т) 

Из условия нормировки, как всегда, находится размер сгустка. В обычных 
единицах полная длина 

А(В) = АВ\12- (18) 

Размер переднего теплового хвоста 

Д т 5 ~ Д | / Д ( Я ) . (19) 
\ & A, X<^S, 

С) $ (х) = { s <[ Ал (в противном случае задача сводится к разобран-[ и, X ^> sf 

ной в п. А). В отдельном рассмотрении нуждается только ситуация при s > Атв] 
Атв определяется формулой (19), где S?B=$AS. В противном случае функцию 
Грина можно заменить на 8-функцию и задача сведется к предыдущей. Распре­
деление «В» теперь не является равновесным — на передние частицы действует 
нескомпенсированное ВЧ поле. Равновесию при строго нулевой температуре 
отвечает, очевидно, произвольный набор блинов типа «А», отстоящих друг от 
друга на расстоянии Конечность температуры приводит к появлению малых, 
но конечных потоков частиц от блина к блину. Эти потоки не приводят к мед­
ленно накапливающимся изменениям плотности, лишь если блины идут экви­
дистантно с интервалом s. 
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Доля частиц в Анм блине 
NklN = 2skj±A. (20) 

Из условия нормировки находится количество блинов и эффективная длина 
всего сгустка: 

max 
1 = 2 NJN => ктлх х . (1А1ф, Л (С) = skmiZ. (21) 

На основе данного примера можно сделать один общий вывод. 
Любая функция Грина для частиц, идущих на расстоянии, меньшем s от гра­

ницы, не отличается существенно от константы. Поэтому в случае сверхкорот­
кого теплового хвоста Д т <^ s пограничный слой толщины скол лансируется 
в блин типа «А». То же самое, конечно, произойдет и с другими слоями, в резуль­
тате чего сгусток разобьется на подсгустки, идущие с интервалом 

D) <§ (х) = $ьЪ' {х). Это случай коротких электродов = $БЬ, —$в — харак­
теристический импеданс, L — длина электродов. 

Уравнение Хайссинского 

р ' ^ - а л р ^ + р ' ) , (22) 

ал = ДЬ/Д£, Ь1> = {№8ф)\ у = ф!>, ргггХДл/Л. (23) 
Отсюда 

р = С е х р { - а 2 > ( р + г/ 2/2)}. 

Видно, что это — симметричная функция 
Р(У) = Р(—У)-

При a j ) > l 

что, конечно, с] азу мстло быть полечено из уравнения баланса. Длина сгустка 

A ( Z ) ) = 2 ( 3 A t ^ / 2 k ) V 3 . (25) 

E) Резонатор с размерами, много меньшими длины сгустка: <§ (х) = §?Е COS кпх [*]. 
Здесь 

ZR = 8 . b ± ( l - c o s ^ ) 9 

г—-радиус, L — длина резонатора. Распределение плотности оказывается таким 
же, как в предыдущем случае, с §?ъ = §?Ек~к2. 

F) Цилиндрический резонатор с диаметром, большим длины сгустка 

^ ( ж _ ^ ) = _ 2 1 п ( 1 + т # 5 г ) ^ 7 [ з ] ) 

L — длина резонатора. Уравнение баланса в данном случае 

или, что эквивалентно, 

* + М ( , - f f ( « ~ - f f + 2 * ) * * ' = ° ' ( 2 6 Б > 
— 00 

Из уравнения (266) видно, что в данном случае функция Грина отвечает 
притяжению (потерям энергии) на очень малых расстояниях и отталкиванию 
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(увеличению энергии) на не слишком малых, причем интеграл от нее по всем 
аргументам равен нулю 

со 

о 

Оценка длины получается одним из указанных выше способов 

М Л ' (27) 

(Щ\ L<Z. 

При г ~ Д (Е), L < Д (Е): Д (F) с* Д (Е). 
G) Камера с конечной проводимостью а 

вплоть до весьма малых х. При х = 0 функция Грина имеет особенность 
такую, что 

со 

^{x)dx=0 
о 

(подробности можно найти, например, в [*]). Импеданс 

Уравнение баланса в данном случае записывается в следующем виде: 

Re2 

XX Г l ^ - l j x ) dx' = 0. (28) 

Отсюда или из общей формулы (9) получается оценка на длину 

5. Тепловое движение частиц в замороженном сгустке 

Потенциальная яма, в которой находится замороженный сгусток с малой, но 
конечной температурой, не является абсолютно плоской. Тепловое движение 
частиц размывает распределение плотности, удовлетворяющее уравнению ба­
ланса, до тех пор пока возникающие силы не воспрепятствуют дальнейшему 
разрушению этого состояния. Таким образом, потенциальная яма глубже там, 
где выше плотность. Понятно, что эта тепловая модуляция ямы для заморожен­
ного сгустка мала. 

Из уравнения Хайссинского можно получить оценку 

(30) 

где Х0 — плотность при нулевой температуре, Хт — отличие плотности при ко­
нечной температуре от \ : Х.Г=Х — Х0. Частота тепловых колебаний частиц в за­
мороженном сгустке о)г мала по сравнению с синхротронной частотой при нуле­
вом токе Qs 

< o r ^ i ^ 2 , i l < Q s . (31) 
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6. Неустойчивость замороженного сгустка 

В этой части рассматривается вопрос о существовании когерентно устойчи­
вого замороженного сгустка. 

Частоту когерентных колебаний сгустка можно оценить, пренебрегая зависи­
мостью невозмущенной плотности от координат. Так как яма плоская, то урав­
нения движения будут такими же, как для однородного пучка. В гидродинами­
ческом приближении 

2 . Ne*Z (к) j 2 v. „ п ч 

Частоты когерентных колебаний соА по модулю оказываются не меньше син-
хротронной частоты Qs 

( т ) Ь 1 - ^ 3 3 ) 

(Здесь мы воспользовались формулой (9)). Поскольку частота тепловых колеба­
ний частиц сод» мала по сравнению с й я, она тем более мала в сравнении с коге­
рентным сдвигом, что оправдывает пренебрежение периодичностью движения 
частиц. Известно, что импеданс как функция отклика удовлетворяет соотноше­
ниям причинности, из которых, в частности, следует, что при ненулевой мнимой 
части у него есть вещественная, и наоборот. Отсюда и из (32) следует, что за­
мороженный сгусток при нулевой температуре всегда неустойчив. Для ответа 
на вопрос о возможности существования устойчивых замороженных сгустков 
при конечной температуре необходимо найти тепловую скорость vik и тепловую 
длину Aih на пороге неустойчивости 

.-•HMfK-i)!- <3S> •tk-

= (35) 

Последнее соотношение означает, что замороженных устойчивых сгустков не 
существует. Отсюда также следует, что искажение потенциальной ямы дает 
в удлинение примерно такой же вклад, как и разогрев из-за быстрой когерент­
ной неустойчивости. 

7. Удлинение из-за искажения ямы. Случай слабого эффекта 

Поскольку в устойчивых состояниях параметр замораживания Д/Дуне бывает 
много больше единицы, то уравнение баланса (7) может служить лишь для по­
лучения довольно грубых оценок плотности. По той же самой причине хорошим 
приближением при решении уравнения Хайссинского может быть приближение 
слабого эффекта, | Д/Дг — 1 |<С1, в котором уравнение решается методом 
возмущений. Действуя таким образом, получим 

р ( я ) = £ ^ _ £ £ ^ Г * ^*<*•)'. (зб) 

Здесь p=l/N — плотность, нормированная на единицу; l2=Ne2/*. Отсюда не­
трудно получить выражения для среднего смещения сгустка % и среднеквадра­
тичной длины Д 

x = P [ £ z (к) ё*4* = 1 7 | т - f dxg (х) е-*»*, (37) 

• £ = l - - P j | U l m Z ( A ) = 1-f Р ^ ] dx$ (х) х е ~ ^ . (38) 
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8. Укорочение 

Из формулы (39) и из анализа, проведенного в разделе 4, видно, какой должна 
быть функция Грина для обеспечения укорочения сгустка. Для этого ее знак 
при всех аргументах, вплоть до х 2Д Г , должен быть отрицательньш, т. е. 
отвечать потерям. При этом функция Грина не должна убывать слишком быстро 
вплоть до х ~ 2Ат> В противном случае, воспользовавшись формулой (39) 
и анализом л. С раздела 4, для s<^ Ат можно получить следующее сотношение: 

* . _ 1 > _ 0 . 0 з £ , (39) 

откуда видно, что эффект незначителен. 
Автор благодарен Н. С Диканскому и Д. В. Пестрикову за постоянную 
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