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П О Д А Л Г Е Б Р Ы СВОБОДНЫХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ 
А Л Г Е Б Р М Н О Г О О Б Р А З И Я 2 l m , п 

В. Н. Матус 

Многообразие % т п определяется системой n-арных опера 
ций « 1 , (х>7П, системой m-арных операций ф 1 5 . . . , <p n, 1 ^ 
< т о < п , системой тождеств 

х% ... х п ( о г . . . • х± . . . * л © т Ф $ = ;(г = 1, п ) , 
^1 ^ т Ф 1 . . . *i . . . ^щФ -п 0 0 ^ = x i ^ = *» ™)-

В ' статье доказыгается , что подалгебра U свободного произ­
ведения 1 1 * е р 4 | алгебр 4 . (i б J) разлагается в свободное п р о ­
изведение непустых пересечений U [) ( i e l ) и свободной ал­
гебры. Библ . 4 назв. 

Многообразие 5 l f f l ? n (см. [1] — [4]) задается системой 
тг-арных операций % , . . . , с о т , системой га-арных опе­
раций ф 1 г . . . , ф п , i ^ т ^ п, системой тождеств: 

X-i . . . ^ п 0 > 1 . . . ^ . . , ^п®тфг — ^ | ~ 1? • • •? (1) 

Х± . . . ^тфх • - • «^1 • • • ^?пфп ~ ^-j 

(/ = 1, • • .,т). (2) 

Пусть А\, i е= / , — система алгебр многообразия 
^ т > п , - 4 ( 0 ) = U An где J. i П -4; = 0, если i =f= / , i, j /. 

Будем считать, что a x . . . апщ, i = 1, . . . , га, в ^4(°>, 
если в / найдется индекс i 0 такой, что ап ЕЕ А и 

(а поэтому и аг . . . a n ( 0 ; ЕЕ Аналогично а х . . . а т ф ь 

г = 1, . . . , тг, в Л^ 0 ) , если в / существует индекс / 0 та­
кой , что аг, . . . , а т е ^47-0 К . . . am<Pi е AJG). 

При таком определении операций множество А^ 
превращается в частичную алгебру, в которой выполня­
ю т с я у с л о в и я : 
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а) если для некоторых элементов частичной .алгебры 
уг, . . . , уп определены 1 значения Uj = ух . . . yn(Oj, 
f = 1, . . иг, то значение % . . . и т ф | также определено 
и равно г/| для каждого г, г — 1, . . . , 7г; 

Р) если для элементов частичной алгебры ух, . . ут 

определены значения уг . . . //,>?Ф; = v u i = 1, . . и, 
то значение у 2 . . . un(Oj такжз определено и равно yj 
для каждого / , / = 1, . . т. 

Предположим, что мы уже построили последователь­
ность частичных алгебр 

Ai0) cz А{1) с= Л ( 2 ) cz . . . с= Л ( 2 S ~ 1 } с - ^ 1 ( 2 S ) (3) 

т а к у ю , что : 
1) А^ удовлетворяет у с л о в и ю а, (3, i = 0, 1, . . 2^; 
2) ^ ( 2 ^ + 1 ) = ^(2е) у 0 ) i ( ^ ( 2 , ) ) у . , , у ^ (Л< 2 е>), где 

соj (Л <2е>) обозначает множество термов вида уг . . . г/,гсо7-, 
где г / ь . . . , г/п е Л<ае> и г / ! . . . в Л<2в> не определен, 
/ = 1, . иг е = 0 1 2 . . . 5 I е 

3) ? i ( 2 e ) ? = 4<2е-1) у ф х (Л(2е-1)) у . у ф / г ( Л ^ - 1 ) ) , Ще 
<pi (^Н 2 1 ^) обозначает множество термов вида уг . . . г /тф;, 
Где . . . , у т е Л < 2 е - 1 ) и г/х . . . г/тф^ в Л ^ " 1 ) не оп­
ределен, г = 1, . . . , и, е = 1, 2, . . . , s; 

4) Операции (о х , . . . , ш т , ф 1 ? . . . , <рЛ в А ^ г ) (е = 
= 0, 1, . . . , s — 1) определены по правилу: 

Ух • • • г/дсо;> г == 1, . . т, в Л < 2 т > тогда и только 
тогда, когда ух, . . . , г/д (Е Л<2е> и либо уг . . . ^ , г и > ; в 
Л<2*>, либо г/! . . . yn^L е о>; (Л( 2 е>); 

• Л • • • Утф; , 7 = 1, . . тг, в Ж 2 е ^ > , у 1 ? . . . , y m (Е 
ЕЕ А(2е+1"> либо при условии, что ух, . . . , i / w ЕЕ ̂ 4 ( 2 ? ) и г/х . . . 
• • • г /тф; е ^ ( 2 е ) , либо если среди уг, . . . , г / т есть 
У и Ф - 4 ( 2 е ) и в Ж 2 е > разрешима система уравнений 

^ = хг . . . xncoj (/ = 1, . . . , иг) (4) 

относительно Пусть м 1 ? . . . , иа — решение 
системы (4) (это решение единственно: если У х , . . . , г;н — 
еще одно решение, то из соотношений yk ф, А®е\ 
Щ • . иЛа>л = у х . . . va(ok следует, что их = vtJ . . . 
. . ., ип = ип)в Тогда считаем, что 

* / ! • - . */тп*ф/ = 7 = 1 , . . . , Щ 

5) Операции со х, . . . , сот, Ф х, . . . , ф д в Л<2в> (г = 1 , 2 , . . . 
. . . , s) определены по правилу: 
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Уг . .. . Ут^г, i = 1, . . п9 в Л<2<?> тогда и только тогда, 
когда гд, . . ., ут Е= А*2* - 1* и либо у1 . . . ^ т ф ; в J .< 2 e _ 1 ) , 
л и б о г/! . . . z/m<Pi е Фг (A^-V); 

Vi - - • Уп®], 7 = 1 , . . . , го, в Л<2в>, # 1 ? . . . . , уп е Л<ае> 
л и б о при условии , что гд, . . . , уп ЕЕ Л< 2 в _ 1> и г / i . . . г/п(о;- ЕЕ 
ЕЕ ^ 4 ( 2 е _ 1 ) , либо если среди гд, . . , grn есть г/& ф А&е~г) 

и в Ж 2 6 - 1 ) разрешима система уравнений 

г/ = хг . . . хтц>г (г = 1, . . тг) (5) 

относительно . . . , хт. Если и т — решение 
системы (5) (а из существования следует единствен­
ность этого решения) , то полагаем гд . . . г/псо7- = iij, 
/ = 1, . . . , 771. 

Полагаем Л< 2 в + 1> = J.(2S> U % (4<2 S>) U — • U com (Л<2*>), 
где о) ; (A^) обозначает множество термов вида у г . . . /у,го)у, 
где . ; . , г/,г е Л<23> и гд . . . г/псд/ в Л<28> не определен, 
| = 1, . . т. 

Операции в Л< 2 8 + 1 ) зададим по правилу 4) при е = s; 

Л ( 2 8 + 2 ) = л ( 2 в + 1 ) и Фх ( 4 ( 2 S + 1 ) ) U - . . . и Ф п ( А { 2 М \ 

где ф| (^4<28+1>) обозначает множество термов вида 
Уг . . . г /тф ь где гд, . . ., г / т е - 4 ( 2 т ) и гд . . . г/тф, в 
^ ( 2 S + d н е определен, i = 1, . . . , тг. 

Операции в Л ( 2 8 + 2 > задаем правилом 5) при б = 5 + 1. 
Покажем, что при этом в А ( 2 S + 1> и ^ 4 ( 2 s + 2 ) выполняются 
у с л о в и я а, р . Д л я A ( 2 s + 1 ) : условие а выполняется в силу 
задания операций по правилу 4 ) ; пусть для элементов 
Уг, . . Ут ЕЕ Ж 2 8 + 1 ) определены значенияг^ = гд . . . г / т ф; , 
i = 1, . . . , тг, тогда, если гд, . . . , г/?п ЕЕ ̂ 4 ( 2 S ) , то 
Уг . . . i/тФг ЕЕ - 4 ( 2 s ) и в силу предположения 1) 
£'i . . . г;пО)у = г/у, 7 = 1, . . . , т. Если же среди гд, . . ,,ут 

есть Л<28>, то система (4) разрешима и иъ . . , 
о . ., у п •— как раз решение этой системы, а поэтому 
Уз = vnWj, ] = 1, . . . , m. Д л я Л< 2 8 + 2> рассуждение 
аналогично. 

Последовательность (3) пополнилась: 

Л ( 0 ) с . . . с 4 м с Л ( 2 8 ) с Л ( 2 8 + 1 ) с Л ( 2 8 + 2 ) . 

Пусть 4 = и A w . Тогда А е $ l m , п . Покажем, что 

.Л является свободным произведением в $ l m , п алгебр 
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A{, i ЕЕ L По построению A{ cz Л<°> cz AVi, i Ez L П у с т ь 
H EE ^ m , n и pi: Л | ~+ H, i EE / , — гомоморфизмы. Тогда ' 

U Pi — Я 0 : Я также будет гомоморфизмом. Пред-

положим, что мы построили систему гомоморфизмов 
Я 0 с Я г cz: Я 2 с : . . . cz X2S-1 cz X2s, где ?ц: Л<*> - > Я , 
г = 0, 1, . . . , 25. Построим тогда отображение Я 2 т : 
^(2s+i) ~> Я по правилу: если г/ ЕЕ ̂ < 2 s ) , то г/Я 2 , + 1 = г/Я 2 8; 
е сли г/ ЕЕ Л< 2 8 + 1> \ Л<28>, то г/ однозначно представим 
в виде у = уг . . . z/ n co i ? i = 1, . . . , m. Полагаем в этом 
случае 

1/^28+1 = */l^2s- . . УпХ28Щ- (6) 

В силу такого определения A,2s+i является <со 1 ? . . . , анти­
гомоморфизмом. Пусть теперь для ух, . . z / m ЕЕ Л ( 2 8 + 1 > 
в Л< 2 5 + 1> определен элемент уг . . . г/ т ср { . Если z/ l 9 . . . 
. . # т ЕЕ Л<28>, то г/3 . . . г / ш ф; GE Л<28>, а поэтому 

У\ • • • ? £/m(Pi^2s+l~ 
= г/г . . . ymSPi^2s===yi^2s • • • ymKs(Pi = yi^2s+l • • • # т . Я 2 т ф > 

П у с т ь среди г/х, . . . , г/m есть z/ f t, z/ f t Л< 2 5). Тогда в Л<28> 
разрешима система уравнений (4) . Пусть иг, . . . , ггп — 
решение системы (4) . Тогда г/х . . . г/шфг = щ, а поэтому 
в силу (6) ух . . . г / т ф Д 2 з + 1 = г г Л 2 т = и;Я 2 5 = игХ28 . . . 
• • • ^ n ^ 2 s w l • • • Щ^28 . . . 1г п Я 2 л С0 т фг = */i^ 2 s+i . . . 2/m^2s+lcPi« 
Таким образом, X 2 s + 1 — гомоморфизм и 

Я 0 cz Я х cz . . . cz X2s~i ^ Я 2 5 с , Я 2 5 + 1 . (7) 

Построим гомоморфизм Я 2 д + 2 : A(2s+2)~-> н по правилу: если 
у £Е Л ( 2 8 + 1 > , то у Я 2 8 + 2 = ^ ц > т ; если г/ E i W \ - 4 ( 2 S + 1 \ то 
г/ е Фг ( 4 ( 2 S + 1 ) ) и у = уг . . . ymq)b 1 = 1 , . . . , п. Пола-
гаем тогда 

*A 2 s+2 = * A 2 s + 1 • • • */?Д2<;+1фг. (8) 

По определению, Я 2 , 5 + 2 является < ф 1 7 . . ., ф д ^ г о м о ­
морфизмом. Пусть для элементов ух, . . уп ЕЕ Л< 2 8 + 2> уг... 
. . . г/п(о,- е ^ 4 ( 2 s + 2 ) . Если г/17 . . . , уп Е А ^ \ то уг. . . 
. . . ynMj ЕЕ - 4 < 2 s + 1 ) . В этом случае, по построению,, 
Я 2 8 + 2 сохраняет со/, z/j . . . yn(djX2s+2 = ^ . . . упщХ28+1 = 
= г/хЯ 2 8 + 1 . . ynl2s+la)j = угХ2&+2 . . . г/ гД 2 , + 2со 7-. Пусть те­
перь y f t — один из уг, . . уп и г/,, е£ Тогда 
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в A (2s+r> разрешима система уравнений (5) . П у с т ь 
и х , . . . , и т — решение этой системы. Тогда гд . . . yn(Oj = 
= Uj. В силу (8) гд . . . yn(OjX2s+2 = UjX2&+2 = UjX2s+1 = 
= UjX2&+1 . . . umX2s+i Ф1 • • • u1X2s+1 . . . umX2s+i(pn(dj = 
= y1X2s+2 . . . г / Д 2 8 + 2 о ) ; . Последовательность (7) попол­
нилась: 

A-o с : X± а . . . с : X 2 s сг Я 2 8 + 1 с : X2s+2. 

00 
Пусть к = у >V* 4 Я и 1 является гомоморфизмом* 

1=0 
Мы доказали, что А является свободным произведением 
алгебр Аи i е= / : А = Щ е г 4 | . 

Т Е О Р Е М А . Подалгебра U свободного произведения 
U*<=iA i алгебр А{ (i ЕЕ I) разлагается в свободное произ­
ведение непустых пересечений U П А^{1 ЕЕ I) и свободной-
алгебры. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Положим, что С / 2 е + 1 о б о ­
значает множество термов гд . . . г / п оэ ь i = 1, . . /тг, 
таких, что гд . . . г/п0Ог GE С/ П (о^ (Ж 2 е >), а среди гд, . 
. . . , г/п существует iyfe такой, что z/fe ^ /7, <?•= 0, 1, 2, . . . 
U2e+2 обозначает множество термов гд . . . ' г / т ф ь 

£ = 1, . . . , /г, таких, что гд . . . утц{ е С/ П фг ( Л ( 2 е + 1 ) > 
и среди гд, . . . , ут есть г/^ такой, что yk <=/Е U, е = 0, \ г 

2, . . . Пусть Z = U U2 U . . • U # 2 . + 1 U U . . . 
Докажем, что С/ = Щ е / (С/ Q Л г) * ^ ( Z ) , где F (Z) — 
с в о б о д н а я $1 т > г г -алгебра с системой с в о б о д н ы х о б р а з у ю ­
щих Z. 

Проверим вначале, что Z является { о д , . . . , со ? п , ф х , . . о 
. . . , ф п ^>-чистым множеством. М н о ж е с т в о и г состоит из-
термов уг . . . yn(ot е сог (4<°>), i = 1, . . т, где 

. Уп^А^ и среди г/1? . . . , гуп есть элемент y h r 

Уи U, в то время как все гд . . . г/псо$ из С/. По построе ­
нию, и г является <од, . . . , оо ? ? г>-чистым. С/х также 
<ф 1 7 . . . , ф п ) - ч и с т о , так как результат операции ф$ над 
элементами из А^ \ А^ принадлежит А(°К Рассмотрим 
и г и и 2 . Пусть г д , . . . , уп е р 2 и в и и% 
определен терм гд . . . г / п со ь г = 1, . . . , т. Если среди 
гд, . . . , г/п есть элементы из С/ г, то обязательно есть и 
элементы из U2 (иг — <сО|>-чисто) , а поэтому разрешима 
в AW система уравнений (5) . Пусть yk €jEU1,k = 1, . . . , п. 
Если иг, . . и т. — решение системы (5) , то уг . . . г/по>| = 
= и{ ЕЕ U, Vz\ г = 1, . . . , т , а поэтому гд . . . гг т ф/ г =• 
= ук €jE U2. Это противоречие доказывает < % , . . . , с о т > -
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ч и с т о т у множества Ux (J U2. По определению U2 и зада­
нию операций ф 1 ? . . . , ф Л в Ux U ^2 будет <ф 1 ? . . . 
.. . ф п >-чистым. 

Предположим, что мы доказали < c o l f . . . , c o m ? ф 1 ? . . . 
2S 

• » Фп>-чистоту множества (J £/Y 

п 2 8 + 1 

Рассмотрим множество [] U{. Само задание множества 
•-2S+1 

U С/"г обеспечивает его <со 1 ? . . . , со^>-чистоту. П у с т ь 
•4=1 

2sfl 2S+1 
Уъ- • Ут G U U i и Уг...утЩ^ U *7*. В силу чистоты 

i—1 г=1 
2s 
U среди у ь г/ш есть z/fe такой, что i/k&U28+l. 

1=1 
Тогда в Л ( 2 8 ) разрешима система уравнений (4) . Если 
i / x , . . . , ггп — ре пение этой системы, то ук = их. . . 
. . . ип

(йк вопреки предположению, так как u v . . . 
2S-J-2 

Рассмотрим мнокество J С7^ Это множество <ф1 ? . . 

. . ф п >-чисто по самому его заданию. Пусть ух,. . . , z/ n , 
2S-J-2 

l/i- • • |/n c oi и Среди элементов ух,.. уп есть тогда 
i=i • 

У к, Ук ЕЕ U2s+2. В A ( 2 s n ) разрешима система (5) , и если 
их,. . . , ит — решение системы (5) , то г/д. = их.. . и т ф& 
Ф U2a+2, так как г/ ь . . у п © . = ^ е 1 = 1 , . . . , га. 

Таким образом, Z — <со г , . . . , « т , фх, . . ф п >-чис­
тое множество . П о к а ж е м , что {Z} = F (Z). Пусть 
Я ЕЕ ^ m ? n

 и p. Z Н — произвольное отображение . 
оо 

Б у д е м считать, что р = (J p i ? где p f : Ui ->• Я . Зададим 
о т о б р а ж е н и е р 2 : Ж 2 > f| {Z} Я по правилу: если 
.У__^ П { £ } = UX1 то г/р2 = урх; если у Е U2l то 
i/P 2 = М>; если 

у s 4 < » ) n { z } \ Шх и eg, 
то у = ух . . . ijm^i (причем это представление однозначно: 
у е Фг где г/i, y m G ^4 ( 1 ) П {Z}. Полагаем 
в этом случае 

№2 = г/iPi • • - УтРгУг. (9) 
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'Так определенное отображение р 2 является в силу (9) 
<ф 1 ? . . ф ? г >-гомоморфизмом и р х [J р 2 cz р 2 . П у с т ь в 
^4 ( 2 ) П {Z} для некоторых у ъ . . ., уп определен т е р м 
Ух • • • уп®г, i = 1, . . т. Тогда среди уг, . . . , г/п с у ­
ществует zyfe, ^£ П { ^ } и разрешима система (5 ) . 
П у с т ь и 1 ? . . w m — решение системы (5) . Тогда иг1 . . . 
. . м т е Л ( 1 ) П { £ } . Получаем, . . . упщ = ^ . 
В силу (9) уг . . . уп^гР2 = Щр2 = щрг = и1р1 . • . . . 
• . . ^ т р 1 ф ! . . . WiPi- • . ^ m p ^ n o ) x = г/ipa . . . г / т р 2 : о ь а п о ­
этому р 2 является гомоморфизмом. Пусть [мы у ж е п о с т р о ­
или гомоморфизм p 2 s : - 4 ( 2 S ) П { Z } Я , к о т о р ы й п р о -

должает отображение [} рь. Зададим отображение p 2 s + 1 : 

А(2Ш) П по правилу: если у ^ А ^ П { Z } то 
УРи+г = Z/p2s; если г/ Ez *7 2 s+i; Т 0 УРгв+i = yp2s+i, если 

: | / e ^ ( 2 S + l ) Q { Z } \ [ (Л(^) fl { Z } ) U U 2 s + 1 l TO у = 
= Уг . . . 1/nCOi, где y 1 ? . . . , z/n e Л< 2 в>П { Z } , и полагаем 
в этом случае 

У923+1 = Ухр2з - - - ynp2s®i- ( Ю ) 

Это правило гарантирует <со х , . . . , со т >-гомоморфность 
о т о б р а ж е н и я р 2 т . Пусть для уг, . . . , ут G i ( 2 8 + 1 ) П { % } 
в A(2S+^ fl { % } определен гд . . . г / т ф г - Тогда , если 
"l/i,. . . , Ут е Л < 2 8 \ то уг . . . г / т ф ^ -4 ( 2 5 ) _П { ^ } , а п о э т о м у 
.1/1 • — УтФ*р2в+1 == ух . . . УтЧ>гр2в = Угр2з • . . Утр2зЦ>1 = 
= Ухр28+х • • • | /тр2 8 -мФг. Если же среди гд, . . . , г / т есть 

J/&, г/^ ЕЕ о) 7 г (Л( ' 2 5 ) ) , то в -Л<28) разрешима система (4 ) . 
Е с л и гд, . . . , ип — решение системы (4) , то 

У% . . . г/тфг = * = 1, - • ^ ( Н ) 

г// = % . . . тг п (о ; , 7 = 1 , . . . , т. (12) 

М о ж н о утверждать , что yk ф, C/ 2 s+i- Действительно, 
у11 . . „, г / т ЕЕ £7 по предположению; из (11) следует, что 
гд, . . и п ^ £/, а поэтому ук = щ . . . ип<дл в U 2 s + l 

лежать не может . Тогда гд, . . . , ггп с : ^4^ 2 s ) П { Z } , 
•а п о э т о м у в _ с и л у ( 1 0 ) L (12) гд . / \ ym<PiP2s+i =_Щр28+х = 
= Uip2s = % p 2 s ^ . . г^гРгз^! . . . гдргз . . . unp2s(i)m(pi = 

— */lp2s+i • • • ymp2s+i4)i- _ 
М ы доказали гомоморфность о т о б р а ж е н и я p 2 s + 1 . А н а -

ОС 

.логично с т р о и т с я p 2 s + 2 и т . д. р = U Pi будет г о м о м о р -
1 = 2 
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физмом { Z } в Я . Итак, {Z} = F ( Z ) . Мы доказали, ч т о 
F (Z) cz U; по у с л о в и ю ^ П U a U, i Ez I. Пусть Я — 
произвольная „-алгебра и т 0 : F (Z) Я , т 4 : С/" П 
П Ai - > Я , i E / , — некоторые гомоморфизмы. Ото­

бражение U Т | : у (С/ П АЬ)—>Н будет гомоморфизмом: 

по определению операций в .4< 0 ) . Определим отобра ­
жение т х : АЫ П £/ - > Я по правилу: если у е= ^ 4 ( 0 ) П #V 
то угг = у (U т*); если y G ^4 ( 1 ) П ^ (2) = ?7 1 5 то г/тх = 

= г/т 0; если Те U П ^4 ( 1 ) \ [(С/ П - 4 ( 0 ) ) U C^ib то у = 
= l/i • • • УпЩ, i = 1, . . т (уъ . . ., г/п ЕЕ AW (] Ц).. 
Полагаем в этом случае 

V*i = Ух ( U T i ) • • • ( U тч) со*. (13) 

Это определение гарантирует <со 1 ? . . . , со ш >-гомоморф-
ность % г. Пусть для элементов уг, . . ., ут ЕЕ А^ (] 
П Щг . . . Утфу в Л<1> П Если ^ , . . у т е ^ ( 0 ) , 

то Ух • • • г/?пф7- в Л<°> fl С/, а п о э т о м у хг сохраняет опера­
ц и ю ф7-, так как на fl Uxt совпадает с U xi- Е с л и 

среди г/х, . . . , ут есть yk, yk ф 4<°>, то в А^ разреши­
ма система (4 ) . Пусть щ, . . ип — решение этой систе­
мы. Тогда и ъ . . . , и п ЕЕ # П - 4 ( 0 \ а поэтому в силу (13) 

Уг... 1/тФЛ = = i/j ( U t i ) = щ ( U ti) » . . ип( (J т*) <%... 
ier i e l i e i 

. . . M U *i) • - • w n ( U ti) сотф;- = i/xtx . . . y m T ^ . 

М ы доказали гомоморфность о т о б р а ж е н и я т х . 
П у с т ь мы построили у ж е последовательность г о м о м о р ­

физмов 

Т х С Т 2 С . . . С "t 2 f t _2 ^ ^ 2 « - 1 » (14) 

где ту. А^ П U Н, г = 1, . . 2е — 1. Определим 
отображение т 2 е : £7 П ^ . ( 2 е ) - > Я по правилу: если 

# П 4< 2 «-D, то у~х2е = 1ут 2 в_ х; если г/ е *78e, то 
г/т 2 е = ух0; если г / Е С / р 4<*> \ 1(А^ () U) [) U2e], то 
У — У\ • • У т Ф г , * = 1, . . ?г, (г/х, . . у т Е UП^4(2е-а))г 

а поэтому полагаем, что 

z/fe = г у ^ ^ . . . y m x Z e ^ v ( 1 5 ) 
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Это определение задает т 2 е <срх, . . . , ф п >-гомоморфизмом. 
Пусть для элементов уг, . . уп & U П А{2€) Уг . . • уЛ<*>у, 
j = 1, . . т, в С/ П А&е\ Тогда если г/1 ? . . . , уп е 
е Л ( 2 е - 1 ) , то г/х . . . yn&j е С7 П ^4 ( 2 е ~ 1 } , а поэтому по 
определению т 2 е сохраняет операцию од-. Предположим те­
перь , что среди у17 . . . , г/п есть y k l yk ф А ^ \ Тогда 
в А^е"^ разрешима система (5). Если м 1 ? . . . , и ш — ре­
шение системы (5), то щ, . . и т £Е U П А^е~г\ а п о ­
этому в силу (15) 

У г . . о ? / n O ) j T 2 e = Z / jT 2 e = и$Т%е_г = ^ i t 2 e _ i . . . ^ m T 2 e - l T l • • • 

••• w'1^2e~l ••• ит Т2е-1Ф?г о : ); " У Л в ••• Ут^Ъе^э-

Последовательность (14) получила пополнение: 
^2e-l *— Т 2 в . 

сю 
В итоге (J f i = т будет гомоморфизмо м из С/ в Я , 

ч т о и доказывает теорему. 
З а м е ч а н и е . Многообразие 9 5 m , n определяется 

системой операций с о ж , Фи . . . , ф п и системой 
тождеств (1) , (см. [1]) . Д л я этого мно го о бр азия также 
справедлива доказанная теорема. 
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