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УДК 517.43 
САМОСОПРЯЖЕННЫЕ КВАДРАТИЧНЫЕ ПУЧКИ ОПЕРАТОРОВ 

И ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ 

А. Г. К о с т ю ч е н к о, А . А . Ш к а л и к о в 
Основные результаты настоящей работы связаны с исследованием 

квадратичного пучка операторов 
L {1) = А +W + Х^С, (0.1) 

где А, В, С — самосопряженные операторы, действующие в гильбертовом 
пространстве ^ , причем оператор А ограничен, а операторы В, С — ком­
пактны. Предполагается также выполненным следующее условие: най­
дется действительное число с такое, что оператор L (с) обратим я L (с) ^ 0. 

Стройная теория пучков вида (0.1) в предположении А = I ж С ^ О 
была построена М. Г. Крейном и Г. К. Лангером в известной работе [1]. 
С пучком L (А,) в [1] связан союзный пучок L {X) = Х^1 -\- ХВ -{- С, С при­
влечением глубоких результатов из теории самосопряженных операторов 
в гильбертовом пространстве с индефинитной метрикой в работе [1] было 
доказано существование операторного корня пучка L (Я), т. е. оператора 
Z, удовлетворяющего уравнению Z^ + BZ -\~ С = О я обладающего тем 
свойством, что собственные значения (с. з.) оператора Z лежат в полуплос­
кости Im А. >= О, а цепочки собственных и присоединенных элементов 
(с. п. э.), отвечающие с. з. Х ,̂ для которых Im А.̂̂ . > О, у оператора Z 
и пучка L {X) совпадают. 

Следующим важным этапом в изучении самосопряженных квадратич­
ных пучков с оператором С > О явилась работа [2], в которой свойства 
операторного корня Z, построенного в [1], были изучены более детально, 
а именно, был дан ответ на вопрос: какая часть с. п. э. пучка L (X), отве­
чающих действительным с. з., является с. п. э. корня Z. Ответ на этот 
вопрос на основании теории [1] дается достаточно легко в случае простых 
действительных с. з. пучка L (Х), но в общем случае потребовались весьма 
тонкие построения. 

Задача о выделении всех с. п. э. операторного корня Показалась очень 
важной в связи с конкретными задачами теории упругости, рассмотрен­
ными в [3]; другая постановка этой задачи состоит в следующем: какую 
часть с. п. э. пучка L (Х), отвечающих действительным с. з., нужно до­
бавить к с. п. э. пучкаL(Я,), отвечающих с. з. Xj^, для которых Im Х^ ]> О, 
чтобы образовавшаяся система была полной и минимальной в простран­
стве §? В этом плане можно считать, что вопрос о выделении полных и ми­
нимальных подсистем с. п. э. пучка L {X) является основным вопросом 
теории квадратичных операторных пучков. 

По сравнению с [2], [3], в этой работе квадратичный пучок операторов 
рассматривается в существенно более общей форме, в частности, условие 
С ^ О не предполагается выполненным. Отказ от условия С ^ О значи­
тельно меняет существо дела. Мы отметим, что некоторые конкретные за-
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дачи (которые в рамках этой работы не рассматриваются) сводятся к изу­
чению пучков вида (0.1) со знакопеременным оператором С, поэтому изу­
чение таких пучков операторов представляется важным. Исследование та­
ких пучков было начато в [4], где на пути обобп1,ения результатов [1] — 
[3] в случае А = I, Кег С = О были получены теорема 2.1 настоящей ра­
боты и теорема 2.3 при более жестких ограничениях на рост резольвенты 
пучка. Аналогов теорем 2.2, 2.4 не было. 

К вопросу об отборе полных и минимальных подсистем с. п. э. пучка 
(0.1) в этой'работе мы предлагаем совершенно новый подход, в отличие от 
[2] — [4], никак не апеллируя к глубоким фактам теории операторов 
в гильбертовом пространстве с индефинитной метрикой. Наш подход;имеет 
аналитическую природу и основан на специальном представлении главной 
части резольвенты пучка L (Я) в окрестности действительных? полюсов 
(при доказательстве полноты) и соотношениях биортогональности 
М. В. Келдыша [5] (при доказательстве минимальности), которые также 
получаются из анализа поведения оператор-функции L~^ {%) в окрестно­
сти полюсов. При этом, в случае С ^ О полученные результаты дополняют 
резу льтаты [3] и сбобп^ают их, если число вещест^ренных с. з. бес­
конечно. 

Коротко отметим другие результаты работы. В § 4 мы рассматривкем 
самосопряженные квадратичные пучки неограниченных операторов и пе­
реносим на такие пучки основные результаты §§ 2, 3. 

В § 5 рассматривается важный вопрос о существовании и единствен­
ности решений операторно-дифференциальных уравнений второго по­
рядка на полуоси. Эти уравнения являются абстрактным аналогом эллип­
тических уравнений или систем второго порядка в полуцилиндре или 
слое, допускающих разделение переменных по t. В доказательстве основ­
ного результата здесь существенную роль играют результаты предыду­
щих параграфов работы. 

Оговорим обозначения, используемые в работе. 
1. Через Кег Н я 1т Л обозначаются ядро и образ оператора Н, 
2. Для оператора С, участвующего в (0.1), будем использовать пред­

ставление С = С^ — С_, где С^ = Р-^С, С^ = —Р-С, а Р"^ (Р") — орто-
проектор на подпространство, образованное с. э. оператора С, отвечаю­
щими положительными (отрицательными) с. з. При этом пространство ф 
разлагается в прямую сумму ф = "̂̂  ф §~ ф ^^, где §"̂  = ImP"^, §~ = 
= Im Р- , §0 = Кег С. 

3. Пусть Н — неограниченный самосопряженный положительный опе­
ратор, действующий в гильбертовом пространстве ф. Через ^е, 6 е R, 
обозначаем шкалу гильбертовых пространств, построенных по опера­
тору Н, При 6 ^ 0 пространство §е есть замыкание ^ по метрике 
11 X W^Q = 11 Н^х 11̂ , а при 0 ^ 0 пространство фе совпадает с областью 
определения оператора Я^, а норма задается тем же равенстБом \\ х \\^^ = 
= \\ нч \W 

4. В § 2 через фе (Фе) обозначается шкала гильбертовых пространств, 
порожденных в пространстве ф"̂  (^~) оператором С^ {С"^). В § З'простран-
ство ©е порождается оператором С~^ ^ О, а в §§ 4, 5 — оператором Н ^ 0. 

5. Через / обозначается единичный оператор. 

§ 1. Предварительные результаты 

1°. Отметим, что в наших предположениях квадратичный пучок L (>.), 
заданный (0.1), имеет дискретный спектр (см. [5], [6]), а резольвента L~^ (К) 
является' мероморфной оператор-функцией. 
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Пусть KQ — С. 3. пучка L (А.) и г/®, г/̂ , . . ., i/̂  — соответствующая этому 
с. 3. цепочка с. п. э. L (К), т. е. 

L(Xo)/ + i'(^o)z/'-i + - ^ ^ " (5̂ 0)̂ /̂ -̂2 = 0, А = 0 , 1 , . . . , р (1.1) 

(здесь и далее подразумеваем, что у~^ = О, у"^ = 0). 
Известно [5], что главная часть разложения оператор-функции L~̂  (Я) 

в окрестности полюса % = XQ имеет вид 

"" {,z])y] (,z])y} + (,z])y] п 
где 

(Х_Я,о)^1 (^-Яо)^ ' ' 

+ ' "̂̂  ' "\\ . ' '], (1.2) 

У%У]. . . о ^ ? ' У =- 1, . . .,ЛГ, (1.3) 
-— цепочки с. п. э. пучка L (Ху, соответствующие с. з. Яо, которые обра­
зуют каноническую по М. В. Келдышу [5] систему, а элементы 

^% А. • . .,^.4 / - ! , . . .,Л ,̂ (1.4) 
— цепочки с. п. э. пучка L* (Я), соответствующие с.з. AQ, которые одно­
значно определяются, если каноническая система (1.3) уже выбрана. Це­
почки (1.4) мы будем называть цепочками, сопряженными к (1.3). 

В дальнейшем мы будем использовать следующий результат 
Л е м м а 1.1. ECAUXQ — дейсшвишелъноес. з. пучка L (Х) = /у* (А/), шо 

каноническую систему с, п. э. (1.3) в разложении (1.2) можно выбрать 
так, что у] = sjz^, /г - О, 1, . . .,pj, j = 1 , 2 , . . ., Л ,̂ где Sj = ± 1 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выберем число /, 1 ^ / ^ iV, таким, чтобы 
Pi = Р2 = ••• =Pi > Pi+i > Pi+2 > ... > PN- Обозначим через А^, h = 
= 0, 1, . . ., /?J-, конечномерные операторы, являющиеся коэффициентами 
в разложении (1.2) при степенях {X — Х^)-Р^-'^+^. Очевидно, все опера­
торы Afi, /г = О, 1, . . ., /?j, являются самосопряженными. В частности, 
оператор ^о ^^ть самосопряженный оператор в Z-мерном пространстве, 
образованном элементами i/S, • . ^ у1- Поэтому найдутся элементы ^J, . . . 
. . ., ^̂  такие, что оператор AQ имеет представление 

^0= (, ?̂) г̂ + . . . + ( , 4) 4 - ( , 4-м) 4+1 - . . . - ( , ?̂) 4, о < х < I. (1.5) 
Теперь предположим, что элементы у1, . . .,у]в канонической системе 

(1.3) уже заменены элементами el, . . ., е\. Полученная система также бу­
дет канонической. Оператор А^ запишем в виде 

1̂ = S ч [(, ̂ !) А + (, 4) ̂ 1 + (, U) 4] + s ' (, 4) vl (1.6) 

где 8; = ± 1 , /у = 2;} — i/j, а Zi есть число с. э. системы (1.3), которые 
имеют р^ — 1 присоединенных элементов. 

Пусть Э?1 — линейная оболочка элементов е\, , , ,, е\, а Sla — линей­
ная оболочка элементов z/?+i, . . ., y\^i^. Представим элементы z] в виде 
4 = Ф; + ^i . где ф̂- ^ 3li, г|)̂ - ̂  3̂ 2. Положим 
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Оператор Ai самосопряжен, поэтому из представления (1.6) следует, 
что оператор Bi + Ci самосопряжен. Теперь заметим, что в базисе из эле­
ментов ej, . . ., е?, у^+1, . . ., i/?+Zj оператор Bi задается матрицей {bjj^}, 
элементы которой отличны от нуля только в правом нижнем углу, т. е. 
при min (/, А) > /. В этом же базисе матрица {сд} оператора Ci, наоборот, 
имеет нулевые элементы при min (/, к) ^ L Тогда из самосопряженности 
оператора Bi + Ci следует, что оба оператора Bi и С^ самосопряженные. 
Значит, найдутся элементы eJVi,. . ., ê +̂ êSRa и числа е̂ - = ± 1 такие, 
что 

Учитывая матричное представление оператора Ci и равенство Ci =--= 
= Ci, мы можем подобрать такие элементы д̂ !, . . ., л:;, что 

I 

Но тогда, полагая е) = у] + ^j^ji из (1.6) получим представление для 
оператора Aii 

I i-hh 

j = l 3=1+1 

Далее предполагаем, что в системе (1.3) элементы y^j, / = 1, 2, . . . 
. . . , / + Zi, заменены элементами в?, а элементы г/), / = 1, 2, . . ., /,— 
элементами е]. Тогда оператор А2 имеет вид 

^2 = S вЛ( , УЬ е] + (е), ej) + ( , е») j / | + ( , /,-) е]] + 
l-^h l+h+h 

+ S вЛ(,г/^).? + (.^?)^} + ( J i )^ i ]+ S {.^ЬУ1 (1.7) 

где /2 — число с. э. системы (1.3), которые имеют р^ — 2 присоединенных 
элементов и 

^iz^j—y% если 7 = 1, . . . ,/ , 

I 4 — ^i' с̂ли J = Z + 1 .̂ . •. ^ + 1̂-
Из представления (1.7) видно, что можно применить те же рассужде­

ния, как для оператора А^, и получить представление 

А,= i 8Л( ,е?) е] + (е), е}) + ( , е?) е]] + 
Z+Zi Z+Zi+Z2 

Дальнейшее доказательство легко завершается по индукции. Лемма 
1.1 доказана. 

З а м е ч а н и е 1.1. Числа е ,̂ участвуюш,ие в лемме 1.1, играют 
важную роль. Пусть N^ — количество чисел 8̂  == 1, а iV_ = N — N^ — 
количество чисел EJ = — 1 . Каноническая система, построенная в лемме 
1.1, определена неоднозначно, однако числа iV ,̂ N_ определены однознач­
но. Это следует из доказательства леммы 1.1. Например, выбор элементов 
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^1, . . ., el, участвующих в представлении (1.5) оператора AQ, неоднозна­
чен, а число X в этом представлении не зависит от выбора этих элементов. 

2°. Чтобы не вводить дополнительные индексы, нам будет удобно 
считать, что с. з. пучка L {%) нумеруются столько раз, сколько цепочек 
с. п. э. ему соответствует. Кроме того, мы можем выбрать нумерацию 
целыми числами так, чтобы "Kj^ = А̂ -̂ . 

Пусть у1, у\, . . ., у'^^ —цепочки с. п. э. пучка L (X), отвечающие с.з. 
%^, Система производных цепочек в пространстве § ф §, построенная по 
правилу [5], тогда имеет вид у\ = (г/lJ, 1.^у\ + Ук"^)- Известно [5], что си­
стема является минимальной в пространстве ф ф ©, причем соотношения 
биортогональности имеют вид 

( 
где 

фт + А,!!)̂  = L {X) 

а Zmi • • •? Zm 1 

[Ук, фт) + (КУк + г//Г\ ^т) -= bj^^^hpj^-sj 

Г z^ z^ 1 
^ \ 1 т \ ^ п 4 в ( 1 8 ^ 

цепочка, сопряженная к цепочке г/^, . . ., г/^ (элементар-
ная проверка показывает, что выражение в правой части (1.8) есть линей­
ная по % вектор-функция). Представив функцию L{K) по степеням 'к — 'kmi 
получим, что в рассматриваемом случае соотношения биортогональности 
М. В. Келдыша принимают вид 

Введем следующие обозначения: 
_ 0 о 0 0 
Цк==Уку pk = Zk, 
Цк = Ук — kii%, р1 = 4 — '^kYr^, 

- 1 Р^-1 Pi. Pi. ^ - 1 Р 7 . - 1 ^к ^1с л - 1 ^к^^ ^к ^к "Т"-! 
Цк^==Ук^ — ^Цк^ ; р / = 2/,^ — А . / р . к~ 

(1.10) 

Соотношения (1.9) приведем! к более удобному виду. Справедлива 
Л е м м а 1.2. Пусть пучок L {К) задан (0.1), причем А = I, Если 

к Ф т или к = т, но h + S ^ Ps, то справедливы следующие соотношения: 
{Ку1ЛшС^т) = [Цк, р^) + y^J^Krrfihp^s^ (1.11) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что из (1.10) следуют равенства 
^h h л —1 h-l , л —2 h-2 , / л \^ 'х —^ О 
Цк=Ук — h Ук +h У^, —.'. + (— 1) h Ук, 

Рт—• Zm — ^т^т "Г ^т^т —" • • • ~Г V ^ -••; ^m^rri' 

Равенства (1.1), которым удовлетворяют цепочки с. п. э. пучка L {Х)у 
перепишем в виде 

(/ + 1^В + ЦС)4 + {В + fkrnC)4'^ + С2Г = 9, 5 = о, 1, . . . , р^. 
Используя эти равенства, получим 

[KB+ X\,C]z]n + "^mCz-'^^z'm-l^^ [[1пВ^\пС\ Z^ ^ ^п^^^'^) - • • • 

• • Zm-T ^mZm —' ^m^m ~Г • • • — {~^ ^) ^m^m ^= — pm* 

Соотношения биортогональности (1.9) тогда примут вид 

iKykJmCztn) = {Ук, Рш) - {yt\KCz^) + M/cmS/ip.-s . (1.12) 
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Снова используя соотношения (1.9), при кфш или при /с == тп, но 
при h + S ^ р^, находим 

{Ук ? '^rrfi^^rnj = '^к {Ук г Рт) — '^к {Ук , '^тС^т) = • • . 

. . . = ^̂ ^ {yi'\ Рш) - ^к' {ук-\ Рж) + . . . - ( - 1 ) ' ^к"" {у1 Рж). (1.13) 
Из (1.12) и (1.13) следуют соотношения (1.11). Лемма 1.2 доказага. 
С л е д с т в и е 1.1.J5 условиях леммы 1.2 для всех Х/̂ , Х^ таких^ что 

Im Xf^ ^ О, Im Ятп 5^ О, кроме случая 1т Х]^ = О, к = т, выполняются ра­
венства \ 

{КУ1, KrnCytn) = (4, r\tn). (1.14) 

Если же 1ш Xjj. = О, то при h + s ^ р^ выполняются равенства 

(КУк, КСук) = (Tlfe. Л̂ ) + гт,%^Ьпр^^' (1.15) 
При этом предполагается, что канонические системы (1.3), отвечаю­

щие действительным с. з., выбраны нормальными. 
Д о к а з а т е л ь с т в о следует из (1.11) с учетом равенств Я/̂  = Х.̂ ,, 

4 = у\ (точнее, канонические системы (1.3), отвечающие с. з. Im Я̂  < О, 
мы можем выбрать так, чтобы последние равенства выполнялись). Опреде­
ление нормальной канонической системы см. в § 2. 

З а м е ч а н и е 1.2. Если известно, что каноническая система, отве­
чающая действительному с. з. \ , выбрана нормальной, то числа г^^ легко 
определяются. Из соотношений биортогональности (1.9) имеем 

е, {у1 {В + Х,С] У1^ + Cj/̂ T-i) 4- {yl l^Cyl^) = 1. 

Учитывая, что 8;̂  = гЫ, получим 
4 = {yl,L'{K)yl' + Cyl^-% (^.16) 

В частности, если с. з. Х^^ простое, то е̂ . = {U {\) г/̂ , у1). 
3°. В этом пункте мы докажем одно утверждение, которое будем ис­

пользовать при доказательстве теорем полноты. 
Л е м м а 1.3. Пусть F (Ji) — мероморфная функция порядка <Сд, 

все полосы которой лежат на вещественной оси^ являются простыми^ а вы­
четы 6 этих полюсах неотрицательны. Пусть найдутся лучи, разбиваю-
щие комплексную плоскость на секторы раствора ^п/д, на которых вы­
полняется оценка 

I 7Г (Я) I = о (I Я |-1) при 1 X I -^оо. (1.17) 
Тогда F {%) = 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, если функция F (Х) имеет конеч­

ное число полюсов, то утверждение леммы 1.3 тривиально. В самом деле, 
из условий леммы и теоремы Фрагмена — Линделефа тогда следует 
\ F (К) \ = о {\ X 1'^) при I X I -^ оо равномерно во всей комплексной плос­
кости, т. е. вычет функции F {X) в бесконечной точке равен нулю. Но тогда 
равны нулю все остальные вычеты функции F (Я). Следовательно, F (Я) — 
целая функция, а из теоремы Лиувилля следует F {X) ^ 0. 

Приведем доказательство в общем случае. По условию леммы найдется 
сектор S_^_ {S_) раствора я/б^ (л;/9^), содержащий положительный (отрица­
тельный) луч, на границе которого выполняется оценка (1.17), причем 
min (6^, Э_) ^ д. Не ограничивая общности, считаем, что X = О не есть 
яолюс F (X), и вершины секторов S_^_, S_ лежат в нуле. Пусть р — порядок 
функции F (X), а число а удовлетворяет условию р <С а <i д. Рассмотрим 
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функцию 
u{t)=[ e-(^^^^''tF (К) d% + 5 е-(Р-̂ )°'̂  F {%) dK (1.18) 

г+ г_ 
где р^, р_ — некоторые не равные нулю числа, лежащие на лучах, симмет­
ричных относительно вещественной оси биссектрисам секторов 5^, S__; 
ветви функций (Р+А.)̂  фиксируются условием {^±к)^ > О при р±'к > О, 
а Г^, Г_ — границы секторов S^, S_, причем направление интегрирования 
выбрано так, что секторы S_^, S_ остаются слева. 

Из оценки (1.17) на границе секторов S_^_, S_ и условия а < g ^ 
^min(6^, Э_) следует, что интегралы в (1.18) сходятся при любом t^O, Для 
простоты далее предположим, что секторы S^^ S_симметричны относительно 
действительной оси, т. е. р+ = + 1 - В произвольном случае доказательст­
во проводится без изменений. 

Покажем, что и (t) - ^0 при ^ -^-0. Разобьем контуры Г± на части 
Г-f- = Fj. и Г+, где Г+ совпадают с границей секторов LS-^ при | А, | > г°̂ . 
Полагая к = |е±^^+, t = г~^, ^ = У г, учитывая (1.17) и условие а94-<; я , 
получим оценку 

где 8 ^ О и через о (1) мы обозначаем величину, стремящуюся к нулю при 

Аналогично оценивается второй интеграл в (1.18) по контуру Г^. 
Поэтому 

u{t)=] [e-^^^'i - e-'-^)''t^F{%) dX + J H-^)°'̂ F{X) dX + о(1), (1.19) 

где 7 есть часть окружности \ Х\ = r^, которая находится вне секторов 

Из теоремы Фрагмена — Линделефа заключаем, что оценка (1.17) 
выполняется при |А.| ->оо равномерно вне секторов S_^_, 5_, поэтому 
при t = г~^ второй интеграл в правой части (1.19) есть о (1). 

Положим е = е^/2, X = 1е±'^, t = г'^, g = Цг. Тогда 

= e-̂ '̂cosae eos (̂ « sin аб) — e-̂ °'̂ 'Osa(jt-e)cos {l^ sin a (jt — 9)) + 
+ i [e-S^cosae s in (^a gjn Щ _|_ ^Ч^^соз a(jt-e) ^[^ (^a gin a (я — 0))]. 

Заметим, что в окрестности точки t, = О справедлива оценка Х± (Q — 
= О (Z^). Учитывая (1.17), получим, что первый интеграл в (1.19) допу­
скает оценку 

1 

< г « 5 (IX, (?) F (Сг«е«) \ + \Х-ЮР (Sr-^e-iS) |) d^ = 
О 

е 1 

= (9(1)5?«-М? + е-1о(1)5^«-1й^ = о(1). 
О 8 

Следовательно, и (t) ->0 при t - > + 0 . С другой стороны, известно 
(см. [7], стр. 273]), что найдется последовательность окружностей | А. | — 
= rj^ ^^сх), на которых имеется оценка \ F (Х) \ <С ехр (| X \Р+^), при­
чем число 8 можно выбрать произвольно малым, в частности, таким, чтобы 
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р -\- & <ioL. Тогда из (1.18) следует, что для функции и (t) справедливо 
представление и (t) = ^а^^е ^^ \ где а^ ^ О — вычеты функции F (к) 
в полюсах Х/̂ , а ряд после заключения некоторых его членов в скобки схо­
дится при всех it > 0. Если хотя бы одно из чисел а^^ > О, то условие и (t)-^ 
->-0 при ^ -^ О не может выполняться. Поэтому все вычеты функции равны 
нулю, следовательно, F (X) ^ 0. Лемма 1.3 доказана. 

Отметим, что в доказательстве леммы 3.1 использованы идеи из теории 
суммирования методом Абеля рядов по с. п. э. несамосопряженных 
операторов. 

§ 2. О полноте и минимальности систем элементов, 
построенных по части корневых векторов пучка L {X) 

О п р е д е л е н и е 2.1. Пусть XQ — действительное с. з. самосо­
пряженного пучка L (X). Каноническую систему (i.3) с. п, э. пучка L (Х), 
отвечающих с. з. XQ, назовем нормальной^ если у] — e^Zj, 8̂  = dzl, / = 
== 1, 2, . . ., TV, Д = О, 1, . . ., pj, где z], , . ., Zj^ — цепочки, сопряжен­
ные к (1.3). 

Согласно лемме 1.1, нормальная каноническая система существует. 
Каждой цепочке с. п. э. нормальной канонической системы (1.3), отве­

чающей действительному с. з. XQ пучка L (А,), поставим в соответствие число 
aj ~ 8; (̂ 0 — )̂ =7̂  О (мы предполагаем, что L (с) ^ 0). Составим из нор­
мальной канонической системы (1.3) следующую подсистему: 

+ 
У1...,У]\ / = 1, . . . , Ж , (2.1) 

где числа v/ определяются следующим образом: 
[Zj, если pj = 2Zj-J-1 или p^ = 2lj и a j ^ O , 
[Ij — 1, если pj = 21 j и aj <^ 0 

мы подразумеваем, что при v/ = —1 с. п. э. соответствующей цепочки 
в систему (2.1) не входят). 

Составим также подсистему 

У1. . .,у"\ 7 ^ 1 , . . . , . V , (2.2) 
где 

[Zj, если Pj = 2Zj + 1 или pj = 2Zj и a j<;0 , 
[Ij—1, если pj = 2Zj и ctj^O. 

О п р е д е л е н и е 2.2. Совокупность всех канонических систем 
(1.3) пучка L (Я), отвечающих с. з. Im Х^ > О, объединенных со всеми подси­
стемами (2.1) {соответственно (2.2)), отвечающими действительным с. з. 
пучка L (X), назовем первой (второй) подсистемой с. п. э. L (Х) относительно 
точки с и обозначим через Y'^ (с) {Y~ (с)). 

З а м е ч а н и е 2.1. Вместо верхней полуплоскости в определении 
(2.2) может фигурировать нижняя полуплоскость, и вообще, любое мно­
жество Л такое, что A Q Л = 0 , а A | J Л содержит невещественный 
спектр пучка L (Х). 

Выделенные подсистемы не будут одновременно полны и минимальны 
в пространстве §, как только условие С ^ О не выполняется. Поэтому по 
этим подсистемам мы построим некоторые новые системы элементов, отно­
сительно которых утверждения о полноте и минимальности уже будут 
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справедливыми. Определим новые системы элементов следующим образом: 
^- (с) = {P-y\Y где м\ е Г^ (с); (2.3) 

^ - (с) = {{у\, \^р-у\ + Р - г / П ) , где г / , 'е7- (с). (2.4) 

Отметим, что в случае С > О §^±(с) = У±(с). В противоположном 
случае С < 0 , имеем ^^ (с) = {0}, а система ^ ' (с) совпадает с производ­
ными по М. В. Келдышу цепочками, построенными по всем с. п. э. пуч­
ка L (Я). 

Теперь докажем ряд теорем. 
Т е о р е м а 2.1. Пусть пучок L (К) задан (0.1). Тогда система 

^'^ (с) минимальна в пространстве §_V2-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала докажем теорему для случая 

А = I, с = О, Из следствия 1.1 находим: для всех у^ ^ Y^ (с), исключая 
случай 1т %^ = О, к = т, h -]- S = р^^ выполняются равенства 

= (Г,'Р*ц1 Х;;'Р^ц1) + {ХЦ^Р-г]1 %^'Р'ц1). (2.5) 
Если те 1т. %]; = о, к = т, h + S = р^, то 

{сЫ, ctyV) - {c'l'yl cL̂ Vv) = 
= {}.1^Р^ц1 K'PSv) + {У^'Р-4, K'P-r]v) + B,Ki;\ (2.6) 

Рассмотрим систему элементов {C'l' у^}, у\ G Y^ (0). На этих эле­
ментах определим оператор К равенствами 

К {C'lT^yb = %1'>п1 (2-7) 
Пусть X есть конечная линейная комбинация элементов {C^'i/^}, т. е. 

^==5^^/.?iC+">fc. Заметим, что если yi, yl ^ Y^ (0), то /г + 5 < Ри* 
к h 

В случае равенства h + s = pj^ имеем h = s ^ pJ2 и г^Х^^ > О (см. опреде­
ление подсистем (2.1), входящих в систему Y^ (0)). Тогда, согласно (2.5)^ 
(2.6), получим 
{^' У (^khCfyt S S ^vsC+Yv) = 

+ (S S a.nCTyl S 2 а,,СЫ) + S I ащ \' e,^,, (2.8) 
причем 8fcA,/f ^ 0. 

Левая часть равенства (2.8) есть || х р , а первое слагаемое в правой 
части есть Ц Кх р . Поскольку остальные слагаемые в правой части (2.8) 
положительны, то \\ Кх\\ < || хЦ. Тогда оператор К продолжается на замы­
кание линейной оболочки Ш системы {C]l^Уk} как ограниченный опера­
тор, причем II ̂  II ^ 1. Полагая Ку = О, если у е Ж-L, доопределим опе­
ратор К на все пространство ф. Тогда оператор Z = КС^/' компактен, 
а равенства (2.7), (1.10) свидетельствуют, что элементы системы ^"^ (0) 
являются с. п. э. оператора Z. Поэтому система ^^ (0) минимальна в про­
странстве Q. Система {Р^щ}, где элементы т]̂  определены (1.10), а i/̂  е 
^ Y^ (0), очевидно, также минимальна в ^ . Воспользуемся теперь сле­
дующим простым утверждением: если К — ограниченный оператор в § 
и система {Кщ} минимальна в ^ , то система {ф/̂ .} также минимальна в § . 
Из равенств (2.7) тогда получим, что система {С'/'г/^}, где у^ ^ Y^ (0)^ 
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является минимальной в •̂̂ , т. е. система '̂*" (0) минимальна в прост­
ранстве ©_1/2. 

В общем случае положим X = |х + с, 5 = L"^!^ (с) = 5* и рассмотрим 
самосопряженный квадратичный пучок 

М (fi) = 5L (fx + с) 5 = / + ^lSl + fi'Ci. 

Обозначим через Pi ортопроектор на подпространство S"̂ , являющее­
ся замыканием линейной оболочки с. э. оператора Ci, отвечающих поло­
жительным с. 3. Очевидно, К"̂  = 5 (̂ "̂ ), откуда следует Pi = SP^S~^. 
Используя уже доказанное утверждение о минимальности для пучка М (р.), 
получим, что система {{PiCiY^'S'^yh}, где yl ^ Y'^ (с), минимальна в про­
странстве ©"̂ . Поэтому доказательство теоремы будет завершено, если мы 
покажем равенство (Р] C^y^'S'^ = U~W^l\ где U~^ — ограниченный опе­
ратор. 

Положим Р = су'iS. Для оператора F запишем его полярное представ­
ление (см. [6], стр. 21) F = и {F'^Fyf^ = U {SC^Sy/% где оператор U 
изометрически отображает подпространство S {^^) на §'^, а на ортого­
нальное дополнение к S (̂ "̂ ) может быть продолжен произвольно. По­
скольку S — ограничен и обратим, то U можно продолжить на все прост­
ранство ^ как унитарный оператор. ToTjidi{PiCiy^'S~^ = {PiSCSy^'S'"^ = 
= (SC^yi^-S-^ = U'W {SC^SyhS-^ == U'^FS-^ = U-^C"I\ Теорема 2.1 
доказана. 

Т е о р е м а 2.2. Пусть пучок L (к) задан (0.1). Тогда система ^ " (с) 
минимальна в пространстве ©©^-i/a-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как и в теореме 2.1, сначала предполо­
жим, что Л = / , с = 0. 

Элементы х пространства § ф §~ будем обозначать х = (д̂ х, x^^^ где 
х^ ^ § , ;Г2 е ©~. В силу формул (1.10) система {(i/t КР~у1 + Р'уЬ) 
получается из системы {(%, 'к)^Р^у^)} треугольным преобразованием, по­
этому достаточно доказать минимальность последней системы в том же про­
странстве. 

Из следствия 1.1 получим, что для всех у\, у% ^ У" (0), исключая 
случай Im ?̂ ^ = О, к = т, h == s = Р]^/2, имеют место равенства 

{г]1 Ц1) + {КСЫ КСЫ) = {hChl KCbvY [(2.9) 
Если же Im ?̂ ,(. = О, /с = v и й = s = Р/с/2, то 

(%. 4) + {КсЫ. Kc'hl) = {КсЫ КсЫ) - чК (2.10) 
причем числа B]^XJ^<^0. 

В пространстве § 0 ^_ на элементах системы {{щ, 'kj^C^'у]^)}, 
где i/fe е Y" (0), определим оператор Т равенством 

Т {4, КСЫ) = {KCfyl 0). (2.11) 

Рассматривая оператор Т на линейных комбинациях элементов систе­
мы {(T]/J, К(^^1'Ук)} и используя (2.9), (2.10), так же как из (2.8), заклю­
чаем, что оператор Т однозначно продолжается на подпространство Ж, 
являющееся замыканием линейной оболочки указанной системы, причем 
II 2̂  11 ^ 1-_На все пространство ф ф §" оператор Т можно продолжить, 
полагая Тх = О, если хев^^^ Рассмотрим в пространстве § 0 &~ 
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с1' о\ / 
\т + \ 0 о/ \ 

-в et 
, c'L' 0 

оператор 

Из (2.11) получим равенства 
Z{r]^, KC'ty\) = {- В4 - KCyt C'HY (2.12) 

Заметим, если i/?, . . ., yl^ есть цепочка с. п. э. пучка L (X), отвечаю­
щая с. 3. Х̂ ,̂ то элементы т]?, . . ., г^, определенные (1.10), также образуют 
цепочку с. п. э. L (Я), отвечающую тому же с. з. Я;̂ , т. е. выполняются ра­
венства 

(/ + KB + Х|С) 4 + {В + 2к,С) л ' " ' + Cnt' = 0. 

Тогда получим 
~ в4 ~- KCyi=- (Н + ксцЬ + с4~^ = 

= ^ИЧ + ^^' [{В + КС) 4"' + Сщ~'] = . . . 
...=11:' {Щ - ^пЧ'' + . . . + ( - 1)" ^^Ч)' (2.13) 

Равенства (1.10), (2.12), (2.13) свидетельствуют, что элементы системы 
{{Цк, КС'1'Ук)} являются с.п.э. компактного оператора Z, поэтому образу­
ют минимальную систему в пространстве ^ ф §~. Тогда система {{у^г 
КС^1'Ук + C^J'yk"')} минимальна в этом же пространстве, следовательно, 
система ^~ (0) минимальна в пространстве ^ 0 ©-v .̂ 

В общем случае доказательство завершается, как и в теореме 2.1-
Положим S = L-V2 (с), Ci = SCS и Р^ = SP~S~^. Переходя к пучку 
М (fx) = SL ([г + с) S, получим, что система {(iS'̂ z/̂ , (—PiCi)'/^^'"!. 
ЛКУ^ + Ук~^))} минимальна в пространстве ф + ©"", где (S^~ = S (§"). 
Используя равенство (— P'^C^'^l^S'^ = U~^C'_l\ где U — унитарный опе­
ратор, получим, что система ^~ (с) минимальна в пространстве § 0 ^-.^/,-
Теорема 2.2 доказана. 

Т е о р е м а 2.3. Пусть при некотором q^ О резольвента L~^ (X) 
пучка (0.1) есть мероморфная функция порядка <iq и найдутся лучи, раз­
бивающие комплексную плоскость на секторы раствора ̂  я/д, на которых 
при \ X \ —>- со выполняются оценки ̂ ) 

11 C^I'L-^ (К) C'i' \\<М\'к r ^ (2.14> 
I X I II C,L-^ (к) Bf II + II C,AL-^ {%) Bf\\=o (1) (2.15) 

при любом фиксированном f ^ ^^. 
Тогда система "̂̂  (с) является полной в пространстве ©-i/̂ . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что существует элемент 

f = P^'f ^ ф"" такой, что 
if,C'l'yi) = 0, y^.^Y-'ic). (2.16) 

Рассмотрим мероморфную функцию 
F {к) = {к- c){L-^ {к) Cff, Cff) - -Щ^ . 

^) Здесь И далее через М обозначаются различные постоянные, не зависящие от Л. 
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Из равенств (2.16) и представления (1.2) оператор-функции в окрест­
ности полюса следует, что в верхней полуплоскости функция F {%) не имеет 
полюсов. По принципу симметрии эта функция не имеет полюсов и в ниж­
ней полуплоскости. Главная часть функции в окрестности действительного 
полюса А, = Хд при условии, что каноническая система (1.3) выбрана нор­
мальной, имеет вид 

^ " (ф, УЩ. Ф) , (Ф, У])(У]^ Ф) + (Ф, yWj^ Ф) 
(X - Ло)^^'"^' {1 - Xofj + ... 

(ф.1/?')(у̂ ф) + (ф.у? )(^ЬФ) + . . . + (ф,у?)(̂ р",ф) 
(^ - К) 

где ф = С^у. 
В силу равенств (2.18) и определения системы Y^ (с) главная часть 

функции F (Х) для полюса X = XQ принимает вид 

" e.(X„-c)(f,,p)(/|^)^ 2̂Д7) 
2LJ Х — КО 

где штрих у суммы означает, что суммирование ведется только по тем /\ 
для которых длина цепочек нечетна, т. е. pj = 2vj и, кроме того, число 
е. (^0 - ^ ) < 0. 

Таким образом, функция F (Я) имеет только простые действительные 
полюсы и, согласно (2.17), вычеты в этих полюсах неположительны (вычет 
в точке X = О также неположителен). Теперь покажем, что из оценок 
(2.14), (2.15) на некоторых лучах следует оценка \ F {X) \ = о {\ X \~^) 
на этих же лучах. Тогда из условий теоремы и леммы 1.3 получим F (X) ^ 
=̂:̂  О, откуда следует / = 0. 

Для любого 8 > О найдется элемент g ̂ ^"^ такой, что || / — CJ' g \\^ < 
<С £. В силу (2.14) тогда достаточно показать оценку 

I к (L-1 (к) C^g, C^g) -1-^ (СЪ, C'h) I = о (I >- Г)-
Заметим, если g'G^"'' и Ь~^(к) существует, то 

L-1 (X) C^g = %r^g - r^L- i {%){Bg + X-^Ag). (2.18) 
Из (2.15) тогда вытекает оценка 

\X{L--HX)C,g, C,g)-k-^(C^g, g)\ = 
= 1 (C+L-1 {ЦBg, g) + r 1 (L-i {X) Eg, AC^g) \ = o{\X pi). 

Теорема 2.3 доказана. 
Т е о р е м а 2.4. Пусть при некотором q^ О резольвента LT^ (X) 

пучка (0.1) есть мероморфная функция порядка <. q и найдутся лучи, раз­
бивающие комплексную плоскость на секторы раствора ^ n/q, на которых 
при I X I -> оо выполняются оценки 

II с'!' L-1 (Х) с'!' 11< М I я |-2 (2.19) 

II L~^ (^) ^ II + I ^ I II L-^ (5̂ ) Cl'g II = о (1) (2.20) 
при любом фиксированном g ^ ^. 

Тогда система ^~ {с) полна в пространстве ^i^ ^-у.-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что существуют элементы 

Ф (^ ^ , я]; е ,©~ такие, что 

(Ф, у') + (^, ^С'Ы + СЫ"') = о, yi^Y' (с), (2.21) 
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Рассмотрим мероморфную функцию 

Из равенств (2.21) и представления (1.2) оператор-функции в окрест­
ности полюсов следует, что функция F (X) может иметь полк'Сы только на 
действительной оси. Так же, как в теореме 2.3, с учетом равенств (2.21) 
и определения системы Y~ {с) получим, что главная часть функции F (К) 
для действительного полюса X = ?io имеет вид 

f i ' в• I(ф, y]j)+ (г|), ХрСЪ]^ +СЪ]^^^) ? 

где штрих у суммы означает, что суммирование ведется только по тем /, 
для которых длина цепочек (1.3) нечетна, т. е. pj = 2vy и, кроме того, 
число 8 (KQ — С) > 0. Следовательно, в точке X = XQ функция F {X) имеет 
простой полюс, и вычет в этом полюсе неотрицателен. Дополнительные 
полюсы функции F {X) в точках X = О и X = с также неотрицательны 
в силу условия L (с) > 0. 

Покажем теперь, что на лучах, где выполняются оценки (2.19), (2.20), 
имеется оценка \ F (Х) \ = о {\Х |~^). Тогда из условий теоремы и леммы 
1.3 получим F (Х) ^ О, откуда легко следует г|) = О, ф = 0. 

Для любого 8 > О найдется элемент g ^ ^~ такой, что \\ г[) — CJg \\ <С 
< 8. Используя равенство 

L-^ (?t) C_g = - X-'g - r i L-i (X) {Bg + X-^ Ag), (2.22) 
Ha лучах, где выполняются оценки (2.19), (2.20), получим оценку 
:| F{X)\^ МЦг IX |-1 II ^\\' + \ (L'l {X) С'1% ф) | + | (г|), L-^C'1'cp) \ + 

+ I ^ |-М (L-1 (Х) ф, ф) i + I (Cl/^L-i ^X))^Bg\+lX-^g, С'1Ш =:о (IЧП^ 
Теорема 2.4 доказана. i 
З а м е ч а н и е 2.2. Известно [8], что резольвента L~^ {X) имеет по­

рядок ^ q, если выполняется условие В е ©д, С е © /̂2 (определение 
классов операторов ©̂  см. в [6]). 

З а м е ч а н и е 2.3. Оценка (2.20) следует из оценки 

II L~' С̂ ) II + I ̂ ^ I II C'!'L-^ {X) 11 < М, (2.23) 
если выполнено условие Im BPQ + IniC = ф (через PQ обозначается ор-
топроектор на подпространство Кег С). При выполнении последнего усло­
вия для любого элемента g ЕЕ ̂  можно найти элементы ф е §, / ^ Кег С 
такие, что || Сф + ^ / -^ ^ || < s. Используя формулу 

L-1 (Я)(Сф + BPof) = Х-\ + X-^Pof - X-^L-^ {Х){Вц> + AP,i -ЫГ^Лф), 
справедливость которой проверяется применением к обеим частям равен­
ства оператора L (X), из оценки (2.23) получим || L~^ (Х) g\\=o (1). Ис­
пользуя формулу (2.22), также получим || Ь~^ {X) C'i'g || = о (| А, |~i). 

§ 3. Квадратичные пучки L (X) с операторам С ^ О 

Г . В случае С > О имеются равенства ^ ± (с) =: У± (с). Следующая 
теорема показывает, что системы Y^ (с), У^ (с), вообще говоря, не равно­
правны. 

Т е о р е м а 3.1. Пусть пучок L {X) задан (0.1) и С > 0. Тогда систе­
ма У~ (с) минимальна в пространстве ф, а система Y^ {с) минимальна 
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в пространстве ^^1/2 (w, тем более^ в ©). Если мероморфная функция L'^Ck) 
имеет порядок <iq и на лучах, разбивающих комплексную плоскость на 
секторы раствора ^ л/д, выполняется оценка 

1 \\L-HX)Ch\\^M\K\-\ (3.1) 

то система Y^ (с) полна в пространстве ^_i/2 
Если на этих же лучах выполняется оценка (3.1) либо оценка 

II L-^ {%) II < М, (3.2) 
то система Y~ (с) полна в пространстве §—1/2. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение о минимальности систем 
У± (с) следует из теорем 2.1, 2.2. Далее, из теоремы 2.3 следует, что систе­
ма У+ (с) полна в пространстве ^-i/^, если вместо оценки (3.1) выпол­
няются оценки (2.14), (2.15), в которых вместо С^ следует подставить С 
(в этом плане утверждение теоремы 3.1 можно дополнить). Докажем, что 
полнота в пространстве ^„i^ сохраняется и при наличии оценки (3.1). 

Предположим, что существует элемент / е § такой, что 

(c^'i, УЬ = о, у1 е Y^ (с). (3.3) 
Рассмотрим мероморфную вектор-функцию f Щ = Ь~^ (к) C'^'f, Из 

равенств (3.3) и разложения (1.2) следует, что f (Х) не имеет полюсов 
в полуплоскости Im А, < 0. Пусть в разложении (1.2) для действительного 
полюса К = ко участвует нормальная каноническая система. Тогда из 
равенств (3.3) и определения систем F ± (с) легко заключить, что коэффи­
циенты при степенях (к — ко)-^ в представлении главной части f (к) 
для полюса к = kQ есть линейные комбинации элементов системы Y~ (с). 

Предположим теперь, что || f (к) \\^^ = о { \к \ ~^) на последователь­
ности окружностей \к I = г^^ -^ оо. Пусть f (к) имеет хотя бы один 
полюс. Интегрируя функцию f (к) по системе окружностей получим, 
что некоторый элемент системы Y~ (с) в норме пространства! ^ прибли­
жается с произвольной точностью линейными комбинациями других 
элементов этой системы. Это противоречит минимальности системы Y~ (с) 
в пространстве ^ . Значит, ^ (к) — целая функция, откуда следует f = О, 

Рассмотрим общий случай. По условию найдутся секторы Л^, . . . 
. . ., AN раствора ^ я/д, на сторонах которых выполняется оценка 
II ^ (^) II ^ ^ I ̂  I ~^- Учитывая замечание 2.3, из последней оценки 
следует Ц f (к) \\ = о { \к \ ~^). Выберем число а такое, что /? + 8 < 
<С ос < ; д, 8 ^ О, где р — порядок функции f (к), и рассмотрим функцию 

N 
и {t)= ^ ^ g-(Pjf̂ ) tf ^х) dk, где Р;̂  — некоторые отличные от нуля числа, 

лежащие на биссектрисах секторов, симметричных Л/̂ . относительно ве­
щественной оси. 

Полностью повторяя рассуждения из леммы 1.3 (это является основ­
ным моментом в доказательстве), получим || U{t)\\^-^0 при t-^0. 
С другой стороны, при любом t ^ О функция и (t) представима в виде 
сходящегося по норме ^ ряда, состоящего из конечных линейных комби­
наций элементов системы У" (с) (см. также доказательство леммы 1.3). 
Это противоречит минимальности системы Y~ (с) в пространстве § , если 
функция f (к) имеет хотя бы один полюс. Значит, функция f (к) целая, 
откуда следует / = О, т. е. система У+ (с) полна в пространстве §_i/,. 

Полнота системы Y" {с) при наличии оценки (3.2) вытекает из теоре­
мы 2.4. Пусть выполнена оценка (3.1) и (/, у^) = О для всех ук ^ Y" (с). 
Рассмотрим вектор-фунцию ^ (к) = С'/̂  Ь~^ (к) / . Предположение, что 
функция f (к) имеет полюсы, приводит к противоречию с минимальностью 
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системы Y^ (с) в пространстве ^„i/^ (нужно полностью повторить преды­
дущие рассуждения). Значит, f (к) ^ О, следовательно, / = 0. Теорема 
3.1 доказана. 

З а м е ч а н и е 3.1. Подобное рассуждение для доказательства пол­
ноты, но только в простом случае, когда на последовательности окружно­
стей I X I = Г;̂  - ^ оо имеется оценка \\ L~^ (к) f \\ = о { \ К \ ~^), авторам 
сообщил А. М. Гомилко. 

2°. В этом пункте мы рассмотрим пучки L (Х), удовлетворяющие ус­
ловию: найдется достаточно большое число г такое, что 

L (X) > О при X е R, U I > г. (3.4) 

Это условие влечет С > О, а также конечность числа действительных 
с.з. пучка L (к). Мы будем предполагать, что С > 0. Именно такие 
пучки изучались в [3]. Приведем! определение половины с. п.э. пучка 
L (к), которое было введено в [3]. 

Из нормальной канонической системы (1.3), отвечающей действи­
тельному с.з. к == А.0 пучка L (к), составим подсистему 

+ 

fj/?, . . ., у ^ ^ , ]• = ! , . . . , N, (3.5) 
где числа х / определяются также, как числа v / в (2.1), с той разницей, 
что числа aj заменены на Sj. 

Составим также подсистему 

У1 . . . , l/;^ 7 = 1 , . . . , N, (3.6) 

где числа Ху определяются так же, как числа Vj в (2.2), но числа aj за­
менены на &j. 

О п р е д е л е н и е 3.1. Совокупность всех канонических систем (1.3) 
пучка L [к), отвечающих с.з. Im Х;̂. > О, объединенных со всеми подсисте­
мами (3.5) {соответственно (3.6)), отвечающих действительным с.з. пуч­
ка, назовем первой (второй) половиной с.п.э. пучка L (к) и обозначим через 
Е"- {Е'). 

Отметим, что в [31 вместо нормальной канонической системы исполь­
зовалась приведенная система, построение которой осуществлялось дру­
гим путем. Заметим также, что системы £'± не зависят от выбора точки с. 

Следующая теорема дополняет соответствующий результат [3]. 
Т е о р е м а 3.2. Пусть пучок L (к) задан (0.1), С > О, выполнено 

условие (3.4) и с любое действительное число такое, что L {с) > 0. Тогда 
системы Е^, Е", Y'^ (с), Y~ [с) минимальны в пространстве ^-i/, и, тем 
более, в пространстве ^ . Если при некотором g > О мероморфная опера­
тор-функция L~^ (к) имеет порядок <С. q и на тех же лучах, что и в тео­
реме 3.1, выполняется оценка (3.1), либо оценка (3.2), то системы ЕЛ, Е~, 
Y^ (с), Y" (с) полны в пространстве § . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если условие (3.4) выполнено, то все 
действительные с.з. kj^^ пучка L (к) лежат внутри интервала (—г, г). Зна­
чит, все числа kj^ — г отрицательны и система Y^ (г) совпадает с системой 
Е~. Также получаем равенства Y~ (г) = Е'^, Y^ {—г) = Е^, Y~ {—г) === 
= Е". Из Теоремы 3.1 тогда получим утверждение теоремы 3.2 для систем 
Е± и систем У± {с) при \ с | > г. 

Пусть теперь с ^ (—г, г). Тогда система Y^ {с) минимальна в прост­
ранстве §-1/2. Докажем этот факт для системы У" {с) (из теоремы 3.1 
следует только минимальность в ^ ) . Достаточно рассмотреть случай 
А = I, с = О, di затем применить рассуждения из теоремы 2.1. В теореме 
2.2 показано, что оператор Z, определенный на элементах у^ G: Y~ (с) 
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равенствами Zy\ = 'kh\k^ является компактным. Обозначим через Ж 
замыкание линейной оболочки элементов г//г, отвечающих с.з. Im X-j^ > О, 
а через 31 — подпространство, порожденное остальными элементами си­
стемы Y~ (с). Оператор Z на Ж совпадает с оператором Z, определенным 
(2.7), и допускает представление КС^', где Ц Z || ^ 1. Поскольку 3J ко­
нечномерно и Z ограничен на 31, то Z = KC^I' на подпространстве Ж + 
-|- 31, где К — ограниченный оператор (аналогичный прием использо­
вался в [3], стр. 124). Значит, система С^^'у^, где i//̂  е 1:̂ ~ (с), минималь­
на в § , т. е. система Y~ (с) минимальна в ^-i/^. 

Осталось показать, что Y^ (с) полна в ^ , если с ^ (—г, г). Пусть 
х~, и"̂ , v~ (с), V"*" (с) — число элементов систем Е~, £" ,̂ Y~ (с), У"̂  (с), не 
содержащихся в Ш1. Из определений этих систем следует, что суммарная 
алгебраическая кратность всех действительных с.з. пучка L (к) равна 
х"̂  + х~ = v^ (с) + v~ (с). Первые три системы полны и минимальны в 
^ , поэтому х" = «х"̂  = v^ {с) = X. Но тогда v^ (с) = х, а поскольку 
система Y^ (с) минимальна в § , то она также полна в ^ . Теорема дока­
зана. 

Отметим ряд полезных предложений, вытекающих из теоремы 3.2. 
П р е д л о ж е н и е 3.1. В условиях теоремы 3.2 суммарная алгеб­

раическая кратность всех действительных с.з. пучка L (Х) равна 2х, при 
этом 

и =sxt=s>';=Sv}(c)=Sv-(c), 
где 'Kj.y'j, Vj (с), Vj {с) — числа, участвующие в определении цепочек 
(3.5), (3.6), (2.1), (2.2) соответственно, а индекс / при суммировании про­
бегает все значения, соответствующие цепочкам с. п. э. пучка L(X), отве­
чающим действительным с. з. 

П р е д л о ж е н и е 3.2. В условиях теоремы 3.2 оператор Z^, оп­
ределенный равенствами 

ZWk = ^kSt yi е Е\ (3.7) 
имеет представление Z^ = КС^1\ где К — ограниченный и обратимый 
оператор в ^ . Это же утверждение справедливо для операторов Z~, Z'^ {с)^ 
Z~ (с), определенных аналогично на элементах систем Е~, Y^ (с), Y~ (с). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть А = I. Уже доказано представле­
ние Z^ = i^CV2, где К — ограниченный оператор. Пусть ?№ и 31 — под­
пространства, введенные в теореме 3.2. Тогда ф = ^ + 3i. Обозначим 
через Жх замыкание образа сужения оператора С^з на Ж. Из теоремы 3.2 
следует codim ^ i = codim ?К == х. Кроме того, из доказательства тео­
ремы 1.1 следует, что оператор iiT изометрически переводит ^^ на Ж. По­
этому К = С/ -{- У, где и — унитарный, а У — конечномерный операторы. 
Но \т. К = ^, поэтому К обратим. Если А Ф I, то следует воспользо­
ваться приемом, примененным в конце доказательства теоремы 1.1. 

П р е д л о ж е н и е 3.3. В условиях теоремы 3.2 пучок L (Х) с опе­
ратором А = I допускает факторизацию 

L{X) = [I + Х{В + Z+)](/ - KZ^), (3.8) 

где Z^ определен (3.7). Равенство (3.8) сохраняется, если вместо Z^ под­
ставить операторы Z~, Z^ (с), Z~ (с). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (3.7) и полноты системы Е'^ в простран­
стве ^ получаем (Z'^f + BZ"^ + С = О, откуда следует (3.8) ^). 

1) Факторизация (38) имеет место и в случае, когда система с. п. э. оператора 
Z+ не полна, но для доказательства этого факта уже нужно привлекать методы [1], 
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§ 4. Самосопряженные квадратичные пучки 
неограниченных операторов 

1°. Рассмотрим квадратичный пучок операторов 
Т {%) - %?J + KF + G, (4.1) 

где G — неограниченный самосопряженный оператор с дискретным спект­
ром, действующий в гильбертовом пространстве ^, F — симметрический 
оператор с областью определения SJF Z ) 2)G и / == Р"^ — Р~, гдеР"^, Р" — 
ортопроекторы такие, что Р'^Р~ = 0. Предполагается также выполнен­
ным условие: найдется действительное число с такое, что Т (с) == Н — 
самосопряженный положительный оператор, а оператор Н^^^^ FH'^^l'' 
продолжается по непрерывности на все пространство ф как компактный. 

Отметим, что в наших предположениях оператор Т (X) самосопряжен 
при Я е R и при любом г таком, что Т (г) > О, шкалы пространств, по­
рожденные операторами Т (г) и Я , совпадают при О ̂  9 ^ 1. Этот факт 
следует из теоремы об интерполяции [9]. 

С пучком Т {X) свяжем пучок 
L {X) = Н-'/^Т (к) Я-*/2 = А +ХВ + Х^С. 

тде А = I - cm-'I^JH-'l^ - сН'У^-РН'У% Б - H-'hFH''l\ С = H''hJH-Ук 
Мы видим, что пучок L {X) имеет вид (0.1), кроме того, Т~^ (X) = 
= H'^I^Lr^ {X) Н-^1\ т. е. пучок Т (Я)| имеет дискретный спектр. При 
этом, если у1, . . ., у}:^ [:есть цепочка с.н.э. пучка L (Я), отвечающа>г 
с.з. Xi^, то х1 = H'^'l^yl, . . ., H-^l^yti^ есть цепочка с.н.э. пучка Т (X), 
отвечаюш,ая тому же с. з. Х}^ и наоборот. 

Точно так же, как в §§ 2, 3, из всех канонических цепочек с.п.э^ 
{x}i} пучка (4.1) выделим подсистемы элементов У± (с), £ ± . С помощью 
подсистемы У"*" {с) в пространстве ^^ ^ Р^ (^) образуем систему элементов 

Т {с) = { Р Ч } , 4 е Y^ (с). 
В пространстве ^i/, ф ^~, где ^~ = Р' (§), образуем систему эле­

ментов 
^- (с) = {(4, X, р-4 + p^xt^)h 

Из результатов § 2 получим следуюп^ие утверждения. 
Т е о р е м а 4 .1 . Пусть пучок Т (Х) задан (4.1). Тогда система 

^"^ (с) минимальна в пространстве §^ и полна в этом пространстве, 
если выполнено следующее условие: мероморфная оператор-функция 
L~^ (X) имеет порядок <i q и найдутся лучи, разбивающие комплексную 
плоскость на секторы раствора ^ n/q, на которых при \ X | - ^ оо выпол­
няются оценки 

II Р^Т-^(Я)PJI<МI я Г^ II Р^Т-^(X) f\\ = o(\XП (4.2) 
для любого / е §.J 

Т е о р е м а 4.2. Пусть пучок Т (Х) задан (4.1). Тогда система g^" (с) 
минимальна в пространстве ^i/, Q) ^~ и полна в этом пространстве, 
если оператор-функция L~^{X) удовлетворяет тем же условиям, что ив 
теореме 4 .1 , но оценки (4.2) заменены оценками 

11 р-т-^ (Х) р-\\^м \х |-^ 
II ^V^r-i (X) H'/i 11 + U ill Г-1 (X) H'h f\\=o (1) 

для любого / e § . 
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Отметим, что операторы Н'1'Т'^ (к) Н'1\ Г*̂  {%) Н^1' , определенные 
на 25я, продолжаются как ограниченные операторы на пространство ^ . 

З а м е ч а н и е 4.1. Сформулированные здесь теоремы остаются 
справедливыми, если вместо условия компактности оператора H'^/^FH-^l^ 
потребовать, чтобы был компактен оператор FH~^. В этом случае пучок 
Т (X) также имеет дискретный спектр. Такие пучки операторов мы уже не 
можем привести к пучкам вида (0.1), однако доказательства теорем 4.1, 
4.2 в этой ситуации получаются почти дословным повторением предыду-
лщх рассуждений. 

2"". Если в (4.1) J == I, то пучок Г (X) приводится к ограниченному 
пучку L (X), рассмотренному в § 3. Формулировка утверждения, соответ­
ствующего теореме 3.1, для таких пучков очевидна, и мы ее опускаем. 

В § 5 мы будем рассматривать операторно-дифференциальные урав­
нения, связанные с пучками следующего вида: 

5'со {X) = ХЧ + XF + Н - 0)27, (4.3) 

где jy >> О — неограниченный самосопряженный оператор с дискретным 
спектром, действующий в гильбертовом пространстве §; F — симмет­
рический оператор, 3)р Z) 2)н, причем оператор H-^I^FH"^!^ продолжается 
на пространство © как компактный, F >> О — ограниченный оператор в 
$ и со > О — числовой параметр. Предположим также, что при любом 
со > О найдется столь большое число г = г (со), что 

5со (X) > О при X е R, \Х\> г. (4.4) 

Из теоремы 3.2 получим следующий результат, который будем ис­
пользовать в дальнейшем: 

Т е о р е м а 4.3. Пусть пучок S^ {X) задан (4.3) и удовлетворяет ус­
ловию (4.4). Предположим также, что мероморфная функция S'^ (Х) 
имеет порядок <^q, а вне углов Л"̂ , Л", 

Л* = | Х : | + - ^ - a r g ; ^ | < ^ / ^ j ( - n < a r g ^ < j t ) , 

где q = ш а х ( д , 1 + 8 ) г г 8 > > 0 — произвольное число, выполняется оценка 

II H^^S'^ {X) Wh II < AT, (4.5) 
либо оценка 

II Я'А5-1 (?i) | | < М U Г -̂ (4.6) 

Тогда системы Е^, а такжг системы У± {с) при любом с таком, что 
^iM {с) > О, образуют полные и минимальные системы в пространствах 
^9? 0 ^ 9 ^ 1/2. При этом элементы системы Е^ {Е^, У± (с)) являются 
с.п.э. линейного оператора Z = KH'I', где К — ограниченный и обрати­
мый оператор в Q, а пучок Sf^^ (Х) допускает факторизацию 

Sc (Х) = [{Х- с)1 - Ш^КгЩХ - с)1 - КНЩ, (4.7) 

где оператор К^ также ограничен и обратим в ^ . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно доказать (4.7). Обозначая 

Sin (с) — Ж и используя (3.8), получим 

W'^'S^ {X) W'^f' = (Я - of W +{Х-с) W-'^' {F + 2cl) W'^' +1 = 
==[I^(X-^c) W-'^'K'^] [/ - (Я - c) KW^'^r 
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Из теоремы об интерполяции [9] следует, что PF'/a =г KiH^^', где опе­
ратор Ki ограничен и обратим в §, поэтому 

S^ {К) = IW'^' — i^^-c) К'^\ IW"^' ^(Х^с)К] = 
= [W'l^K - (?i - с) /] КК'^ [K-^W"^' ^{i^c)I] = 

= [(Я ~ с) / ^ Н'^'Щ [{I ~с)1 - К^Н% 
Теорема 4.3 доказана. 

§ 5. О существовании и единственности решения 
операторно-дифференциального уравнения 

второго порядка на полуоси 

С квадратичным пучком (4.3) свяжем операторно-дифференциальное 
уравнение 

S^(^i-^]u{t) = '--^u--i-^Fu + Hu~coWu = 0, ^ > 0 . (5.1) 

Вопросы разрешимости операторно-дифференциальных уравнений 
не только второго, но и высших порядков, изучались в работах [10] — [12], 
однако при условиях иных, чем у нас, и без учета условий излучения 
(5.5). В [13] для задачи об установившихся колебаниях упругого полу­
цилиндра (эта задача может быть записана в виде уравнения (5.1), где 
2)F 3 2)jj^i^) рассматривался вопрос о существовании и единственности 
обобщенного решения соответствующего уравнения, удовлетворяющего 
начальному условию î  (0) = ф ^ §1д, уже с учетом условий (5.5). Здесь 
на другом, более простом пути мы получим более полные результаты. 

Обозначим через Х^ (а, Ъ\ §е) пространство функций и (t), опреде­
ленных на (а, 6), принимающих значения в §е и имеющих конечный 

ъ 
интеграл ^ || и (t) \\щ dt = \\u \\^,. 

а 
Через С (а, Ь; §е) обозначим пространство функций и (t), принимаю­

щих значения в §е и непрерывных при t ЕЕ [а, Ь] в норме пространства 
^0. Через Со (О, оо; ^Q) обозначим подпространство функций в С (О, 
оо, ^ З ) , удовлетворяющих условию Ц и (t) \\ -^ О при t^-oo. 

Здесь мы ограничимся рассмотрением обычных решений уравнения 
(5.1). А именно, под решением (5.1) будем понимать функцию и (t) такую, 
что 

а) u{t) ^2)н. 0<t<: оо; 
б) функции и (t), Ви (О, и (t) е С (а, &; §>), а Ви (^), и' (t) е 

S Xi (а, Ь; ^) при любых а, 6, ( ) < < а < < Ь < о о , где производные по­
нимаются в смысле теории распределений (см. [9]); 

в) почти при всех ^>>0 выполняется уравнение (5.1). 
Предположим, что решение уравнения (5.1) удовлетворяет началь­

ному условию, а именно, одному из следующих условий: 
Ит II u{t)-f и = 0, / е ©; (5.2) 

lim II u{t) -ц> ||§./г = 0. Ф е §Va; (5.3) 
t->+0 

lim II u ' ( О - - Ф lis, = о, - ф е ^ . (5.4) 

Чтобы гарантировать единственность решения уравнения (5.1), удов­
летворяющего одному из начальных условий (5.2) — (5.4), нужно еще за-
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дать условия поведения функции и (t) при t-^ оо. Результаты предыду­
щих параграфов подсказывают, в какой форме мы можем задать эти ус­
ловия. 

Пусть пучок iSfo (^) удовлетворяет условию (4.4). Потребуем, чтобы 
функция и {t) была представима в виде 

u{t)=Y, е''/ ( ^ ct - ^ 2/?) + Щ (О, (5.5) 

где Xj — действительные с.з. пучка S(^ (к), х / — числа, участвующие в 
определении системы Е+, а функция UQ {t) ^ CQ (О, оо; § ) . 

Отметим, что условие (5.5) имееттотже характер, что и условия излу­
чения, налагаемые на решение уравнения Лапласа в областях, содержа­
щих бесконечную точку (см., например, [14]). Поэтому условие (5.5) мы 
также называем условием излучения. 

Если все действительные с.з. пучка S^^ (к) простые, то условие (5.5) 
означает, что в представлении решения и {t) участвует конечное число 
незатухающих волн вида е ^ у), причем число 8; = {U (kj) у], у)) > О 
(см. замечание 1.2). Число 8 ,̂ с точностью до положительной постоянной, 
совпадает с групповой скоростью волны (см. [3], стр. 138). Поэтому в слу­
чае простых действительных с.з. пучка 5^^ (Jt) условие (5.5) означает, что 
в представлении решения и (t) присутствуют только ограниченные незату­
хающие волны, уносящие энергию [15]. Отметим, что пучок 5о)(А.), удов­
летворяющий условию (4.4), имеет только простые действительные с.з. 
для всех значений параметра со, за исключением некоторых исключи­
тельных частот (О = (Ov, V = 1, 2, . . ., в которых могут наблюдаться яв­
ления резонанса. Этот факт следует из теоремы 3.3 работы [3] после при­
ведения пучка 5(0 (к) к ограниченной записи. 

Укажем здесь также на связь с известным принципом предельного 
поглощения [14]. Положим со̂  = /с̂  + гб, б 5^ О и будем считать, что при 
6 = 0 число (0̂  не есть резонансная точка. Из теоремы 3.4 работы [3] 
следует, что при малом возмущении б > О все действительные с.з. пучка 
So) (к), для которых 8̂ - > о, оказываются в полуплоскости Im X > 0. Это 
означает, что волны, присутствующие в представлении (5.5), станут уже 
затухающими, т. е. решение и (t) выбирается как предел при 8-^0 убы­
вающих решений с комплексным поглощением первого рода [14]. 

Теперь рассмотрим следующие задачи. 
I. Найти решение и (t) уравнения (5.1) такое, что при любом 8 > О 

u{t)e-^i^X^{0, оо; ^./J, (5.6) 

причем функция и (t) удовлетворяет начальному условию (5.2) и условию 
излучения (5.5). 

I I . Найти решение и (̂ ) уравнения (5.1) такое, что при любом 8 > О 
и (t) e-^i е Со (О, оо; ^>д), (5.7) 

причем функция и (t) удовлетворяет начальному условию (5.3) и условию 
излучения (5.5). 

I I I . Найти решение и (t) уравнения (5.1), удовлетворяющее условию 
(5.7), начальному условию (5.4) и условию излучения (5.5). 

Теперь сформулируем и докажем следующий результат. 
Т е о р е м а 5.1. Пусть пучок Si^ (к) задйн (4.3), Юр 3 ©i^ и выпол­

няются условия теоремы 4.3, но вместо оценок (4.5), (4.6) выполняется 
оценка 

\К\\\ H'l^S-^ {X) b + IX р II S-^ {I) |L < М. (5.8) 
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Тогда для любого / ^ ^ (ф е 1̂/2̂  ^ е ^) решение задачи I {задач II^ 
III) существует и единственно. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Проведя замену ?̂ ' = Я, — с, можно до­
биться, чтобы /Sco (0) > 0. Будем считать, что эта замена уже проведена, 
и в представлении (4.7) с = 0. Обозначая Z = КН^^\ из (4.7) получим 

(U - Z)-i = S-^ {X) {XI + Wh К^), (5.9) 

Оператор К^ ограничен в §, поэтому при К ̂ Л ± , | Я | >> i?, имеет­
ся оценка 

l l ( U - Z ) - 4 b < M |Я |-^ (5.10) 

По условию мероморфная оператор-функция S^^ (к) имеет порядок 
< ^ . Из (5.9) тогда следует, что оператор-функция {XI — Z)~^ также 
имеет порядок << д. В нижней полуплоскости оператор-функция {XI — 
— Z)~* голоморфна, а раствор углаЛ" не превышает 2я/д'. Из теоремы 
Фрагмена—Линделефа тогда заключаем, что оценка (5.10) выполняется 
также в угле Л". 

Найдем столь большое число г, что сектор' Л = Л+ — ir содержит 
весь спектр оператора Z. Рассмотрим интеграл 

и ал 

В силу оценки (5.10), интеграл (5.11) сходится при любом ^ > О в 
равномерной операторной топологии. Поскольку вне угла Л выполняется 
оценка (5.10), то семейство операторов U {t), ^ > О, образует полугруппу, 
голоморфную в угле | arg /1 <^ — (1 -] =^ а, инфинитезимальным опе­
ратором] которой является оператор Z (см. [16], гл. 12, теорема 12.8.1). 
По терминологии [16] эта полугруппа есть класса Н {—а, а). Из опреде­
ления полугрупп такого класса следует, что для любого / е ^, U {t) f ->-
-> / при ^->- + О, причем сходимость понимается в смысле нормы ^. 

Покажем, что функция и {t) = U {t) f есть решение задачи I. Уже 
показано, что условие (5.2) выполняется. Представим функцию и {t) в виде 

V г 

где контур 7 охватывает только действительные с.з. оператора Z, а кон­
тур Г лежит в полуплоскости Im X > S >> 0. Вычисляя первый инте­
грал в правой части (5.12) по вычетам, получим представление (5.5), при­
чем II UQ {t) II ̂  Ме-^К Функция и {t) бесконечно дифференцируема при 
^ > О, и из полугрупповых свойств следуют равенства î '̂̂ ) {t) = Z^ и {t), 
к = О, 1, . . . ^ По условию 3)F ^ ^^f,, поэтому î ' {t) = Zu {t) e 3)F- И З 
(3.8) и доказательства представления (4.7) следует —{Z -{- F) Z = S^{0). 
Тогда и {t) е 3)н- Следовательно, применение операции /So) (—id/dt) 
к функции и {t) при ^ > О законно, и, используя снова (4.7), получим 

S,{-i^)uit)=(-i-^-H''^K,){-i±.-z)uit) = 

ал 
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Покажем теперь, что и (t) е ^ i (О, Ь; ^i/^), Ь < оо. Применяя к урав­
нению (5.1) оператор Я"'/» и интегрируя в пределах от в до Ь, находим 
b 

5 Н"Ы {t) dt = 
е 

b 
= H-'^V (8) - H-'^'u' (b) + 0)2 [H^'^VU (t) dt + ir'^'Fu (8) - H^'^'Fu (b). (5.13) 

8 

Поскольку F — симметрический оператор в § и 25̂ ' 3 §i/2> то опе­
ратор jEf"V2 7г продолжается по непрерывности на ф как ограниченный 
оператор. В силу (5.2), функция и (t) ^ С (О, 6; ^ ) , поэтому достаточно 
показать, что и' (t) ^ С (О, Ь; ^-i^). Это будет|следовать из равенства 
и' (t) = Zu (^), если мы докажем представление Z = Я'/г iSTg, где iSTg — 
ограниченный оператор в ^. 

Из (4.7) и равенства — {Z + F) Z = S^ (0);следуетг* + F = —Z* • 
• Я^2. В силу условия 3)F Э ^VZ тогда получим Z* = К^Н^^^ или Z = 
^= Н^1^ К^, где 7̂ 2 — ограниченный оператор в ^. Остается показать, 
что и (t) е^^ e55 i (&, оо; ^i/^) при любом 8 > 0. Этот факт следует из 
равенства и (t) = jff-Vz К~Ы' {t), если воспользоваться для и {t) представ­
лением, которое получается из (5.12) дифференцированием по t. Этим 
заканчивается доказательство существования решения задачи I. 

Доказательство решения задачи II проводится проще. Нужно лишь 
для всех ф е §1/2 вне угла Л доказать оценку 
I {U) - Z ) - 4 Ib̂ /̂  < ж II ф ||ф,/̂  I Щ-К (5-14) 

Обозначим Я^2ф = д Тогда 
II (U - Z)-i ф ||ф.̂ ^= II я'/-' {U - Zr^ H-'l^f ||ф ж 

ж II л:-1 Z {%1 - z)-i z-^z/ ||ф=II к-^ {XI - z)-i Kf и. 
Поскольку оператор К ограничен и обратим в пространстве § и 

!1 / b =Л Ф Ьх/з' то из (5.10) следует (5.14). 
Докажем существование решения задачи III. Пусть я]; е §. Тогда 

<р = Z""iil) = Я-'/2^~1г|) е §1/2. Положим гг (̂ ) = С/ (̂ ) ф. iB силу ра­
венства и' (t) = и (t) Z(p == и {t) ij; функция и (t) будет решением задачи 
III. Условие (5.7) также будет выполнено, что легко заключить на основе 
предыдущих рассуждений. 

Д о к а з а т е л ь с т в о е д и н с т в е н н о с т и . Предположим, 
что и {t) есть решение задачи I, причем в условии (5.2) / = 0. Дока­
жем, что и (t) ^ 0. 

Параметр со далее никак не влияет на рассуждения, и мы положим 
<о = 0. Тогда при О << 8 < & <; оо из (5.1) получим равенство 

С е-ш f_ и" (t) — iFu' (t) + Ни (t)] dt = 
e 

: [и' (e) + iFu (8) + iXu (e)] e-^^^ — [u' {b) + iFu (b) + iKu (b)] e'^^^ + 
ъ 

+ S^ {Ц 5 и (t) e-i^^ dt = 0. (5.15) 
8 

Из условий (5.5), (5.6), равенства (5.13) и ограниченности оператора 
Л-Чгр следует, что при любом 8 > О 

H'V^u' (t) е-^^ Ĝ  Со (О, сю; ^) . (5.16) 
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Положим теперь Im А, < О, применим к равенству (5.15) оператор 
Н'^и и перейдем к пределу при 6 - ^ оо и 8 —> О (на основании (5.16), 
(5.2) и (5.5) предельный переход возможен). Тогда получим 

оо 

H'^'^S^ {%) \ е-^^^и (t) dt = lim ir'^'u' (e) = g e ^ . 

Представим, согласно (5.5), решение и {t) в виде и (t) = UQ (t) + 
+ щ {t), где II UQ {t) 11̂  - ^ 0 при t -^ oo^ di Ui (t) есть конечная сумма эле­
ментарных решений уравнения (5.1). Последнее равенство перепишем 
в виде 

оо оо 

5 uo{t) е-^^^ dt + \ui{t) е-'^^^ dt = S'J(Х) H'^'g, (5.17> 
о о 

Обозначим первое (второе) слагаемое в левой части (5.17) через UQ (к). 
{ui(k)), Земетим, что ui (к) есть рациональная функция с полюсами на 
вещественной оси, а функция UQ (к) голоморфна в полуплоскости Im к < ; 
< О, причем, в силу условия || UQ (t) \\ = о (1) при if - ^ оо, имеем || UQ (к) \\ = 
" о (I Im X |~^) при 1ш X ->^ —0. Следовательно, мероморфная функция 
S~^ Q\) H^l'g не имеет полюсов в полуплоскости Im А, < О, а на действи­
тельной оси ее полюсы совпадают с полюсами функции й^ {к). Используя 
разложение (1.2) резольвенты в окрестности полюса X = Х̂ .̂ = Я_/̂ , при­
ходим к равенствам {g, WI'Z\) = О, где Z\ = Ук, h = О, , , ., pj^ — 

о Рк 
элементы сопряженных цепочек к цепочкам г/_;̂ , . . ., у^к, отвечаюп],им 
с. 3. kj^, Im А,;̂  < 0. Согласно (5.5), в окрестности действительного с.з. 
kj^ функция di (А), а значит, и функция S'^ {k)Wl^g, имеет полюс поряд­
ка х^ + 1. Тогда (g, H'l^-y^k) ==0, /t = О, 1, . . ., х^ (х;; = Л — х^). 
Поэтому {g, Н^1'у\) = О для всех у к ^ Е~, В силу теоремы 4.3 система 
Е~ полна в пространстве §х/,, следовательно, g = 0. Значит, й {к) = UQ {к) + 
+ ui {к) ^ О, поэтому и (t) ^ о, т. е. решение задачи I единственно. На 
таком же пути, но несколько проще, доказывается единственность реше­
ния задачи II . 

Докажем единственность задачи I I I . Предположим, что существует 
предел (5.4), где я|) = 0. Проводя те же рассуждения, что и раньше, ис­
пользуя (5.2), (5.7) и предполагая Im А, < О, придем к следующему ра­
венству: 

ос 

5 и {t) e-^>^4t = iS'J {к) [Fu (0) + ки (0)]. (5.18) 
о 

Из голоморфности функции (5.18) при Im Ĵ  < О следуют равенства 

{и (0), Fyi + \уЧ + j/Г) = О (5.19) 
ДЛЯ всех с.н.э. Ук, отвечающих с.з. к^, Im А.;̂  > 0. 

Проведя исследование разложения функции (5.18) в окрестности 
действительного полюса, также как при доказательстве единственности 
решения задачи I, из условий (5.5) получим, что равенства (5.19) выпол­
няются для всех ук ^ Е~, Из определения (1.1) цепочек с.н.э. квадратич­
ного пучка и равенств (5.19) получаются равенства {и (0), Нх\^) = О (мы 
считаем со = 0), где элементы т]̂  определены (1.10). Отсюда следуют ра­
венства {и (0), Нук) •= О для всех у1^Е~, Но, согласно (5.7), и (0) е ^i/^,. 
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поэтому из полноты системы Е~ в пространстве t̂/̂  следует и (0) = 0. 
Значит, й {\) ^ О, что влечет и (t) ^ 0. Теорема 5.1 доказана. 

З а м е ч а н и е 5.1. Отметим, что прототипом оценки (5.8), участ­
вующей в условии теоремы 5.1, служат априорные оценки, установленные 
в [17] для эллиптических систем с параметром. 

Авторы благодарят М. Б. Оразова за обсуждение работы. 
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