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УДК 517.956.227 МАТЕМАТИКА 

A.C. МАКИН 

О ФОРМУЛЕ СРЕДНЕГО ЗНАЧЕНИЯ ДЛЯ СОБСТВЕННЫХ 
И ПРИСОЕДИНЕННЫХ ФУНКЦИЙ ОПЕРАТОРА ШРЕДИНГЕРА 

(Представлено академиком А.Н. Тихоновым 22 VI1987) 

Настоящая работа является продолжением работ В.А. Ильина и Е.И. Моисе­
ева [1,2]. 

Рассмотрим оператор Шредингера 
(1) Lu = Au -q(x)u, 
заданный в произвольной области G пространства /^.Следуя В.А. Ильину [3], под 
собственной функцией оператора (1), отвечающей комплексному собственному зна­
чению X, будем понимать любую, не равную тождественно нулю комплекснозначную 
функцию и(х) из класса С ^ (G), являющуюся регулярным решением уравнения 
Lu +\u = 0. 

Аналогично, под присоединенной функцией порядка m , m = 1, 2, . . . , отве-
о 

чающей тому же X и собственной функции и (х), будем понимать любую комплексно­
значную функцию и (х) из класса С^ (G), являющуюся регулярным решением 

. m m m—l 
уравнениях-и +Хи = и . 

Как и в работе [1 | , введем следующие обозначения: х — произвольная точка 
области G,r — сферический радиус, не превышающий минимума расстояния точки 
х до границы области С?, в = (в t , 0 2 , . . . , 0N_X) - угловые гиперсферические коор­
динаты, ав — элемент площади в угловых гиперсферических координатах, / . . . dB — 

в 
интеграл по всем угловым координатам на поверхности А -̂мерной гиперсферы, 
Yn(ß) — любая гиперсферическая функция порядка и. Обозначим также : 

Wn(Г, t, X) = ^(j) t[Nv+„(rp) Jv+n(tß) -Nv+n(tß) Jv+n(rß)], 
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где v = (N — 2) /2, ц. = \f£, Re/i > 0. Пусть q(x) — произвольная комплексная функ­
ция из класса С^ (G),N> 1. Тогда имеет место следующая формула среднего зна­
чения для собственных и присоединенных функций оператора (1): 

(2) / и(х+вг) Уп(в)ав = 
а„ в 

™ ( - 1 ) * Ьк Jv+„(rß)r" Ъ"тик(х,в) лг 

fe=o kl ЭХ* (гл)"+и в дг" "V } 

m г ( _ П * 9fe 

+ 2 f±-J-—wn(r,t,\)dt 
fc = о о fc! ЭХ* 

1 m-fc 
— / q(x+et) и (х+ dt) Yn(9) ав 
а„ в 

г д е а п = Г ( ^ + и + 1 ) . - 2 " + п / и ! . 
Л е м м а 1. Пусть Pv — произвольный линейный дифференциальный оператор 

степени п, заданный в произвольной области Q пространства R N , а функция v(x, X) 
при любом х S Q и любом X G Q\, где Qx — некоторая область комплексной плос-

0 0 ' 
кости, удовлетворяет уравнению Pv + Xu = fix), где f(x) — непрерывная функция. 
Потребуем также, чтобы все функции 

Ьк 9fe 

-~rDhv(x,-K), Dh—-v{x,X), \h\<n, к-0,1,2,... эх эх 
от 

были непрерывны в Q X Q^. Определим функции v (х, X) равенствами 
от 1 Э V (Х, X) 

(3) v(x,X) = ^ —, т = 1 ,2 , . . . 
m ЭХ 

Тогда при (Х) X) G Q X Q\ имеют мест соотношения 
ОТ от т - 1 

^и +Хи = и , т = 1,2„.. . 
Д о к а з а т е л ь с т в о будем проводить по индукции. При m = 1 получим 

Pb + Xv=Jp^+X^) = -(^(P0v + X°v)-0v\v. 
V эх эх / Чах / 

Пусть л е м м а справедлива при m = г. Д о к а ж е м ее при m = i + 1. Исходя из равенства 
( 3 ) , будем иметь . 

1 + 1 г + 1 / 1 Эи \ X Эи 
Pv + Xv =Р[ ) = 

Ч z + 1 ЭХ / г + 1 ЭХ 
1 (Ь , Р ' Х > ' \ Л * ^Э'и_1 Л ' = ( (Pv + Xv)-v )= ( v }=v . 

г + 1 ЧЭХ / г + 1 Ч ЭХ / 
Л е м м а 2 . Обозначим 

•fy+n(riX)r" Э 

(тГя ' Л ( г Д ) в " « х 
Дусгь 

/ofr.X) = ,, . ,„+„ , Л ( ' Д ) = - — Л - i M ) » i = l , 2 - , т . 

h1(r,X) = fWn(r,t,X)f0(t,X)dt, 
о 

**( ' . А) = / WH (r, t, X) ht_ x{t,X)dt, i=2,...,m. 
о 
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Пусть 

Ро<Г, х, X) = / W„{r, t, X) v{t, x) dt, 
где 
(4) \v(x,t)\<ctn. 

Э 
Обозначим Ft(r,x, X)= F/ . j^x .J i ) , /= 1,2,... ,m, 

/ЭХ 

#ifc*. *) = J" И'ЖЛ X)Fo(t,x, X) Л, о 

ffi(r,x,X) = fW„(r,t,K)Hi_1(t,x,X)dt, i = 2,...,m. 
о 

Тогда справедливы равенства 
Ы(г,\)=№Ц = о(гп), Xl(r,x,X) = Fi(r,x,X) = o(r"% i= 1,2,... ,m. 
Д о к а з а т е л ь с т в о будет проводиться по индукции. Пусть i = 1.Введем 

в рассмотрение оператор Р: 

Pv=v + • v — v, r>0. 
2 г2 

Так как (см. [1]) функции fair, X) и F0(r, x, X) удовлетворяют соответ­
ственно уравнениям Pf0 + Х/0 ' = 0 и PrF0 + XF0

 = V (г, х), то согласно лемме 1 функ­
ция/! (г> ̂ ) ес т ь частное решение уравнения 
(5) Pv + \v=f0, 
а функция Fj (г, х, X) есть частное решение уравнения 
(6) Pv + Xv = F0. 
Из представления для общих решений уравнений (5), (6) следует, что 

/„+„(гд)г" Nv+n{rix)rn 

(7) / ^ . Ц - М г Д И ^ ^ ; ; „ +Я, " у , •; 

(8) Л(г,,,Х)=Я1(,,х,Х)+Л2
 W r f " + д / " " У , 

где Аь Bi,Â2,B2 — любые постоянные. Заметим, что 

ft(r'X)= (гмГ"+1-2 ' 
9 

поэтому lim/i(r,X) г - " = 0. Из очевидных свойств функций Wn(r, t,X),— W^r, t,X) 
г-»о ЭХ 

и неравенства (4) следует, что - ' 
hl(r,X) = o(r"), H1(r,x,X) = o(rn), F1(r,x,X) = o(rn). 

Деля обе части равенств (7), (8) на г" и переходя к пределу при г ->0, получим, что 
Ai =Bi =А2 =В2 = 0. Отсюда вытекает справедливость равенств 

Л(лХ) = А1(гД), ^(г,*Д>=Я,(г,х,Х). 

Предположим, лемма 2 справедлива при г = к. Докажем ее при г = к + 1. Сог-
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ласно лемме 1 функции fk+i (г, X) и Fk+l (r, X) являются соответственно частными 
решениями уравнений 
(9) Pv + Xv=fk; 
(10) Fv + \v = Fk. 

Из представления для общих решений уравнений (9), (10) и предположения 
индукции следует, что 

Jv+n(rp)rn Nv+n(rp)r" 
(И) /fc+1(r,X) = ftfc+1(r,X)t^1

 v:n:Z +Bi (ruf (rßy 

(12) Fk+1(r,x, X)=Hk+1(r,x, X)+A2
 v;n^S: + B2 

(rß)v+n (rßf+n 

TReAl,Bi,A2,B2 —любые постоянные. Из ра,боты [2] вытекает, что 

fk+i(r,X): m v+n+k+l (fc + l ) !2 f c + 1 ' 
поэтому lim fk+l (г, X) г " = 0. Из предположения индукции, неравенства (4) и 

очевидных свойств функций 
gfe + l 

W„(r,t,X), ~TTrW»(r't'X> ok 
следует, что 

hk+1(rtK) = o(r"), Нк^{г,\) = о{гп), Fk+1(r,X) = o(rn). 

Деля обе части равенств (11), (12) на г" и переходя к пределу при г -»• 0, получим, 
что A i =Bi =А2 =В2 = 0. Отсюда вытекает справедливость равенств 

/fe+1 (г, X) = hk+1 (г, X), Fk+! (г, х,Х) = Нк+1 (г, х,Х). 

Лемма 2 доказана. 
При m = 0 формула (2) была установлена в [1]. Если m >• 1, то из [1] сле­

дует, что 
m 

1 m • Jv+n(rß)r" Ь" н(х,0) 
(13) / и(х+вг)Уп(в)ав= " + " I Z / - \' )Г„(в)ав + 

а„ в . (rß) в дг" 
+ / Wn{r, t, X)dt — / q(x+9t)u (x+et) Yn(6)dd 

о la„ в 

+ f Wn(r,t,X)dt 
о [ 1 m - l 

— / и ( 
an в 

(x+et)Yn(ß)d6 

Преобразуя последнее слагаемое в правой части равенства (13) по формуле среднего 
значения и повторяя данную операцию m раз, получим 

_. m-к 
l m m д" U (Х,в) ' 

(14) — fu(x + er)Yn(9)de= 2 hk(r,X)J Yn(ß)de + 
ап в к = о в Ьг 

m г *о ч 

+ t / Wn(r,t0,X)dt0 I WH(to.ti,\).-. 
к = 0 0 0 

4-Х 
••• I K(tk-Utk,X)dtk о 

1 m-fe 
/<7(х+0^) и (x+0tk)Yn(ß)de 

а„ в 
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Из леммы 2 следует, что 

(15) й*(г,Х) = 
( - 1 ) * Э* Jv+n(rß)r" 

ft! ЭХ* (гд) 
ft = 0 , 1 , . , . ,т. 

Из результатов работы [1] вытекает, что имеют место неравенства 
т— к 

fq(x+dt) и (x+et)Yn(ß)de <ct", k = 0,l,...,m. 
в 

Поэтому согласно лемме 2 получим 

(16) / Wn(r,t0,X)dt0 ... 
о 

4-1 

о 

1 т-к 
^-fq(* + ett) и (x-+6fk)Yn(ß)d6 
а„ в 

г ( _ ! ) * Э* 
I -~— ~-j-W„(r.t,\)dt 
о ft! ЭХ* 

1 т — к 
— / q(x + 6i) и (х+ et) Yn(в) dd 

la„ в 
Из (14)—(16) непосредственно следует формула (2). 

З а м е ч а н и е 1. При п = 0, q (х) = 0 формула (2) установлена в [2] . 
З а м е ч а н и е 2. Если N = 1, то аналогичным способом легко вывести сле­

дующие формулы среднего значения : 
m m 
U(X +Г)+ U(X -г) т ( - 1 ) * Э* т-к 

. = 2 г cos ytr и (х) + к = о ft! ЭХ* 

1 m г ( _ i ) * Эк sin/*(/•-*) 
+ - 2 Г 

2 fc = o о ft! ЭХ* 
m —к т-к 

Р 
[q(x + t) и (x + t)+q(x -t) и (х -1)] dt, 

U{x+r) -U(X -Г) « ( - 1 ) * Э* йПЦГ т-к 
• = 2 — — r " Ve ) + 

fc = o ft! ЭХ* ix 

1 m r ( - 1 ) * Э* Sitiu(r-t) т-к т-к 
+ - 2 / - — - г — -[«(*+О и (x + t)-q{x~t) и {x-t)]dt. 2 fc = o о ft! ЭХ* Ц 
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