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ОБ УСЛОВИЯХ. ЛОКАЛЬНОЙ АСИМПТОТИЧЕСКОЙ ОПТИМАЛЬНОСТИ 
ПО БАХАДУРУ ВЗВЕШЕННЫХ СТАТИСТИК КОЛМОГОРОВА-СМИРНОВА 

I. Введение. Пусть Х^ » Хъ » ••• - независимые наблюдения 
над одномерной случайной величиной X , функция распределения 
которой F(.XyQ) непрерывна и зависит от вещественного парамет­
ра б • Пусть Гц - эмпирическая функция распределения, постро­
енная по Х 1 , ... , Хи, • ̂ ы будем рассматривать задачу проверки 
гипотезы Ц9: б = 0 против альтернативы Ц^ ', 0 > 0 на основа­
нии взвешенных вариантов статистик Колмогорова-Смирнова, а имен­
но статистик 

§ Ф Ш 8^Р Еf^W" ft*'!»] Wc*i0)) (I) 
где весовая функция ф неотрицательна и непрерывна внутри £о,1]. 
Впервые статистики такого типа рассматривались в \ 1 \ , их боль­
шие уклонения при справедливости [|0 и бахадуровская эффектив­
ность - в j2J ~ Н • ̂ е я введения весовой функции (j/ связана с 
желанием увеличить чувствительность классических статистик Кол­
могорова-Смирнова и расширить область их применения. Хорошо из­
вестно [5J, [б] , что мера бахадуровской эффективности любой по­
следовательности статистик {Тм,} - ее точный наклон Су (б) -
всегда удовлетворяет неравенству С т ( б ) ^ £К(б) » где Кф -
статистическое расстояние Кульбака-Лейблера между функциями рас­
пределения |Г(х; б) и (Г(00)0) . Значительный интерес, представ­
ляет описание условий локальной бахадуровской оптимальности {Тп} , 
т.е. условий, при которых при 0— * - Q 

Ст(б)л, Ш б > . <2> 
В типичных случаях оказывается [в] , что (2) имеет место тогда 
и только тогда, когда 

где VcT) - некоторое множество функций на f ( M j , называемое 
ведущим множеством последовательности {Ти,} • Так, например, для 
последовательности [ХцС1) } множество \/(К) состоит из функ­
ций вида С Ш% (t, 1-i), ЫХ*1, С* 0 . Если альтернатива но-
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сит конкретный характер (сдвига, масштаба, лемановская и т.д.), 
то с помощью (3) оказывается возможным получить характеризацию 
тех семейств распределений { F(X',Q)} (в некотором априорном 
классе), для которых справедливо условие локальной оптимальности 
(2). В частности, для последовательности (Кц,(1)} при альтерна­
тиве сдвига получаем характеризацию закона Лапласа [7] , [б] . 

Цель настоящей заметки - обобщение этих результатов на слу­
чай взвешенных статистик (I) для довольно широкого класса весов. 
При этом обнаруживается, что на строение ведущего множества ока­
зывает влияние не конкретный вид (|/ , а лишь строение множества 
точек Т , где функция ^ ("fr) "f (̂ - %) достигает своего супре­
мума. При изучении условий справедливости (2) для альтернативы 
сдвига выясняется, что свойство локальной оптимальности может 
иметь место - в зависимости от структуры Т - либо для распреде­
ления Лапласа, либо для некоторых его асимметричных аналогов. 

2. Большие уклонения. Как известно, [б], [б] , вычисление 
бахадуровских точных наклонов опирается на грубую асимптотику 
вероятностей больших уклонений тестовых статистик при основной 
гипотезе. Большие уклонения статистик К^С^) кКуЦЦ) излу­
чались в [2] , [3] и [4] . Пусть 

i +оо . , i_-fc<a,«H 

В J2] доказано следующее утверждение. 
ТЕОРЕМА I. Пусть весовая функция ty конечна, положитель­

на и непрерывна внутри [О,*] . а пределы -СМИif(р) и UtYi, ф(£} 
Т—<• О t-И 

существуют и принадлежат ГО> + <ю] . Пусть Кн(ф) означает лю­
бую из статистик Кк(ф) , Кп$) или (С^(ф) .Тогда при спра­
ведливости Но при любом Q,& О 

IVM %Ч%?а1^)ъЬ) = -Ц(Ь). (4) 
и,-»-м 
Функция ft и, в (4) имеет довольно сложную структуру и мо­

жет, вообще говоря, оказаться тождественным нулем. Из [2J сле­
дует, что так будет, если tiW/i%j(lty+-)/ty(t)= О шк 

Цщ i'nH^tO")/^t)= 0 . Будем называть весовую функцию $ 
"t-H 
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правильной, если функция ty (t)t (1-t) достигает своего мак­
симума А/&*(ty) на [0,ij и если при Л—»-0 

Асимптотика (5) является типичной и выполняется для многих приме­
ров весовых функций, хотя проверка этого соотношения не является 
простой. Известно [2], [5J , что весовые функции fyii) = 1 и 
Ф (fo = fa -иГ^-лГ правильные, причем ^ \ ^ ) - 4 , а ff*(!fy=«*/4. * v(4-v) 

3. Условия локальной оптимальности. Опираясь на теорему I, 
(5) и теорему Гливенко-Кантелли мы можем легко найти главные час­
ти точных наклонов рассматриваемых последовательностей статистик. 
Пусть семейство IF(.X}Q)} достаточно гладко по параметру в 
(точные формулировки приводятся ниже). 

Тогда при Q —*- 0 получаем 

Ck(0)~^[s£f | FQ{%;0)\ №*;OJ)]V. 
Если gup Fe

r(a;0)i|/(fr(a>;0;)>0, TO 

если же ^|>[-|^(х;0^(Г(ос;0})Г?О , т 0 

CK-(fo<v r*(^[^p/(x;0^(F(xiO;;]*&*.. 
Для исследования условий локальной асимптотической оптимальности 
введем в рассмотрение класс $• семейств ф.р. \ ff(x; Q)} » 
удовлетворяющих следующим"условиям. 

1. Ф.р. |Г(х;б) заданы при X e R и $&l0,6t], бв > 0 , 
абсолютно непрерывны по X при п.в. # и дифференцируемы по 
0 при п.в. 30 . Соответствующие производные будем обозначать 
Ц*-,6) и У9\%;9) . 

2. При п.в. * плотность j(X',Q) абсолютно непрерывна по 
б , а f(X;0)>0 • f 

3. Производная Fg(*;6) при п.в. 0 абсолютно непре­
рывна по х, , отлична от тождественного нуля и удовлетворяет ус­
ловиям: 

sup sup| F^(»;fo|*M, ^(-м;о; = Р}'(+»;0)-0 
4. Для п.в. X справедливо соотношение 
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5. Информация Кульбака-Лейблера K(Q}= [°°lu, ^ ' ^ i(x • flielx 
• too SiXjO) * л, 

локально, при 0—»- 0 ведет себя следующим образом: Ксв)~4Хв » 
.0J \1.Г (пг- Л\\Ъ * 

где!=- 5—-—: Лх ' - информация Фишера, причем О<Т<00 . 
-Jeo fcx;o) 

Последнее условие является весьма естественным и часто ис­
пользуется в различных вопросах асимптотической статистики [б], 
[в] . Класс $ был выделен в [в] . 

Используя условия, наложенные на элементы класса 3- , мы мо­
жем упростить условие (2). Обозначим V{X)=f0(.F^(,xO)' 0) 
Тогда при б —*• О 

Аналогично преобразуются выражения для Си* (Q) и С^-(б) • С 
другой стороны 1 = у 1/*(оо)(1х • Поэтому в случае { К ^ ф } 

' О 
условие локальной оптимальности приводит к равенству 

1 

^ф[$ш> vV)^w] = [ / Ъ ) к , (6) 

o4<i J
0 

которое следует рассматривать при краевых условиях 
v(0) = Ш) = 0. (7) 

Мы выясним теперь, когда (6) имеет место в более широком 
классе функций, а именно в пространстве у(. £0, <J абсолютно 
непрерывных функций с квадратично суммируемой производной, удов­
летворяющих нулевым граничным условиям (7). Введем в рассмотрение 
множество 

Т= [aMmaxt(^"M*ct>:0$t*l] 
ТЕОРЕМА 2. Пусть ty - правильная весовая функция. Равен­

ство (6) в пространстве VV̂  ГО 1J м о ж е т иметь место в том и 
только том случае, когда 

1Г(Х) = C.(*W4KX,t)-»t), t e T , 0*0 • (8) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Зафиксируем ЗС/ое(0,1) и положим 

Будем искать, при каком V\е Wj, [0,\J достигается наибольшее 
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значение %(Х/0) l|/(X„) при дополнительных условиях%(0)=Щ1)= О 
и p V ^ ^ w i t * = 4 • Для этого запишем V^Xg) в виде 

%(30С) = | ̂  [o,*0] WVi<*)6* 
Применяя принцип Лагранжа J9J , получаем необходимое условие 
экстремума в виде уравнения 

<(я) = А*£-0(Жо]<*)+/ 
где А и /И/- неопределенные постоянные. Учитывая условие нор­
мировки и краевые условия, получаем отсюда 

-V* . . 

Для каждой такой экстремали имеем 

|и;(Жв)Ф(хв)|= V^(f-*e)>c*0;- . ( I0) 

Поэтому наибольшее значение левой части (10) достигается при 
ЗС-̂ е Т на экстремалях вида (9) и равно 4/6"*С 1(0 . Отсюда вы­
текает, что равенство (6) может иметь место в $,•. T ( M j , лишь 
если 1Г имеет вид (8). Тем более это имеет место для интере­
сующих нас более узких классов. 

Переформулируя полученный результат, мы можем сказать, что 
последовательность {|(№(l|0} является локально оптимальной по 
Бахадуру в классе $ тогда и только тогда, когда функция 
1"в С \F~\x',Q)l 0 ) имеет вид (8). В случае односторонних ста­
тистик результаты отличаются тем, что справедливы в подклассах 
•Г , выделяемых условиями типа &^[Тй

Г(к',-0Й(^(Л^0))] > 0 
и связаны с ограничением на знак константы С • Формула (8) опре­
деляет и вид ведущего множества. 

4. Конкретные альтернативы. Предположим теперь, что Г(х;$.) = 
= 1Р(Х+в) » т,е- параметр Q является параметром сдвига. Тогда 
класс <£ - <£* описывается значительно проще, поскольку многие 
требования, сформулированные выше, выполняются автоматически. Мы 
будем считать, что распределения из $"" имеют положительные 
дифференцируемые плотности, причем 

№ = 
-00 Jw 
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Тогда из (3) следует дифференциальное уравнение в функциях рас­
пределения 

|Г'= 1ГС(Г), v e V , СП) 
решая которое мы получаем (при том или ином выборе веса ty ), 
описание тех ф.р. в $"* , для которых последовательности 
lKw^)j и lKj£ (40} являются локально асимптотически оп­
тимальными. Так, в случае ^ = 1 множество Т состоит из 
единственной точки 1/2, и решением (II) является классическое 
распределение Лапласа с плотностью 

По-иному обстоит дело для веса %(Ь)=Ы ~fJiTTT " Здесь множе­
ство Т состоит из двух точек •£'= i. _ J щ _"̂ -Ч-' и { = 
= оГ W 4 - - в"* • Решениями (II) являются распределения, отве­
чающие двум плотностям -Д- f / X - УУ \ и _* <: f,_* - У» \, где 

Эти два семейства могут быть названы асимметричными распределени­
ями Лапласа. В случае параметра масштаба на полупрямой {Г(х ', 0) =* 
= R, X €- ) X > 0 получаем плотности вида X""* fo (•faf, # j , X ? О* 
i = 0> 1, % • А1151 лемановских семейств области локальной опти­

мальности пусты. 
В заключение стоит отметить, что введение веса, как видно, 

мало расширяет класс распределений, для которых статистики Колмо­
горова-Смирнова оказываются локально оптимальными по Бахадуру. 
Этим они существенно отличаются от интегральных статистик. Даже 
для простейшей статистики 

00 

-во 
введение веса ^ резко расширяет область локальной оптимальнос­
ти. В [7J показано, что ведущее множество состоит здесь из 
функций вида ̂  

ir(t) = С ](*HW(t,6bb)^C*) A* , G V O . 
Ясно, что уже в случае сдвига дифференциальное уравнение F=ViFj 
при различных весах У/ может иметь множество разнообразных решений. 
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