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В данной работе объектом исследования является одномерное нагруженное волновое уравнение 

с нагрузкой, распространяющейся вдоль одной из своих характеристик. Для него ставится задача 

Коши с данными на одной из характеристик и доказывается ее однозначная разрешимость. Пока-

зано, что характеристики данного уравнения как носители данных Коши являются неравноправ-

ными. Описаны области зависимости, влияния и определения начальных данных, которые задают-

ся на характеристике    . 
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Исследования в области теории нагруженных дифференциальных уравнений стали 

неотъемлемой частью исследований в области теории дифференциальных уравнений, ко-

торая образует огромную и необозримую область математики и математической физики. 

Вместе с тем исследование краевых задач для нагруженных дифференциальных уравнений 

не всегда позволяет без изменений применять известную теорию краевых задач для диффе-

ренциальных уравнений без нагрузки. Наиболее общее определение нагруженного уравне-

ния впервые было дано А.М. Нахушевым [1-3]. Ряд интересных исследований в области 

нагруженных дифференциальных уравнений с частными производными проведены извест-

ными казахскими математиками М.Т. Дженалиевым и М.И. Рамазановым [4]. Следуя [2, 4], 

назовем нагруженным дифференциальным уравнением в области     , если его можно  

представить в виде  

          ( )  
 

где   – дифференциальный оператор, а   – дифференциальный оператор, включающий в 

себя взятие следа от искомого решения на принадлежащих  ̅ многообразиях ненулевой ме-

ры строго меньше  . Одним из главных свойств оператора  , которое вытекает непосред-

ственно из его определения, является его нелокальность. 

В ряде модельных случаев всегда можно показать, что локальная задача для нагружен-

ного дифференциального уравнения эквивалентным образом редуцируется к нелокальной 

задаче для этого же уравнения, только уже без нагрузки. Как следствие этого возникает так 

называемый эффект влияния нагрузки на постановку тех или иных начально-краевых задач 

для нагруженных дифференциальных уравнений. Отметим здесь некоторые работы, по-

священные этому вопросу [5-14]. Обширную библиографию исследований по обыкновен-

ным дифференциально-граничным уравнениям можно найти в [15].  

В данной работе будет исследована задача Коши для уравнения 
 

                                                      (     )                           (1) 
 

с данными на одной из характеристик. 
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§ 1. Представление общего решения 

В характеристических переменных              уравнение (1) принимает вид 

                                                                 
 

 
 (   )                   (2) 

Вследствие того, что  
 

 (   )   (
   

 
 
   

 
)   (   )  

 

уравнение (2) принимает вид 

                                                                       
 

 
 (   )                  (3) 

 

Очевидно, что любое решение уравнения (3) является решением следующего нагружен-

ного интегрального уравнения: 
 

 (   )  
 

 
 ∫  (   )  

 

 
  ( )   ( )     (4) 

 

Подставляя в (4) везде вместо   переменную   и вводя обозначение  
 

 ( )  , (   )   ( )   ( )-       (5) 

из (4) получаем 
 

 
∫  (   )  

 

 
  ( )       (6) 

 

Дифференцируя (6) по   и подставляя вместо  (   ) его значение, вычисленное из (5), 

для нахождения  ( ) получаем следующее обыкновенное дифференциальное уравнение    

1-го порядка: 

  ( )  
 

 
  ( )  

 

 
, ( )   ( )-     (7) 

 

Учитывая, что  ( )     из (7) получаем  
 

 ( )  
 

 
 

   

 ∫   
   

 , ( )   ( )-  

 

 

  

 

Учитывая (6), из (4) непосредственно следует, что 
 

 (   )   ( )   ( )  
 

 
  

   

 ∫   
   

 , ( )   ( )-  

 

 

  

или переходя к переменным      получим 
  

 (   )   (   )   (   )   

 
 

 
(   )  

 (   ) 

 ∫    
   

 , ( )   ( )-  
   

 
   (8) 

 

Выражение (8) является общим решением уравнения (1). 
 

§ 2. Характеристическая задача Коши 
Рассмотрим задачу нахождения регулярного решения уравнения (1) со следующими 

начальными данными: 

 .
 

 
 
 

 
/   ( )                 (9) 

 

  .
 

 
 
 

 
/   ( )                 (10) 
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Хорошо известно, что задача (9), (10) для уравнения (1), когда      является   некор-

ректной в том смысле, что данные  ( ) и  ( ) задавать произвольно мы не можем.          

Решение задачи (9), (10) для уравнения 

          
 

существует тогда и только тогда, когда функции   ( )  и  ( ) линейно зависят друг от 

друга. В случае     такая ситуация исправляется. 

Действительно, удовлетворяя (8) условиям (8), (9) для нахождения  ( ) и  ( ), получа-

ем следующую систему: 

 ( )   ( )   ( )  
 

   ( )    ( )  
 

 
 

   

 ∫    
   

 , ( )   ( )-  
 

 
  ( )   

 

Перепишем ее в виде 

 ( )   ( )   ( )      (11) 
 

 

 
 

   

 ∫    
   

 , ( )   ( )-  
 

 
   ( )   ( )    ( )    (12) 

 

Дифференцируя (12) по   и отнимая от него (12), предварительно умноженное на  
 

 
 , 

получим 
 

 
, ( )   ( )-     ( )    ( )  

 

 
 ,  ( )   ( )    ( )-  

отсюда 

 ( )  
 

 
,   ( )    ( )-   ,  ( )   ( )    ( )-   ( )   ( )  

 

Подставляя полученные значения для  ( ) и  ( ) в (8) и учитывая (12) при вычислении 

последнего слагаемого формулы (8), после несложных преобразований получим  
 

 (   )  
 

 
,   (   )    (   )-   

 

 (   ),  (   )    (   )   (   )   (   )-   
 

  (   )   (   )      (13) 
 

Удовлетворяя (13) условиям (9), (10), получим условия согласования начальных данных 

с решением. Они имеют следующий вид: 
 

                                                            ( )    ( )  
 

 
 ( )              (14) 

 

                                                 ( )      ( )  
 

 
, ( )     ( )-             (15) 

 

Итак, справедлива следующая теорема. 

Теорема. Пусть     (     )      (     )  Тогда решение задачи (9), (10) для 

уравнения (1) существует и единственно тогда и только тогда, когда выполняются усло-

вия (14), (15), и ее решение представимо в виде (13).  

Следуя [16], опишем области зависимости, влияния и определения данных Коши. 

Пусть  носителем данных Коши является вся числовая ось  . Как видно из формулы 

(13), область зависимости, то есть множество, на котором по заданным значениям  ( ) и 

 ( ) вполне определяется значение решения уравнения (1), представляет собой две точки, а 

именно (     ) и (     ). В случае     это множество представляет собой отрезок  

[        ].  
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Пусть теперь носителем начальных данных является отрезок ,   -. Как видно из  фор-

мулы (13), множество точек плоскости, в которых  ( ) и  ( ) влияют на значение  (   ), 

совпадает с областью влияния начальных данных для уравнения (1) при    . Множество 

точек, в которых значение  (   )  вполне определяется по данным значениям   ( ) и  ( ), 

есть область определения. Эта область для уравнения (1) совпадает с областью  определе-

ния начальных данных для уравнения (1) при     и представляет собой  характеристиче-

ский четырехугольник 

*(   )        | |   +. 
 

Рассмотрим теперь задачу Коши с данными на другой характеристике, а именно - задачу 

нахождения регулярного решения со следующими данными: 
 

                                               .
 

 
  

 

 
/   ( )                        (16) 

 

                                              .
 

 
  

 

 
/   ( )                         (17) 

 

Удовлетворяя (8) условиям (16) и (17), получим 
 

 ( )   ( )   ( )      (18) 
 

   ( )    ( )  
 

 
  , ( )   ( )-   ( )     (19) 

 

Несложный анализ системы (18), (19) говорит о том, что данная задача является некор-

ректной. Эта некорректность носит такой же характер, как некорректность задачи Коши с 

данными на любой из характеристик для уравнения (1) при        Это еще раз подтвер-

ждает тезис о том, что эффект влияния  нагрузки в большей степени зависит не от следа 

нагрузки, а от отображения, которое этот след формирует. 
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TO THE QUESTION OF SOLVABILITY OF THE CAUCHY PROBLEM 

FOR ONE LOADED HYPERBOLIC EQUATION  

OF THE SECOND ORDER 
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In this paper, the object of study is a one-dimensional loaded wave equation with a load propagating 

along one of its characteristics. For it, the Cauchy problem with data on one of the characteristics is posed 

and its unambiguous solvability is proved. It is shown, that the characteristics of this equation as Cauchy 

data carriers are unequal. The areas of dependence, influence and definition of initial data, which are set 

on the characteristic y=x, are described. 
 

Keywords: cauchy's task, the wave equation, the loaded equation. 
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