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Наравне с классами полурекурсивных, слабо полурекурсивных, полурекурсивно-
перечислимых и wsr* множеств, введенных К. Джокушем, М. Куммером и Ф. Стефа­
ном, определяются классы почти и частично полурекурсивных множеств. Полностью 
выясняются соотношения между этими классами множеств относительно включения. 

Пусть А с N = {0 ,1 ,2 , . . . } и существует двуместная общерекурсивная функция / ' такая, 
что для всех х, у е N выполнено одно из условий 

X € А У у € А <=> /(JC, у) € {Х, у} П Л, 

х е А А у € А <=> /(JC, у) е {х, у} П А, 
(хеАлу£А)ч(х£АлуеА) => f(x,y) e {х,у}П А. (1) 

Тогда множество А называется полурекурсивным. Несложно показать [7, 9], что эти три 
условия равносильны. Понятие полурекурсивности неоднократно обобщалось [1-6, 8]. 

Множество А с N называется 

- слабо полурекурсивным (wsr множеством) [7], если найдется двуместная частично 
рекурсивная функция / такая, что для всех х, у е N выполнено условие (1), 

- полурекурсивно-перечислимым (sre множеством), если 

х е Av у е А = > / ( * , у) е {*, у} П Л, 

- wsr* множеством [9], если выполнены условия 

(a) f(x,yn=*f{x9y)€{x,y)t 

(Ъ)хеАлуеА=> / (* , у)±, 
(с) / ( * , у)1 А /'(*, у) € А = > X € А А у € А, 

где / ( * , _у)4, означает, что значение / ( * , у) определено. 

С точки зрения определений слабо ^-комбинаторно селекторных [3] и слабо /J-импли-
кативно селекторных множеств [4], wsr* и sre множества будут соответственно слабо 
х^-комбинаторно селекторным и л: V ̂ -комбинаторно селекторным множествами, a wsr 
множество — слабо (ух v х^)-импликативно селекторным множеством. Понятия слабо 
х л >>-имшшкативно селекторных и л: v ^-комбинаторно селекторных множеств совпадают. 
Но можно ввести в рассмотрение класс слабо дс -̂импликативно селекторных множеств А, 
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определяемых следующим образом (см. [4]): существует двуместная частично рекурсив­
ная функция / такая, что для всех х, у е N 

х е А л у е А ==> / ( * , у) е {*, у} П А. 

Однако нетрудно понять, что класс таких множеств совпадает с F°° в обозначениях статьи 
[4], то есть с классом всех подмножеств N. 

Пусть А с Na e A = N \ А и j8 — «-местная булева функция. Тогда А было на­
звано в [6] почти j8-комбинаторно селекторным множеством, если существует «-местная 
общерекурсивная функция / такая, что для всех x i , . . . , хп е N 

j8(x(*i),-..>X(*/i)) = l <*=* Ахи...,хп)€{хи...,хп,а}ПА, 
f(x\t...,xn) e {*!, . . . ,х„,я}, (2) 

где х — характеристическая функция А. При ft = xy назовем А почти полурекурсивным 
(asr) множеством. Если в (2) а заменено на а е А, то А называется частично J8-KOM-
бинаторно селекторным множеством, а при /J = х V у — частично полурекурсивным 
(psr) множеством. Если же в (2) выбросить а, то придем к понятию ^-селекторного 
множества [1]. Для них в [1] получен следующий результат: если булева функция /5 
такова, что ()(х,..., х) = х, то класс всех /J-селекторных множеств совпадает с классом 
F^ всех рекурсивных множеств, или с классом F^ всех полурекурсивных множеств, 
или с классом F^°°\ 

Выше в определениях различных понятий множества А участвовала общерекурсивная 
функция или частично рекурсивная функция / . Будем говорить, что А является одним из 
вышеназванных множеств посредством / , а / называть функцией, соответствующей А. 

Предложение 1. Каждое множество, являющееся одновременно asr и wsr множеством, 
полурекурсивно. 

Доказательство. Каждое asr множество А является wsr* множеством, поэтому, будучи 
и wsr множеством, А является sre множеством [10]. Поэтому пусть А — asr и sre мно­
жество посредством общерекурсивной функции / и частично рекурсивной функции g 
соответственно и 

В0 = {х: (3y)U'(x, у)=ал g{x, у) = у)}, 
Вп+\ ={х:(3у)(уе Вп л f(x,y) = *)}, « = 0 , 1 , . . . 

Заметим, что BQ ф 0 , так как если у € А, то g(а, у) = у и, следовательно, а е А. 
Далее, В = U ^ o В* ~ рекурсивно перечислимое подмножество Л, и если А = В, то 
А — asr множество с рекурсивно перечислимым дополнением, а поэтому полурекурсив­
но. Действительно, определим общерекурсивную функцию h следующим образом. Если 
f{x, у) € {х,у}, то положим h(x,y) = f(x,y). Если же f(x,y) = я, то по крайней 
мере один из элементов х,у принадлежит А. Перечисляя элементы множества А, об­
наружим такое число и положим h(x,y) равным этому числу. Ясно, что А оказалось 
^-селекторным множеством посредством общерекурсивной функции А, а поэтому и по­
лурекурсивным. 

Пусть теперь b е А\ В и R = {у: /(А, у) = у}. Тогда R — рекурсивное множество, 
В с R с А и 

х € R Л / ( х , у) = а = > у е А. 
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Действительно, если у е А, то х е А и g(x, у) = у. Поэтому х е Во, что противоре­
чит предположению. Теперь положим по определению 

Кх,у) = { 
f(x,у), если f(x,у) е {хуу} лх € R, 
х, если х € R, 
у, если х е R л f(x, у) = а. 

Легко проверить, что А является х^-селекторным множеством посредством общерекур­
сивной функции h и, следовательно, полурекурсивным множеством. 

Обозначим через АГ(аЬс) класс всех abc множеств. 

Теорема 1. Справедливы следующие соотношения по включению между классами wsr, 
wsr*, sre, asr u sr множеств: 

AT(asr) с #(wsr*), 
K(tsr) = K(sre) П JST(asr), 

К (sre) = Jf(wsr) П AT(wsr*), 
#(wsr*) \ AT(wsr) U K(asr) ф 0 , 

K(asr) \ K(vw) ф 0 , 
A:(wsr) \ AT(wsr*) ф 0 , 
A:(sre) \ Jf(sr) # 0 . 

Доказательство. Первое включение очевидно, ясно также, что каждое полурекурсивное 
sr множество является как и sre, так и asr множеством, а по предложению 1 верно и 
обратное. В то же время А является sre множеством тогда и только тогда, когда А — 
одновременно wsr и wsr* множество [10]. С другой стороны, существуют wsr* множества, 
не являющиеся wsr или asr множествами, так же как и asr, но не wsr множества [5]. Легко 
показать также, что А полурекурсивно тогда и только тогда, когда А и А — sre множества 
[9]. Значит, если А — частично полурекурсивное, но не полурекурсивное множество, 
то А будет wsr, но не wsr* множеством [9], а само А будет не полурекурсивным sre 
множеством. 

Обратимся теперь к psr множествам. Ясно, что если А — asr множество посредством 
общерекурсивной функции / , то А — psr множество посредством той же общерекурсив­
ной функции / . Поэтому из предложения 1 вытекает следующее утверждение. 

Следствие 1. Каждое psr множество с wsr дополнением является полурекурсивным. 

Предложение 2. Каждое множество, являющееся одновременно psr и wsr множеством, 
полурекурсивно. 

Доказательство. Пусть А — psr и wsr множество посредством общерекурсивной функции 
/ и частично рекурсивной функции g соответственно и 

Bo = {g(x,y):f(x,y) = a}, 
Вп+1 = {х: (Зу){у еВпл / ( * , у) = *)}, п = 0 ,1 ,2 , . . . 

Можно считать, что В$ ф 0 , так как в противном случае f(x,y) = а = > х,у е А, 
и полурекурсивность А очевидна. Ясно также, что В = Un^o В" — рекурсивно пере­
числимое подмножество Л, и если А = 5 , то А будет asr множеством с рекурсивно 
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перечислимым дополнением и, как показано в предложении 1, А оказывается полурекур­
сивным множеством. 

Пусть теперь Ъ е А\В и R = {у: fib, у) = у}. Значит, R - рекурсивное множество, 
В с R с А и 

х е R А fix, у) = а = » у € Л, 

так как ^ € Л ==> л: € Л ==> g(x,y) = х ==» х е В0, что противоречит выбору х. 
ПОЛОЖИМ ПО определению 

Кх,у) = { 
fix, у), если /(JC,у) е {х,у} АХ е R, 
х, если х е R, 
у, если f{x, у) = а А х е R. 

Понятно, что А является полурекурсивным множеством посредством общерекурсивной 
функции h. 

Предложение 3. Каждое множество, являющееся одновременно psr и wsr* множеством, 
полурекурсивно. 

Доказательство. Пусть А — psr и wsr множество посредством общерекурсивной функции 
/ и частично рекурсивной функции g соответственно и 

Во = {х: (3j/)(/(x, 7) = а л #(х, у) = >>)}, 
Я„+1 = {х: (3 j ) ( / (x , }/) = х л ^ Дл)}, п = 0 ,1 ,2 , . . . 

Можно считать, что gia,a) = а и так как / ( я , а) = я, то я € /?о, то есть Во ф 0. Ясно, 
что Z? = (J^0 2?л — рекурсивно перечислимое подмножество Л, и если В = Л, то Л, как 
и в предложении 1, оказывается полурекурсивным множеством. 

Пусть теперь beA\BuR = {y'f(b,y) = у}. Понятно также, что R с Л и 
у е 5 4 fib, у) = у, так как в противном случае b e В, что противоречит выбору 
элемента Ь. Значит, Л — рекурсивное множество и В с Л С Л. 

Предположим, что для всех X J G N , если Д х , у) = а, то {х, у} П Л ^ 0 . Тогда Л — 
полурекурсивное множество посредством общерекурсивной функции А, где 

h{x,y) = 
fix, у), если / ( * , у) е {х, у}, 
х, если fix,у) = а Ах е R, 
у, если fix, у) = а А у е R. 

Если же /(x,j>) = а и {х,}>} П R = 0 , то g(x,>>)t> так как в противном случае ли­
бо х, либо у принадлежал бы Во и поэтому принадлежал бы и R, что противоречит 
предположению. Следовательно, в этом случае один элемент из х, у принадлежит Л. 
Пусть а — фиксированный элемент из Л. Тогда Л будет asr множеством посредством 
общерекурсивной функции h, где 

hix,y) 
fix, у), если j\x, у) = у У ( Д х , у) = а А у е R), 
х, если fix, у) = х v ( Д х , >>) = а А х е R), 
а, если / (х, у) = av {х,у} Г) R = 0. 

Но Л — также asr множество, поэтому Л — полурекурсивное множество (см. [5]). 



148 А. Н. Дегтев 

Теорема 2. Каждое psr множество, которое является wsr или wsr* множеством, полу­
рекурсивно, но существует psr множество, которое не является ни wsr, ни wsr* мно­
жеством. 

Доказательство. Первая часть утверждения теоремы следует из предложений 2 и 3. 
Докажем вторую часть. 

В [5] автором было построено asr множество, не являющееся wsr множеством и тем 
более полурекурсивным. Тогда дополнение этого множества будет psr, но по предложе­
ниям 2 и 3 ни wsr, ни wsr* множеством. 

Предложение 4. Каждое почти f$-комбинаторно селекторное множество является час­
тично у-комбинаторно селекторным множеством для подходящей булевой функции у. 

Доказательство. Пусть А — почти fi-комбинаторно селекторное множество посредством 
общерекурсивной функции / ' , а е А и булева функция у определена следующим образом: 
у(о1,...,ея) = №,...,§*). 

Справедливы соотношения 

j8(x(*i),. . . ,(*„)) = 1 = > f(xi,...,x„) €{xi,...,xn}riA 

= > к0сС*7)>-- >хС*л)) = 1. 
0(x (* i ) . . . . . Х(*л)) = 0 = > ( / ( * ь . . . ,х„) е ПА) v ( / ( x i , . ..,хн)=а) 

= > К х Ш . . . . >х(50) = 1-
Поэтому А будет psr множеством посредством общерекурсивной функции / . 

Пусть Р(Р) — класс всех частично /J-комбинаторно селекторных множеств. 

Теорема 3. Если булева функция fi такова, что fi(x,..., х) = х, то P(fi) совпадает с 
одним из классов 

/г(0) с F{\) с Р(Х v у)С F°°, причем все включения строгие. 
Доказательство. В [6] автором было доказано, что если булева функция f} такова, что 
/3(х,... ,х) = х, то класс A(J3) всех почти ^-комбинаторно селекторных множеств со­
впадает с одним из классов F^ с F ( 1 ) С А(ху) С F 0 0 , причем все включения строгие. 
Используя предложение 4, получаем утверждение теоремы. Напомним, что классы А(ху) 
и Р(х v у) являются классами почти и частично полурекурсивных множеств соответст­
венно. 

В заключение дадим ответ на вопрос из работы [3]. Пусть p = x v y n y = 
ху v xz v yz, а К(/3) и К(у) — соответственно классы слабо ^-комбинаторно селек­
торных и у -комбинаторно селекторных множеств. В [3] показано, что K{fi) с К(у), 
но оставалось не ясным, является ли это включение строгим. Оказывается, имеет место 
следующая теорема. 

Теорема 4. Справедливо равенство K{fi) = К{у). 

Доказательство. Пусть А е К (у), трехместная частично рекурсивная функция / соот­
ветствует А и а, а — фиксированные элементы из Л и i . Будем определять двуместную 
частично рекурсивную функцию g, посредством которой А окажется слабо ^-комбина­
торно селекторным множеством. Ясно, что если х е А или у е А, то f(x,y,a)l. По­
этому начинаем вычислять значение f(x,yya), и если f(x,y,a)f, то и g(x,y)^. Пусть 
f(x,y,a)i. 
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Рассмотрим два случая. 
В первом случае f(x4 у, а) е {х, у}. 
Полагаем g(x, у) = / ( х , у, а). 
Во втором случае f(x,y,a) = а. Рассматриваем тот подслучай второго случая, вы­

полнение условий которого выяснится раньше. 
Подслучай А: справедливо равенство f(x,y,a) = х (/(х,>>,а) = у). Полагаем 

g(x,y) = у (g(xyy) = х), замечая, что х,у € А = > /(*,;>, й ) | . 
Подслучай В: найдется число и такое, что f(yyuya) = w = f(x,u,a). Так как 

w € Л ==> х е Аии е А = » . y e i , полагаем g(x, >>) = х. 
Покажем, что если Л — не рекурсивно перечислимое множество (все рекурсивно 

перечислимые множества являются слабо )8-комбинаторно селекторными множествами), 
х е А и у е А, то такое число и существует. Рассмотрим рекурсивно перечислимые 
множества В = {и: f(x,u,a) e {а,и}}, С = {и: f(x,u,a) e {х,м}}. Ясно, что А с В ПС 
и в качестве и можно взять любое число из (В ПС)\А. 

Подслучай С: найдется число и такое, что / (х ,м ,д) = и = f(y9u,a). Полагаем 
g(x,y) = у. 

Если же выполнение условий одного из подслучаев обнаружить не удается, то g(x, у) 
неопредел ено. 
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