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ОБ АНАЛИТИЧНОСТИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ 
ДИФФЕРЕНЦИАЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ОСОБЫМИ ТОЧКАМИ. I 

Проблема аналитической зависимости решений регулярно возмущен­
ных задач от параметра возникла достаточно давно и в настоящее время 
хорошо изучена (см., например, [1—4]). В указанном случае от данных 
задачи требуется только определенная гладкость, и решение соответст­
вующим образом наследует эту гладкость. Для сингулярно возмущенных 
задач (т. е. задач с возмущениями главных частей оператора) проблема 
исследования гладкости решений находит свое решение в связи с разви­
тием метода регуляризации Ломова (см. [5]) , который позволяет для 
таких задач строить не только асимптотические (как с помощью других 
методов), но и точные решения в виде рядов Тейлора по малому параметру. 
Для систем обыкновенных дифференциальных уравнений и для оператор­
ных уравнений в банаховых пространствах такие вопросы изучены в 
[5—9], где показано, что вследствие наличия особой точки по параметру 
в сингулярно возмущенных задачах гладкость данных задачи не гаранти­
рует гладкости ее решения. Кроме гладкости от данных задачи требуется 
принадлежность их к специальным образом построенным функциональным 
пространствам. 

В настоящей работе указываются необходимые и достаточные условия 
на правую часть и коэффициенты дифференциального уравнения 

гТ(—Ю)и-\-а(х\, X2)u — h(xu x2l е), (1) 

T(-iD)= I аа(-Ю)\ 
I a | < 2 

при которых оно имеет единственное аналитическое по е, периодическое 
по JCI, JC2 решение и = и { х \ , дг2, г). Здесь е = 0—особая точка, а = ( a i , a 2 ) — 
целочисленный мультииндёкс, а а — действительные числа, 

( _ Ш ) а = ( - Ш , ) * ' ( - Ш 2 ) * ' , Dk=-j^~-, | a | = a , + a 2 . 

Отметим, что, хотя рассматриваемые нами области определения пре­
дельного и возмущенного операторов в (1) одинаковы (что характерно 
для регулярных возмущений), в полученных ниже для уравнения (1) 
результатах на его данные накладываются требования такого же типа, 
как и в сингулярно возмущенных задачах. Устанавливается, например, 
в простейшем случае, что уравнение 

е ^ U

9 + a u = ho{x\), a = const=^=0, (2) 
dx\ 

имеет единственное аналитическое по е в некоторой окрестности точки 
8 = 0, периодическое по х\ (с периодом 2л) решение u = u(xi,e) тогда 
и только тогда, когда его правая часть ho(xi) является тригонометри-

2168 



ческим многочленом. Основные результаты работы анонсированы в [10J. 
Определим класс функций, в котором мы будем искать решения урав­

нения (1). 
О п р е д е л е н и е . Будем говорить, что функция и = и(х\у х2, е) 

принадлежит классу AC?uXt, если функции Dau(x\y х2, е) , | а | < 2 , анали-
тичны по е в некотором круге | е | < е * , периодичны по х\9 х2 с периодами 

п , тг (не зависящими от е) соответственно и непрерывны по совокупности 
переменных х\, х2, г в области Se* ={(х\, х2у е) \ (х\, х2) е П = [0, T I ] X 
X [0 ,т 2 ] , | е | < е \ е е = С } . 

Будем исследовать уравнение (1) в предположении, что функция 
а(х\у х2) удовлетворяет условию 

1° а ( х , д 2 ) е С {R\R\ а(хих2)ф0 V ( * i , x 2 ) . 
Введем в рассмотрение оператор F = a~[(х\у x2)T(—iD) с областью 

определения 

G=[u(xux2)\ueC?UTt(R2'>C)}. (3) 
Для каждого v > 0 рассмотрим множество функций 

Y}p={g(xux2)^ClZAR^C)\3M = M(g1v): \\Fkg\\c <Afv*, fe = 0, 1, . . .}, 
г Д е ||ф||с = max |ф(хь x2) I У ф ( х ь x2) Е С ( П ; С). 

Отметим, что если оператор F замкнут, то при любом v > 0 пространст­
во Ypp с нормой | | g | | y= sup (v"~*||F*g||c) является банаховым (см. [11]). 

k 

Любую функцию g.(xi, JC2), принадлежащую множеству Ypp, будем на­
зывать периодической функцией экспоненциального типа, не превосходя­
щего v. В работах [7, 11] строились пространства векторных функций 
экспоненциального типа со степенными операторными базисами (см. 
также [12]). Для наших же целей потребовались пространства периоди­
ческих функций экспоненциального типа, базисы в которых должны 
состоять, естественно, из периодических функций. 

Структуру пространств Ypp опишем с помощью собственных значений к 
и собственных подпространств Z(F — XI) оператора F 

{F-XI)v^ (JL T(-iD)-Ai) v = 09 v(xu х 2 ) б С (# 2 ; С). (4) 

Пусть L|2

a( (П) — пространство измеримых по Лебегу комплексно-
значных функций g{x\,x2), удовлетворяющих соотношению 

Т | Т 2 

\ \ \g(x\, х2) | 2 | а ( х ь х2)\dx\dx2< о о , 
о о 

со скалярным произведением 
Tl Т 2 

( g i > g 2 ) = \ \ g\(x\, x2yg2(xu х2) \a(xu х2) \dxidx2 

о о 

У г , , й е 4 , ( П ) . (5) 

Так как оператор F=a~l(хи x2)T(—iD) с областью определения (3) 
является симметрическим в пространстве L,2

a, (П) , то все его собственные 
значения — действительные числа, а собственные функции, соответст­
вующие различным собственным значениям, ортогональны относительно 
скалярного произведения ( 5 ) . 

Предположим, что для собственных значений и собственных функций 
задачи (4) выполняются следующие условия: 

2° задача (4) имеет счетное множество различных собственных значе­
ний | Х0 \ < I Х\ I < . . . < I А,/| < . . . с предельной точкой только в бесконечнос­
ти; 
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3° собственные пространства Zi = Z(F — XJ) удовлетворяют одному 
из следующих условий: 

а) каждое собственное подпространство Z/, / = 0, 1, ... , конечномерно; 
б) одно из собственных подпространств Z/ бесконечномерно; 
в) более чем одно из собственных подпространств Z/ бесконечномерно. 
Можно считать, что базис vij(x\, х2)9 / = 1 , si (si — натуральное число 

или + оо) каждого из подпространств Z/ ортогонален относительно 
скалярного произведения (5) (в противном случае следует воспользо­
ваться процессом ортогонализации); 

4°а) при выполнении условия 3°а) система собственных функций 
задачи (4) 

{Vlj(xUX2), / = 1 , 5 / , / = 0, 1, ...} (6) 
образует ортогональный базис в пространстве Lfa] (П); 

б) при выполнении условия 3°б) система (6) образует ортогональный 
базис в L| 2

a|(IT), причем ряд Фурье по системе (6) любой функции 
f(xu х2) е С ; ~ 2 (/?2; С ) сходится по норме пространства C?uX2(R2\ С ) ; 

в) при выполнении условия 3°в) система (6) также образует ортого­
нальный базис в Lfa\ (П) , причем ряд Фурье по системе (6) любой функции 
f(x\9 х2) е С Г т , ( # 2 > С ) обладает следующим свойством: если 

с » Si 

f(xUX2) = X I fljVlj{X\,X2), 

* о /=0 / = 1 

то любой ряд 
оо Si 

£ £ \fijDavij(x\, х2)\, a = ( a i , a 2 ) , a i , a 2 = 0, 1, ... , 
сходится равномерно в прямоугольнике П. 

Справедлива следующая 
Т е о р е м а 1. Пусть функция а(хи х2) и оператор F удовлетворяют 

условиям 1°—4°. Тогда для того, чтобы функция g(x\9 х2) принадлежала 
пространству Ypp (при некотором v > 0), необходимо и достаточно, чтобы 
g(x\, х2) представлялась в виде суммы собственных функций задачи (4), 
принадлежащих конечному числу собственных подпространств оператора 
F, т. е. чтобы выполнялось равенство 

/о /о Si 

g(xu х2) = £ vi(xu х 2 ) = £ £ 8и*>ц(хих2). ( 7 ) 
/ = 0 / = 0 / = 1 

Здесь vi(x\9x2)—собственная функция задачи (4), соответствующая 
собственному значению А,/, / 0 — наибольшее из натуральных чисел I, для 
которых выполняется неравенство | А,/| ^ v , gij — произвольные комплекс­
ные числа, si — натуральное число или -f- оо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть функция 
g(x\,x2) представляется в виде ( 7 ) и пусть — произвольное целое 
число. Тогда 

Fkg(xux2)= I Fkvi(xux2)=l tfvi(xux2). 
1 = 0 / = о 

/о 

Следовательно, полагая v.= max |А,/|, A f = У | |v t | | с , получаем | | F g | | c < 
0 < / < / 0 / = 0 

/о 

< v * £ \\vi\\c=Mvk, поэтому g(xux2)^Y}p. 
1 = 0 

Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть g (хи х2) е Yv

Fp при некотором v > 0. 
Так как при этом g(xu х2) ^Ца\ (П) , то, согласно условию 4°, функция 
g{x\,x2) представляется рядом по ортогональной системе собственных 
функций (6) 
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g(xx,x2)=£ X gijVij(xu x2). (8) 
/ = 0 / = 1 

Коэффициенты gi} ряда (8) являются коэффициентами Фурье функции 
g{x\,x2) по системе (6) 

g i i = ; S 1 " \ , /=l,s/, / = 0 , 1 , . . . 
Пусть А,/=̂ =0. Поскольку при любом целом £ > 0 справедливо соотношение 
Fkvij(xly х2) =Хкиц(хи х2), то gtj= (g, hvij)/lk(vih vij) = (g, f % ) A?(w//, 

Используя симметричность оператора F , получаем из последнего соот­
ношения следующее равенство: g / y = (f*g, и//) Д/(tf/y, у /у) . Применяя нера­
венство Коши — Буняковского и используя принадлежность функции 
g(x\,x2) пространству Y}p, приходим к таким неравенствам 

ЛМ2\ X\a{xx,x2)\dxxdx2){/2 

^"'^ \lf\(vlhvri) ^ \ \ k i \ J V(»//.*//) 
£ = 0 , 1 , . . . 

Последние неравенства показывают, что g7/ = 0 при |A,/ |>v, поэтому 
из (8) следует, что 

/о 5/ 

g (*i ,* 2 ) = I X g/;M*i>*2), ( 9 ) 
где / 0 — наибольшее из натуральных чисел /, для которых выполняется 
неравенство |A, / |^v . 

Из соотношения (9) следует, что при выполнении условия 3°а) функция 
g(x\,x2) представляется в требуемом виде 

/о 

g ( x u х2) = X vi{x\, х2), (10) 
/ = 0 

где 
Sl 

Vi(XU х2) = £ gljVlj(X\> х?) О 1 ) 

— собственная функция задачи (4), соответствующая собственному зна­
чению Л/, / = 0, /о-

Пусть выполняется условие 3°б) и пусть V — собственное значение 
задачи (4), для которого собственное подпространство Z(F — fkl*I) бес­
конечномерно. Если IV | > v, то формулы (10), (11) дают искомое пред­
ставление функции g(x\,x2); если же I V I ^ v , то из (9) следует, что 

00 IQ Si 

1 gfjvrj(xux2)=g(xux2)— £ £ gljvlj = vr(xux2). (12) 

Из (12) вытекает, что v? (хи х2) s C " , (# 2 ; С ) , поэтому (в силу условия 
4°б)) разложение (12) функции v? (х\, х2) сходится по норме пространства 
С 2

ь Т 2 ( / ? 2 ; С ) . Из сказанного следует, что 
оо 

Daur(xux2)= X gnDavn{xx,x2), | а | < 2 , 

поэтому 
оо оо 

Fvr (хих2) = £ gnFvn(xu x2)=Xr X gnvri (х\, х2) = tivr (х\, х2). 
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Итак, функция Vf(x\yx2) является собственной функцией задачи (4), 
соответствующей собственному значению V , поэтому из (12) получаем, 
что функция g(x\yx2) допускает требуемое представление вида ( 7 ) . 

Пусть, наконец, выполняется условие 3°в). Тогда каждая из функций, 
определяемая равенством (11), является либо многочленом (и тогда 
si — натуральное число), либо рядом (и тогда s / = + оо) по собственным 
функциям vij(x\y х2)у отвечающим собственному значению XL. Так как 
g(x\, х2) e C ~ T f (R2; С), то из условия 4°в) следует, что каждый из рядов 
(11), а также ряды 

St 

£ gijDavij(xly х2)у а = ( а ь а 2 ) , ои, a 2 = 0, 1, ... , 

/=i 
сходятся равномерно в прямоугольнике П. Следовательно, vi(x\y х2) ^ 
^ С Т 7 Д 2 ( / ? ; С) и, кроме того, 

Sl Si 

Fvi(xu х2) — £ gijFvij(x\y x2) = X / £ gijVij(xu x2) =Xivt(xu x2). r=i /=i 
Таким образом, функция vi(x\yx2) принадлежит собственному по про­
странству Z(F-XiI) и поэтому из (10), ( И ) следует? что формула (7) 
справедлива. Теорема 1 доказана. 

Отметим, что для оператора F = d/dx\ структура пространств Y}p 

изучена в [11, 13]; в этом случае пространства Y}p состоят из тригоно­
метрических многочленов 

£(*i)= I #*ехр(2л/ . 

Докажем теперь результаты, касающиеся существования и единствен­
ности аналитических по е периодических решений уравнения (1). 

Т е о р е м а 2. Пусть функция а(х\у х2) и оператор F удовлетворяют 
условиям 1°—4° и пусть h0(xu х2) G C " T 2 (R2\ С). Тогда для того, чтобы 
уравнение 

гТ( — Ш)и + а(х\у x2)u = h0(x\y х2) (13) 

имело решение и = и(х\у х2у е ) , принадлежащее классу АС2

иТ2, необходимо 
и достаточно, чтобы функция ho(x\y х2)/а(х\у х2) принадлежала про­
странству Y}p (при некотором v>0), т. е. чтобы она представлялась 
в виде суммы собственных функций задачи (4), принадлежащих конечно­
му числу собственных подпространств оператора F: 

На(?'х*\ =1М*иХ2)=1 2 > , M * i . * 2 ) . Л И ) а{х\ух2) i=oi=i 
Указанное решение определяется однозначно и представляется сле­

дующей формулой: 
оо 

и(хих2уг)= £ ( — 1) k e k F k (h 0 ( x \ y х2)/а{хХу х2)) = 

4 ^ ^ - J t T ^ W - > . (15 . 
l e K e ' ^ I A J - 1 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Д о с т а т о ч н о с т ь . Будем искать реше­
ние уравнения (13) в виде ряда по степеням е 

оо 

и(хих2уг)= £ гкик(хих2). (16) 
k = 0 
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Подставляя ряд (16) в уравнение (13) и приравнивая коэффициенты 
при одинаковых степенях е, получаем 

(17) 
и0(хи x2)=ho{x{j х2)/а(х\9 х2)у 

uk(xu х2) = ( — \)kFk[h0(xu х2)/а(хи х2)], * = 1 , 2, ... 

Отсюда следует, что если ряд (16) является решением уравнения (13), 
то это решение представляется в виде 

о о 

u ( x u x 2 , e ) = £ (—l)zhF[ho(x\,x2)/a(xuX2)]. 
(18) 

k=0 

Покажем теперь, что если частное ho{x\, х2) /а(х\, х2) принадлежит про­
странству Y}p при некотором v > 0, то функция (18) действительно явля­
ется решением уравнения (13), принадлежащим классу ЛС 2 , Х 2 . Рассмот­
рим ряд 

£ (-l)kBkDaFk[ho(xux2)/a(xux2)], [ а ] < 2 . (19) 
к = 0 

Так как функция A 0(JCI, Х2)/а(х\, х2) представляется в виде ( 1 4 ) , причем 
max U / | < v , то при любом / г > 0 

0 < / < / 0 

Dajpk hb(X\yX2) 

a(xu х2) 
£ X i D a v i ( x u x 2 ) 
= 0 

< I U , | * | | D a u , | | c < v * £ ; \\v,\\c—Mvk, (20) '° U / l * l | D a u ; | | c < v * _ 
/ = 0 / = 0 

норма собственной функции vi(x\, хг) в пространстве где \\vi\\(? 

С ? , Д 2 ( / ? 2 ; С ) . 
Пусть 8 0 — произвольная точка интервала (0, v ). Тогда из (20) 

о о 

следует, что сходящийся числовой ряд £ (Afv*eo) является мажори-
k = 0 

рующим для функциональных рядов (19) в области S e o , поэтому ряды (19) 
сходятся равномерно в области S e o . Следовательно, ряд (18) можно по­
членно дифференцировать по Х \ , х2, причем 

Dau(xux2,B)= £ (-\)kDaFk(h0/a)ek 

V(xu х2, е) €=5 е о , |ос| < 2 . 
При этом сумма ряда (21) является непрерывной в области Seo V e 0 e 
е ( 0 , v - 1 ) и, значит, непрерывной в области Se- при e* = v _ 1 ; поэтому 
функция (18) принадлежит классу ЛСТ

2,,Т2. 
Из (21) вытекает, что ряд (18) допускает почленное применение 

оператора F: 

Fu(xux2,e)= £ (-\)kFk+l(h0/a)ek (22) 
/г = 0 

Подставляя (18), (22) в уравнение (13), получаем, что функция (18) 
обращает его в тождество. Таким образом, функция и(хих2у е), опреде­
ляемая равенством (18), является искомым решением уравнения (13), 
причем это решение определяется однозначно. Запишем его в другой 
форме. Используя (18) и (14), получаем 

ОО /о 

и(х\,х2,г)= £ ( — 1) V £ * 2 ) = 
6 = 0 

2173 



откуда и следует формула (15). 
Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть уравнение (13) имеет решение и = 

= и(х\ух2у е), принадлежащее классу ЛС 2

ь Т 2 . Тогда при |е | < е * функция 
и(х\ух2у е) представляется рядом (16), а функции Dau, 0 < | а | < 2 , — 
рядами 

о о 

Dau(x\yx2y е) = £ Vak(xu х2)гк. (23) 
k=0 

Используя формулы для коэффициентов ряда Тейлора аналитической 
функции, получаем при любых 6 = 0, 1, ... , е 0 е (0, е*), (х\ух2)^П: 

uk(xux2)= * . ф м(Х | ,х 2 , (24) 

Vak(xux2) = ф Dau(xu х2у g ) ^ - * " 1 ^ . 

Так как w(jti, х 2 , е) СТ

2

1)Х2, то суммы рядов (16), (23) непрерывны по 
х\у х2у е в области S e-. Следовательно, используя теорему о дифферен­
цировании интеграла по параметру, получаем 

Da( ф «(*,, * 2 , £)ГЛ~'<*£) = $ О а м ( х ы 2 Д ) Г * - ' С (25) 
ICl=eo ISI=eo' 

Из (24), (25) вытекает, что uak(xi, х2) =Dauk(x\y х2)у следовательно, 
в силу (23) 

Dau(xux2y е) = £ Dauk(xux2)Ek

y | е | < 8 * , | а | < 2 . 

Таким образом, справедливо равенство 
о о 

FH(JCI, * 2 , е) = £ Fu>k{x\y х2)гк

у | е | < е * , 

которое позволяет сделать вывод, что коэффициенты ряда (16), явля­
ющегося решением уравнения (13), вычисляются по формулам (17). 

Используя неравенства Коши для коэффициентов аналитической функ­
ции, получаем для коэффициентов ряда (16) следующие оценки: 

\uk(x\yx2) Keo~* max |и(х\ , х2у е) | <М(е 0 )е(Г*, (26) 
|е|=е 0 

справедливые при любом 8 о ^ (0, 8*) . Здесь 

М(г0)= max max \и(хи х2у е) \ < о о . 
(х,у)^П | е | = е0 

Принимая во внимание соотношения (17), (26), приходим к следующим 
неравенствам: 

* H^XUX21 < M ( 8 0 ) 8 0 - f e , V 8 0 e ( 0 , 8 * ) , /2 = 0, 1, ... 
а{хХух2) с 

Отсюда вытекает, что Ао(*ь х2) /а(х[у х2) <= Yv

Fp при v = 8 0 ~ 1 V e 0 e ( 0 , е*). 
Теорема 2 доказана. 

Если в уравнении (1) правая часть является многочленом по 8, то 
имеет место 

Т е о р е м а 3. Пусть функция а(х[у х2) и оператор F удовлетворяют 
условиям 1°—4°, m — некоторое натуральное число, и пусть h(x\y х2у г) = 
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= £ hp{xux2)sp, причем hp(x\y x2) €=C~ T 2 (/? 2 ; C ) , p = 0, m. 7огда для 
/7 = 0 

того, </гобы уравнение (1) имело решение и = и(х\у х2у г) е Л С 2

ь Т 2 , «еоб-
ходимо и достаточно, чтобы функция 

W, 
t ( X ^ 2 ) = l o ( ~ f ) ( а ( * „ * , ) ) 

(27) 

принадлежала пространству Y}p (при некотором v > 0), т. е. чтобы она 
представлялась в виде суммы собственных функций задачи (4), принад­
лежащих конечному числу собственных подпространств оператора F: 

lm lm Si 

wm(xux2) = У vi(xu x2) — £ £ g / ? M * i » * 2 ) . ^ 2 8 ^ 
/ = 0 / = 0 / = l 

Указанное решение определяется однозначно и представляется в сле­
дующем виде: 

и(хи х2, г) = Я£ { У ( - F ) ' ^ " / v ^ 1 : ? ^ 8 * + I ( - Л * - л < М * ь * 2 ) в * = 

| е | < е * = ( max (29) 
0 < / < / m 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Д о с т а т о ч н о с т ь . Будем искать реше­
ние уравнения (1) в виде ряда (16). Подставляя ряд (16) в уравнение (1) 
и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях е, получаем 

Uk(Xu х2) = « 
£ ( — F)}(hk-j(xu х2) /а(хи х2)), если /г = 0, т , 

/ = о 

(-F)k-mum=(-F)k-mwm, если /г = т + 1 , . . . 

Отсюда следует, что если ряд (16) является решением уравнения (1), то 
это решение представляется в виде следующей суммы: 

и(хих2,в)= I \ l ( _ f ) / J ± i U e * + I {-F)k-mwmzk. 
k = 0 l/ = 0 a ) k = m 

(30) 

Так же, как и при доказательстве теоремы 2, устанавливается, что 
если функция тют(хих2)у определяемая равенством (28), принадлежит 
пространству YFp (при некотором V > 0 ) , T O функция (30) является реше­
нием уравнения (1), принадлежащим классу Л С 2

Д 2 . Из (28), (30) следует, 
что искомое решение представляется в виде (29). 

Доказательство необходимости проводится так же, как и при доказа­
тельстве теоремы 2. 

В более общей ситуации, когда правой частью уравнения (1) является 
не многочлен, а аналитическая по е функция, нами получены достаточные 
условия существования решения класса ЛС 2

ь Т 2 , которые содержатся в сле­
дующей теореме. 

Т е о р е м а 4. Пусть функция а(х\, х2) и оператор F удовлетворяют 
условиям 1°—4° и пусть для функций hk<=C"X2(R2\ С), £ = 0, 1 , . . . , вы­
полняются следующие условия: 

а) существует натуральное число m такое, что функция wm(x\yx2), 
определяемая формулой (27), принадлежит пространству YFp (при не­
котором v > 0) , т. е. допускает представление вида (28); 

б) функции hk(xu х2)/а{х\, х2), k = m+l, m + 2, . . . , также принадле­
жат пространству YFp, т. е. представляются в виде 

2175 



Ilk 

hk(xuX2)/a(xux2)= £ vi(x\,X2), (31) 
/ = 0 

причем 

I \\v}\\c<ABk, k = m+\,m + 29... (32) 

(здесь Ay В — некоторые положительные постоянные, не зависящие от 
vi(x\9 Х2) — собственные функции задачи (4), соответствующие собствен-
ному значению А,/, / = 0 , /и, k = m+ 1, m + 2, . . . ) . 

Тогда если 
оо 

Л ( * ь * 2 , е ) = £ hk(xitX2)ek

1 | е | < 5 - 1 

(а, следовательно, h(x\9X29e) аналитична по г), то уравнение (1) имеет 
решение и = и (х\, лгг, е ) , принадлежащее классу А С т

2

ь Т 2. Указанное решение 
определяется однозначно и представляется в следующем виде: 

л=о 1/=о А J 
0 0 00 . k — m— 1 L ч 

+ £ ( —F )*~ m te) m e*+ I f I ( - F ) " - ^ 4 e * = 

oo k — m—\ l\,k-v. 

+ I { I I ( - A . < ) V - " ( * i . * 2 ) } e * , 

| e ! < e * = { m a x ( 2 B , v ) } - ' . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем искать решение уравнения (1) в виде 
ряда (16). Подставляя ряд (16) в уравнение (1) и приравнивая коэффи­
циенты при одинаковых степенях е, получаем 

Y (-FY * а ) , если fe = 07̂ , 
jt0 a(xuxi) 

«.<*„*.) =1 "I { - F V ^ ^ + (-F)k-mw^ux^ 

если ft = m + l , m + 2, ... 

Отсюда следует, что если ряд (15) является решением уравнения (1), 
то это решение представляется в виде следующей суммы: 

m—\, k U . ч 

и(хих2,г)= I 1 Ю ' ' ^ е Ч 

оо оо ^ /г—т—1 U, ч 

+ У (-F)k-mwmek+ i l l ( - ^ ^ т Ч в * . (33) 

Покажем, что при выполнении условий теоремы 4 функция (33) дейст­
вительно является решением уравнения (1), принадлежащим классу 
ЛС г

2

1 > Т 2. Рассмотрим ряды 
оо оо { k — т — 1 U ч 
У Da( — F)k~mwmtk+ I ( I / Г ( - / Т - ^ т Ч е \ 1 о | < 2 . (34) 
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Учитывая соотношения (27), (28), (31), (32) и тот факт, что функции 
(28), (31) принадлежат пространству 'Y}p, получаем 

\DaFk-mwm\\c=\\ У XrmDavi\\c<vk-ml 1Ы1с> (35) 
/=о /=о 

k — m—\ и k — m—l п , * - ц 

V D«(-F)*JlL^L- = | | у у {-hVITv}-*\\c< 
k — m —1 /1. 

ц = 0 / = 0 

k — m — 1 / i . f t -ц k — m — 1 

< I V>1 Z 1 1 и М 1 с < Л Z v"B*-"<4ofl& (36) 
ц = 0 / = 0 ц = 0 

где B 0 = max(2B, v) , а Л 0 — некоторая положительная постоянная, зави-
U ' 

сящая от v, Л, В, т . Полагая Л/ = т а х { Л 0 , v _ m £ ||У/|1С2} И выбирая в 

качестве е 0 произвольную точку интервала (0, е*), е* = В 0 ~ 1 , получаем из 
сю 

(35), (36), что сходящийся числовой ряд £ (2Л1Воео) является мажори-
k = m 

рующим для функциональных рядов (34) в области S 8 o , поэтому ряды 
(34) сходятся равномерно в области S e o . Далее доказательство заверша­
ется так же, как доказательство достаточности теоремы 2. 

Отметим, что полученные нами теоремы о гладкости решений по сингу­
лярно входящему параметру без труда переносятся на операторы про­
извольного порядка с соответствующими свойствами собственных зна­
чений и собственных функций. 
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