
функциональный анализ и его прилоэюения 
1993, т. 27, вып. 1, с. 25-32 

УДК 517.9 

Гармонический анализ и глобальное экспоненциальное 
отображ:ение для компактных групп Ли 

© 1993. А. X. Д У Л И , Н . Д Ж . В И Л Д Б Е Р Г Е Р 

§0. Введение 

Большая часть современного анализа на группах Ли использует переход от 
алгебры Ли д к группе Ли G с помощью экспоненциального отображения. Из­
вестно, что экспоненциальное отображение «плохо себя ведет» вдали от нуля в д, 
так что лучше всего рассматривать его лишь в окрестности нуля, где оно явля­
ется диффеоморфизмом. Многие важные результаты справедливы лишь в такой 
окрестности. 

Мы здесь предлагаем следуюп];ую новую точку зрения: 
О с н о в н о й ПРИНЦИП. Истинное взаимоотношение меэюду д и G проявляется 

только при рассмотрении всего экспоненциального отобраэюения ехр: д ^ G. 
В этой статье мы приводим доводы в пользу этого принципа в случае, когда 

G — связная компактная группа Ли. Наши результаты связаны с некоторым 
отображением Ф, которое мы называем обертывающим отобраэюением. Рассмо­
трение его подсказано работами Дюфло, Вернь и Кашивары и Вернь. Пусть j 
— аналитический квадратный корень из якобиана экспоненциального отображе­
ния, выделяемый условием ^'(0) = 1. Для обобп];енной функции и с компактным 
носителем на д определим обобп];енную функцию Ф(^) на G формулой 

(ФМ,/) = (г.,Я), 

где / G C '^(G) , а f{X) = / ( е х р Х ) для X Е д. Это определение имеет смысл 
также, если и — суммируемая функция на ^, в частности, если и принадлежит 
пространству Шварца S{g) алгебры Ли д. 

Наш первый результат относится к этому последнему случаю. Пусть Т С G 
— максимальный тор и t — его алгебра Ли. 

Т Е О Р Е М А 1. Пусть ср G S{g) есть G-инвариантная функция. Тогда Ф{j(p) 
будет G-инвариантной С"^ -функцией на G, задаваемой формулой 

ФО>)(ехрЯ) = ^ ( р ( Я + 7) 
7 е Г 

ъсех Н Ei, где Г = ехр ^(е) П t . 
В качестве приложения этого результата мы дадим короткое доказательство 

теоремы Пуассона-Планшереля для компактных групп Ли, полученной М. Вернь. 
Наш следуюп];ий результат: 
Т Е О Р Е М А 2. Пусть ц., v — две G-инвариантные обобщенные функции с ком­

пактным носителем на д или две G-инвариантные суммируемые функции. Тогда 

ф(^1л * ^) = ф(^) * Ф(^), 

где свертка слева берется на д, а справа — на G. 
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Этот результат тесно связан с формулой Хариш-Чандры. Он также аналоги­
чен теореме Кашивары-Вернь [5] для разрешимых грунн Ли. В случаи, когда /х 
ж 1У — обычные функции, это было известно из работы Френкеля [4]. 

Наше доказательство этого факта очень просто и опирается по суп];еству только 
на формулу Кириллова для характеров. 

С нашей точки зрения теорема 2 является одним из наиболее фундаменталь­
ных фактов гармонического анализа на компактных группах Ли. Из нее легко 
выводится описание G в терминах старших весов (или целочисленных орбит ко-
присоединенного представления), формула Хариш-Чандры, формула Кириллова 
для характеров (и, следовательно, формула Г. Вейля), гипотеза Томпсона и много 
других интересных фактов. Эти приложения обсуждаются в последнем разделе. 
Кроме того, в теореме 2 не используются никакие сведения о структуре группы 
G (максимальные торы, корни, веса и т.д.) 

Поэтому она является прототипом обп];его результата, справедливого, воз­
можно, для суп];ественно более широкого класса групп. 

Поскольку формулировка теоремы 2 не использует структуры группы G, она 
должна иметь доказательство, также не используюп];ее этой структуры. Поэтому 
с нашей точки зрения интересна и важна следуюп];ая задача, которую мы пока 
не в состоянии решить. 

ОСНОВНАЯ ЗАДАЧА. Найти доказательство теоремы 2, не использующее 
структурную теорию или теорию представлений. 

Возможно, что такое доказательство будет основано на нетривиальном то­
ждестве, связанном с формулой Бейкера-Кемпбелла-Хаусдорфа, которое будет 
иметь приложения и к другим классам групп Ли. 

§1 . Обозначения 

Пусть G — связная компактная группа Ли, д — ее алгебра Ли, Т — мак­
симальный тор и t — его алгебра Ли. Обозначим (• , •) форму Киллинга на д. 
Относительно присоединенного действия алгебры Ли t алгебра д разлагается в 
сумму 

п 

где Qa ^ Q — двумерные веп];ественные подпространства в ^, в которых оператор 

a d i 7 , i7 G t, имеет в подходяп];ем базисе матрицу а{Н) I ) . Множество ^ - 1 0^ 
функционалов а вместе с —а образует систему корней Д С t*. Это определение 
R не вполне стандартно, но имеет то преимуп];ество, что не требует перехода к 
комплексификации группы Ли G. 

Выберем порядок на i?, и пусть i?+ означает множество положительных кор­
ней, W — группу Вейля, t^—положительную камеру Вейля и ^ = (1/2) Х^а^я ^• 
Пусть A c t * означает множество целочисленных весов для t (т.е. таких функци­
оналов 7 , ^то ехрН -^ е^^^^^ определяет характер тора Т), а Л+ = Aflt^ — мно­
жество положительных целочисленных весов, упорядоченное обычным образом. 
Пусть j есть G-инвариантная аналитическая функция на д, заданная формулой 

./..ч т т 8 т ( а ( Я ) / 2 ) 

квадрат j совпадает с якобианом экспоненциального отображения. 
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Каждому неприводимому представлению тг Е G соответствует единственный 
старший вес А G Л+ и обратно. Если ^̂ г̂ = Хл — характер этого представления, 
то формула Кириллова утверждает, что 

j{X)xAX) = [ e^^(^)d/XA+^/?) для X G g, 
JOx + 5 

где Ox-^s — орбита коприсоединенного представления, проходящая через точку 
А + ^ G t* С g* (вложение определяется формулой Киллинга), а /хл+(5 — инвари­
антная мера на орбите с полной массой с?л = йтг = dimTr. 

Мы нормируем меры Хаара d^ на G и dt на Т так, чтобы они имели пол­
ную массу 1. Соответственно мы нормируем меру dX на д так, что если U — 
окрестность нуля в д, на которой экспоненциальное отображение инъективно, 
то для / G (7^(Т) справедливо равенство 

[ f{expX)\j{X)\4X= [ f{g)dg. 
J и JexpU 

Аналогично, лебегова мера dH на t нормируется условием: для окрестности 
V нуля в t, на которой экспоненциальное отображение инъективно, и для / G 
С'^{Т) мы имеем 

/ f{expH)dH= [ f{t)dt. 
'V JexpV 

При такой нормировке формула интегрирования Вейля на д принимает вид 

f^{X)dX=f Ц a{Hf f ^{g-H)dgdH, 

где g-H означает Ad{g)H. Ha группе G формула Вейля имеет вид 

Iji9)dg = щ l^\Ait)\' l^fig.t)dgdt, 
где g-t означает gtg~^ и 

|Д(ехрЯ)|2 = |ЯЯ)|2 П 1«(Я)Р. 

Е с л и (р G С^ ( ^ ) , ПОЛОЖИМ 

( р ^ ( Х ) = [ ^{g-X)dg 
JG 

И, аналогично, для / G (7^(G) положим 

/ ^ ( 5 ' ) = / f{9-9')dg= [ f{gg'g-')dg. 
JG JG 

Отображение exp: ^ ^ G покрывает всю группу, но не является взаимно одно­
значным. Оно не регулярно именно в тех точках X G 5, где j{X) = 0. 

Пусть EG = ехр~^(е). Тогда EQ G-инвариантно и EQ П t = Г является ре­
шеткой 

Г = {Я G t I А(Я) G 27rZ VA G Л}. 
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Заметим, что EG является дискретным множеством орбит присоединенного дей­
ствия. Пусть Г+ = {Я G Г I а ( Я ) ^ О Va G R+}. 

Если д = е х р Я и а{Н) ф 27rZ для всех а Е i?+, то ехр~^(^) = Я + Г — 
дискретное множество точек. Для произвольного д = е х р Я , Я G t, рассмотрим 

{aeR^l а{Н) е 27rZ} = L . 

Тогда 5 L = t Ф SaGL Ва — подалгебра в д. Пусть GL ^ G — соответствующая 
подгруппа; далее, EQ^^ = ехр~^(е) П^ь — дискретное множество С^-орбит в QL 
и 

§2. Обертывающее отображ:ение 

Перейдем к основному определению. Пусть и — обобщенная функция с ком­
пактным носителем на д. Для любой функции / G (7^(G) функция jf — огра­
ниченная (7^-функция на д. Положим 

(ФМ,/) = (г.,Я) (1) 

И назовем Ф(^) оберткой обобщенной функции и. Это обобщенная функция на 
G. Формула (1) дает также определение обертки для других типов обобщенных 
функций на д. Особый интерес представляет случай и = (p(X)dX^ где ср при­
надлежит S{g), пространству Шварца алгебры Ли д. 

П Р Е Д Л О Ж Е Н И Е . Если v G i^^(s); ^<^ (1) определяет заряд Ф(^) на G. Кроме 
того, 

||Ф(^)||м(о) ^ ll^lli-

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Предположим, что fi Е C^^G) и /^ ^ О равномерно на 
G. Тогда 

( Ф И , / , ) = [iy{X)j{X)MX)dX^O. 

Таким образом, Ф(^) — заряд. Далее, для / G C'^(G) 

/ 
v{X)j{X)f{X)dX ^ l l / l |oo | |^ | | l , 

откуда следует искомое неравенство. П 

Т Е О Р Е М А 1. Пусть ср Е S{Q) есть G-инвариантная функция. Тогда ^{jp) 
является G-инвариантной С"^ -функцией на G, задаваемой на Т формулой 

ФО>)(ехрЯ) = ^ ] ] (р (Я + 7) V Я G t . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Заметим сначала, что формула почти очевидна, если Я — 
регулярная точка экспоненциального отображения. Пусть Ф есть G-инвариант-
ная С^-функция на G, заданная на Т формулой Ф(ехрЯ) = X l 7 G r ^ ( ^ + 7)-
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Для heC^iG) 
(ФО>),/г) = ijipjh) = jf{X)^{X)h{X)dX 

= f и a\H)j\H)^{H) I h{g-H)dgdH 

= f \A{expH)f(p{H)(hf{H)dH 
Ji+ 

= ^ljA{expH)f^iH)ih^{H)dH. 

Если tr ^ t — фундаментальная область для Г в t, то последнее выражение 
равно 

щ1^ \A{e^pH)f{hO){H)Y,^{H + j)dH=^l^\A{t)\4^{t)^t)dt 

= [ h{g)4>{g)dg. U 
JG 

1^1 ^ г̂ 

IG 
Из теоремы 1 и предложения мы выводим 
С Л Е Д С Т В И Е . Если v G i^^(s) является G-инвариантной функцией^ то Ф(^) G 

L4G). 
Т Е О Р Е М А 2. Пусть ц., v суть G-инвариантные обобщенные функции с ком­

пактным носителем на д или G-инвариантные суммируемые функции. Тогда 
ф(^ * ^) = Ф(/х) * Ф(^), 

где свертка слева берется на д, а справа — на G. 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Пусть тт ^ G имеет старший вес А G Л+. Преобразование 

Фурье в точке тг является скалярным оператором c^^Ij^, где 

Применение формулы Кириллова для характеров дает 

а из G-инвариантности /х следует, что 

Поэтому 

(Ф(// * г/))^(7г) = {р * гу)^(Л + S)U= //^(Л + (5) И (Л + 6)1^ 

= (ФЫ)^(Л + <^)(ФМ)^(Л + 6)1^ = ( Ф Ы * ФМ)^(7г), 

откуда следует теорема. П 

§3. Прилож:ения 

1. Теорема Пуассона—Планхпереля для компактных групп в форму­
лировке М. Вернь. Пусть ср G S{g). По теореме 1 Ф{j(p^) = ф является (7^ -
функцией на G, для которой 

7еГ 
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Для 7 ^ Г пусть и^ означает присоединенную орбиту 7 ч а dv^ — G-инвариант-
ную вероятностную меру на U^. 

Согласно общей (абстрактной) теореме Планшереля 

v̂ (e) = 5]^лФ0>^),х.) = E^-Z^'W^^'w^'W^-w^^ 

где мы использовали формулу Кириллова. Соединяя вместе обе формулы, полу­
чаем 

Z^ ^7 
^Щ AGA+ -̂ ^^А+й 7еГ+ 

где т^ = #|VF-7| • Это — формула М. Вернь. Отметим, что ее нормировка мер 
отличается от нашей. 

2. Присоединенные орбиты и классы сопряж:енных элементов. Теоре­
ма 2 показывает, как сводить вопросы, связанные со сверткой центральных мер 
или обобщенных функций на группе, к аналогичным вопросам о коммутативной 
свертке на д. Алгебраическая структура присоединенных орбит, порождающая 
абелеву гипергруппу, изучалась и вычислялась явно в работе [2]. Поскольку полу­
ченные там результаты слишком громоздки, чтобы формулировать их здесь, мы 
отметим только, что применение теоремы 2 позволяет на основе этих результа­
тов полностью вычислить структуру гипергруппы, порожденной классами сопря­
женных элементов. Это замечание проясняет аналогию между двумя операциями 
свертки, отмеченную в [1]. 

В качестве иллюстрации рассмотрим простой пример. Пусть д = su(2). Если 

i- {--(о -У-̂ ^̂ } 
то положительный корень а имеет вид а{Хо) = 2^, а Л С t* — решетка, по­
рожденная элементом а/2 = А. Кроме того, Г = {XQ \ 9 G 27rZ}. Для 9^0 
пусть Оо — сфера, проходящая через точку XQ И снабженная инвариантной ме­
рой jj^o с полной массой 9. Тогда простым упражнением по анализу является 
доказательство равенства 

гО+О' 

W * W ' = / W"d^", 9,9^ ^0. 
J\e-e'\ 

Мы видим также, что j{Xo) = sin 9/9. Классами сопряженных элементов будут 
[Се = ехр(0б') I О ^ 6> ^ 7г}. Пусть рд = Ф(м) J\^^ 9^0. Тогда 1Ув{С) = sm9 и 

Теорема 2 дает 

J\e-e'\ 
Если а=\9 — 9'\ (modTr) и (3 = 9 -\- 9' (modTr), где О ^ а , /? ^ тг, то 

^тах(о;,/3) 
1У0 :^ 1У0, = е 1Ув" d9", 
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где е = sgn {(3 — а). Это дает формулу для свертки классов сопряженных элемен­
тов в SU(2). 

3 . Г и п о т е з а Томпсона . Мы докажем следующее утверждение, которое обоб­
щает гипотезу Томпсона [8] для G = U{n). 

Т Е О Р Е М А . Пусть G — компактная группа Ли, X i , X 2 ^ ^, Oi = G • Xi 
— присоединенная орбита, проходящая через Xi, а Ci = G • ехрXi — класс 
сопряэюенных элементов, содерэюащий ехр Xi, i = 1, 2 . Тогда 

C 7 i C 2 C e x p ( 0 i + 0 2 ) . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Заметим сначала, что для Xi и Х2 из достаточно малой 
окрестности нуля в д эта теорема была доказана Вилдбергером в [11], где на 
самом деле было показано, что имеет место равенство. 

В случае j{Xi) ^ О, i = 1, 2, теорема следует непосредственно из теоремы 2. 
Чтобы разобрать общий случай, введем G-инвариантную метрику d на ^, и 
пусть Ui^ означает шар радиуса 1/п в t с центром Xi. Тогда Vi^ = G • С//̂  будет 
замкнутым G-инвариантным подмножеством в д для i = 1, 2. 

Выберем неотрицательную G-инвариантную функцию cpf Е С'^{д) с носите­
лем в Vi^ , положительную на Х^, i = 1, 2. 

Тогда, согласно теореме 1, Ф{jipf) = ф^ будет G-инвариантной неотрицатель­
ной (7^-функцией на G с носителем, содержащим Ci. 

Теперь по теореме 2 

CiC2 с supp(^I* * ф^) = зиррФО^!* * J V ^ ) С exp(Fi'^ + F2") • 

Поскольку Fi"+i + з̂*""̂ ^ С V{^ + ^з" для всех п, 

С\С2 с f l exp(Fi" + F2") =ew( f l (^i" + ^2")) = exp(Oi + O2). 

. Последнее равенство следует из того, что Vi^ компактны в ^ и 

d (T / . ^ ,0 i )= max min d(Z,W) ^1/п. П 

4. Ф о р м у л ы Харип1—Чандры и и з о м о р ф и з м Д ю ф л о . Алгебра G-инва-
риантных обобщенных функций на ^ с носителем в О относительно свертки 
на Q естественно отождествляется с алгеброй 1{д) G-инвариантных многочле­
нов на ^*. Аналогично, алгебра G-инвариантных функций на G с носителем 
в е относительно групповой свертки естественно отождествляется с центром 
Z(g) универсальной обертывающей алгебры U{g). Из теоремы 2 следует, что 
Ф: 1{д) -^ Z{Q) — изоморфизм алгебр. Этот изоморфизм играет важную роль в 
работах Хариш-Чандры. Известно также, что этот изоморфизм имеет место для 
произвольных групп Ли (см. Дюфло [3]). Это говорит в пользу нашего предпо­
ложения, что теорема 2 является в некотором смысле универсальной формулой, 
справедливой для всех групп Ли. 

Другим интересным частным случаем теоремы 2 является случай, когда /х G 
1(g), а ^ — любая G-инвариантная обобщенная функция; мы получаем тогда 
формулу Хариш-Чандры, связывающую G-инвариантные дифференциальные опе­
раторы на G и на ^ (см. Варадараджан [9]). Формула Хариш-Чандры, доказана 
хотя и в гораздо более трудном случае общей полупростой группы Ли, но только 
в достаточно малой окрестности нуля в д (где экспоненциальное отображение 
является диффеоморфизмом). Наша формула показывает, что, по крайней мере 
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в случае компактной группы, формула Хариш-Чапдры справедлива па всем про­
странстве д. Было бы интересно выяснить, верно ли это для некомпактных групп. 

5. Д р у г и е направления. В [7] Рагозин показал, что п-я сверточная степень 
непрерывной центральной меры на связной компактной группе размерности п 
будет абсолютно непрерывной. Это можно вывести из наших результатов вместе 
с [2]. На самом деле можно показать, что уже i-я сверточная степень {£ = rankG) 
будет абсолютно непрерывной. Этому будет посвящена часть нашей будуп];ей ста­
тьи. 

Отметим, наконец, что теорема 2 дает основу для нового подхода к опреде­
лению и исследованию двойственного объекта G к группе G, предложенного 
Вилдбергером в [12]. Как показано в этой работе, гармонический анализ на 
группе G тесно связан с коммутативным гармоническим анализом на гипер­
группе классов сопряженных элементов С (О), который в случае компактной груп­
пы G по суп];еству эквивалентен гармоническому анализу на гипергруппе присо­
единенных орбит в силу теоремы 2. 

Другими словами, обычное описание G в терминах старших весов (или, экви­
валентно, целочисленных коприсоединенных орбит) можно получить из теоремы 
2, используя только обилие рассуждения и факты обычного анализа Фурье. На 
этом пути не требуется также и формула Кириллова для характеров. 

Мы отсылаем читателя к [12] за подробностями, а также по поводу приложений 
к другим классам групп. 
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