
УДК 517.5 М А Т Е М А Т И К А 

И.Л. БЛОШАНСКИЙ 

О МАКСИМАЛЬНЫХ МНОЖЕСТВАХ СХОДИМОСТИ 
И НЕОГРАНИЧЕННОЙ РАСХОДИМОСТИ КРАТНЫХ РЯДОВ ФУРЬЕ 

ФУНКЦИЙ ИЗ Lu РАВНЫХ НУЛЮ НА ЗАДАННОМ МНОЖЕСТВЕ 

(Представлено академиком AM. Тихоновым 25 VI1984) 

1. Пусть 27Г-периодическая (по каждому аргументу) функция fELp(TN), 
р>19 где TN =\xERN

9 - 7 г < л у <тг, / = 1, 2 , . . . ,N ] разложена в кратный триго­
нометрический ряд Фурье:Ддс) ~ 2 cke*(kx\ Дня любого вектора п = (пи п2,..., nN) 
с целочисленными компонентами л / > 0 рассмотрим прямоугольную частичную 
сумму 

NN 

Sn(x;f) = 2 1 . . . 2 ске*к* * i + • • • + *N*N)9 

ki=~ni KN=~NN 

частным случаем которой является квадратная частичная сумма S „ o (х; f \ когда 
п \ ~ п 2 = • • • ~ N N = по* 

2. Пусть 8( - произвольное измеримое множество, S f C T ^ , N>1, 
О < д H.<(2n)N (p. — мера), и пусть Дх) = 0 на 3( . Поставим следующие два вопроса. 

Первый вопрос: какова должна быть структура и геометрия максимально­
го множества неограниченной расходимости почти всюду (п.в.) тригонометрических 
рядов Фурье функций / Е Lp(TN), р > 1, / > 0 на 9( ? При этом под максимальным 
множеством неограниченной расходимости п.в. указанных рядов мы понимаем 
множество Би Ех CTN, цЕх>09 которое: во-первых, является множеством неог­
раниченной расходимости п.в. (этих рядов), т.е. существует функция / j eLp(TN), 
р > = 0 на 3t такая, что lim \Sn(x;/i)l = + 0 ° п.в. н а Е г *, и, во-вторых, для лю-

бой функции/ ELp ( 7 ^ ) , / = Она « 

Шп I 5 w ( J C ; / ) K + OO п.в. на СЕХ =TN\Et. 

Второй вопрос: какова должна быть структура и геометрия максимального 
множества сходимости п.в. тригонометрических рядов Фурье функций fELp(TN\ 
р>1, f=0 на 8( ? При этом под максимальным множеством сходимости п.в. ука­
занных рядов мы понимаем множество Е2, E2CTN, цЕ2>09 которое: во-пер­
вых, является множеством сходимости п.в. (этих рядов), т.е. для любой функции 
fELp (TN), p > l , / s . 0 m V - существует предел lim Sn (х; f) п.в. на Е2, и, во-вто-

рых, существует функция f2 ELp (Г^) , f% = 0 на ЗС такая, что Sn (х; Д ) расходится 
при п «> п.в. на СЕ 2 = TN\E2. 

3. В случае Л г= 1 для любого измеримого множества % С Г 1 максималь­
ным множеством сходимости п.в. является весь интервал (—я, яг), если р > 1. Следо­
вательно, в этом случае множеств расходимости п.в. (положительной меры) нет. 
Этот факт следует из работ Л. Карлесона [1 ] и Р. Ханта [2 ] . 

При N= 1, р = 1, опираясь на классические результаты, в отдельных слу­
чаях (в зависимости от структуры множества Ж , на котором функция / ( х ) равна 

* Символ п -* «> означает у нас, что min rij-+ °°. 
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нулю) можно дать ответ на поставленные выше вопросы. Так, если множество М С Г 1 

совершенное нигде не плотное, то множеств сходимости п л . (положительной меры) 
нет, а максимальным множеством неограниченной расходимости п л . является Г 1 . 
Указанный результат вытекает из существования расходящихся п л . рядов Фурье 
(см. пример А.Н. Колмогорова [3]) и одного результата Д.Е. Меньшова [ 4 ] . Если же, 
например, множество % открытое пл.* , то оно является множеством сходимости 
п л ; (этот факт следует из классической локализации Римана), но при этом ответить 
на вопрос, является ли указанное множество 3( максимальным множеством сходи­
мости п л . можно (опять-таки используя пример А.Н. Колмогорова [3 ] ) , если до­
полнительно известно, что множество 85 =Тг\% также является открытым 
п л . В последнем случае само множество 85 будет максимальным множеством 
неограниченной расходимости п л . 

Окончательный ответ на поставленные вопросы (в одномерном случае при 
р = 1) фактически дан нами в работе [6 ] , где сформулирована следующая 

Т е о р е м а А. Пусть 85 - произвольное измеримое множество, 85 С Т**, 
N>1, /1 85 > 0, и пусть Р = Р( 85) - множество его точек плотности. 

Тогда существует функция /ЕЬг(Т^) такая, что / = 0 на % = TN \ 85 й 
lim \Sn (х; f)\ = +<*> для почти всех х £ Р ( 8 5 ) £ 85 , где Р - замыкание мно-

п9-+<*> 0 

жества Р. 
Теорема А и классическая локализация Римана позволяют получить следую­

щее утверждение, указывающее структуру максимальных множеств сходимости и 
неограниченной расходимости п л . при N= 1 и р = 1. ' / 

У т в е р ж д е н и е 1. Пусть % - произвольное измеримое множество, 
% С Т 1 , 0 <\х % < 27Г, 85 = Г 1 \ Я , и пусть Р( 85) - замыкание множества то­
чек плотности 85 . 

Тогда множество Р(85) является максимальным множеством неограничен­
ной расходимости п.в. одномерных рядов Фурье функций f Е Lx(Tl), f = О 
на % и 

1) если ц(Р(1Ь) \ = 27Г, то множеств сходимости п.в. (положительной меры) 
указанных рядов нет\ 

2) если д{Я(85)} < 2тт, то множество 9tx = Тх \ JP(8&) является максималь­
ным множеством сходимости п.в. указанных рядов, причем открытое множество 

%г удовлетворяет условию д( 5(i \ 9( ) = 0. 
4. Перейдем теперь к случаю N> 2. Для любого измеримого множества 

% С TN, N>2, для кратных рядов Ф^рье функций feLp(T™)9 р > 1, / = О 
на $( , при суммировании по квадратам максимальным множеством сходимости 
п л . является весь куб TN и, следовательно, в этом случае множеств расходимости 
п л . (положительной меры) нет. Это следует из работ Н.Р.Тевзадзе [7] и Р. Съели-
на [8 ] . В случае N>2, р > 1, но при суммировании по прямоугольникам частичные 
ответы на поставленные в начале настоящей статьи вопросы можно найти в наших 
работах [5, 9,10]**. В данной работе мы дадим окончательные ответы на постав­
ленные вопросы в случае N>2 и р = 1. 

При N> 2 из теоремы А следует, что множество Р (85) является множеством 
неограниченной расходимости п л . кратных рядов Фурье функций / Е Lt(TN)9 / = 0 
на Й при суммировании по квадратам. Нетрудно видеть, что при N> 2 множество 

* Следуя нашей работе [ 6 ] , множество Е будем называть открытым п.в., если существует 
открытое множество П такое, что д(£ Д П) = 0. 

** Понятия обобщенной и слабой обобщенной локализаций п.в., рассматриваемые в указанных 
работах, тесно связаны с вопросами, обсуждаемыми в настоящей статье. 
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Р(ю) не является максимальным множеством неограниченной расходимости ука­
занных рядов. 

В настоящей работе мы укажем максимальное множество неограниченной 
расходимости п з . и при 7 V > 2, усилив, таким образом, результат теоремы А в слу­
чае N> 2. 

Пусть St — произвольное измеримое множество, St С TN, 0 < д St < ( 2 я ) Л Г , 
и пусть Р (55) - замыкание множества точек плотности 95 , 95 = TN \ 9( . 

Обозначим через рг(/){Р(95) { ортогональную проекцию множества Р(9&) на 
ось Ох,-, / = 1, 2 , . . . ,7V и положим 

(1) Л ( Р ( В ) ) = U ( р г 0 ) | Р ( » ) } Х [-я , я ] ^ ' 1 ) . 

Т е о р е м а 2. Пусть 85 — произвольное измеримое множество, 95 С Г ^ , 
N>\, fi 95 > 0 (д - мера) .Существует функция f ELi(TN), такая, что: 

1 ) / M = 0 « f l 3 1 = 7 ^ X 9 5 ; 
2) lim |S„ ( х ; / ) | = +оо для почти всех x G &(Р(96) ) . 

« о " " 0 0 ° 

З а м е ч а н и е. Так как при N= 1 множество &(Р(95)) (1) совпадает с 
множеством Р(95) , то при N= 1 теорема 2 совпадает с теоремой А. 

5. Так как понятия максимальных множеств сходимости и неограниченной 
расходимости п.в. рядов Фурье рассматриваются нами для функций, равных нулю 
на измеримом множестве St , д St > 0, то вопросы, обсуждаемые в настоящей ра­
боте, тесно связаны с понятиями обобщенной и слабой обобщенной локализаций п.в,, 
введенными нами соответственна в работах [9] и [5] . (Для рядов Фурье функций 
из Lp, р>19 справедлива на множестве 31 С TN

9 д St > 0 обобщенная (слабая 
обобщенная) локализация п.в., если для любой функции fELp(TN)9 / = 0 на % 
ряд Фурье этой функции сходится п.в. на 95 (сходится на некотором подмножест­
ве положительной меры St i С St. ) . ) -

Теорема 2 позволяет получить в настоящей работе следующий результат, 
касающийся обобщенной локализации п з . 

Т е о р е м а 3. Для любого измеримого множества St , St С TN, N>2, 
0 < J U St <(2n)N обобщенная локализация п.в. для кратных рядов Фурье, сумми­
руемых по квадратам, не справедлива на множестве % в классе Ьх . Более того, 
существует функция fELx(TN) такая, что / = 0 на Э( и 

Ит \Sn (x;f)\ = +oo Пшв, н а St^ U ( Г * \ St )', 

где St i = St П &(i>(95)), М Ш\ > 0 , а множество ЦР(%>)) определено в ( 1 ) . 
6. Пусть £lXj С [—я, я ] произвольное открытое множество на оси Ох,-, j = 

= 1, 2 , . . . ,7V. Обозначим через Е° и Е множества 

Я 0 = Г\ Ej - П (12 х I - * , * ] " - 1 ) , 
/=1 /=1 7 

(2) Е = Е(Е°)= U 
/=1 

В работе [5] нами введено следующее понятие свойства B j . 
О п р е д е л е н и е . Будем говорить, что м н о ж е с т в о St С Г ^ о б л а -

B работе [6] нами сформулирован аналогичный результат в "случае суммирования по прямо­
угольникам. 
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д а е т с в о й с т в о м В х , если существует множество Е вида (2) такое, что 
ц(Е\ % ) = 0, причем свойство Вг есть свойство ВХ(Е°)9 еслиЕ = Е(Е°). 

В настоящей работе получен следующий критерий справедливости слабой 
обобщенной локализации п.в.* 

Т е о р е м а 4. Пусть Ш - произвольное измеримое множество, Ш С TN, 
N> 1 , д SC > 0. Слабая обобщенная локализация п.в. для рядов Фурье (суммируе­
мых при N>2 как по прямоугольникам, так и по квадратам) справедлива на мно­
жестве 3( в классе Ьх тогда и только тогда, когда 3( обладает свойством Bi**. 

З а м е ч а н и е . В части достаточности результат теоремы 4 можно получить 
из результата Л. Тонелли [11] , стр. 457—458. 

Так как теорема 4 не дает информации о том, на каких же подмножествах 
9( ! С Ш существует предел lim Sn(x; / ) = 0 при условии / = 0 на Э( , а на каких 

нет, то целесообразно дать развернутую формулировку теоремы 4. 
Т е о р е м а 4 ' . Пусть 3( - произвольное измеримое множество, Ш С TN, 

N>\,ix % > 0 . 
1) Если множество 9Г обладает свойством Bi(E°)9 то для любой функции 

f^Lx(TN) такой, что/=0наSf 

lim Sn(x\ / > = 0 "-е. на Е°. 

2) Если множество St \Е° не обладает свойством Вх, то существует функция 
feLi (TN) такая, что/= Она Ш , но 

lim | ^ ( х ; / ) | = + ~ „ . e . н а TN\E°. 

3) В частности, если само множество 9( не обладает свойством В х , то сущест­
вует функция fx Е Li (TN) такая, что Д = 0 на 8( , но 

lim \Sn 0 ; / i ) | = + °° п.в. на TN. 

7. Теоремы 2 и 4 ' позволяют сформулировать следующее утверждение, которое 
дает ответы на поставленные в начале настоящей статьи вопросы в случае N>2 
и р = 1. 

У т в е р ж д е н и е 5. Пусть И - произвольное измеримое множество, 
Ш CTN

tN>2,0<» « <(2ir)N,f5=TN\V .Тогда: 
1) множество &(Р(85), определенное в ( 1 ) , является максимальным множест­

вом неограниченной расходимости п.в. кратных рядов Фурье функций fGLx(TN)y 

f=0m 9f при суммировании по квадратам; 
2) множество 9( г = TNX&(P($6) является максимальным множеством сходи­

мости п.в. кратных рядов Фурье функций f€Lx (TN\f- Она % при суммировании 
по прямоугольникам, если j t i ' 8 t 1 > 0 ; причем для множества %х (являющегося 
прямым произведением одномерных открытых множеств) существует множество 
Е( Sfx) вида (2) такое, что ц(Е( Щ)\ Э( ) = 0, т.е. множество 51 обладает свойст­
вом Bi ( 8 ( i ) . 

Автор благодарит проф. Ш.А. Алимова за внимание к работе. 

Московский областной педагогический институт Поступило 
им. Н.К. Крупской 27 VI 1984 

"* При N = 1 данный критерий получен нами в работе [6 ] . 
** При N > 2 результат, аналогичный данной теореме (в случае суммирования по прямоуголь­
никам) , сформулирован нами в [5) при дополнительных ограничениях на множество Я • 
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УДК519.9 М А Т Е М А Т И К А 

В.Г. БОЛТЯНСКИЙ 

ОТДЕЛИМОСТЬ СИСТЕМЫ ВЫПУКЛЫХ КОНУСОВ 
В ТОПОЛОГИЧЕСКОМ ВЕКТОРНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

(Представлено академиком Л.В. Канторовичем 13 VI 1984) 

В [1—3] автором разработан конечномерный вариант м е т о д а ш а т р о в , 
служащего удобным аппаратом решения различных экстремальных задач. Метод 
шатров имеет определенные черты сходства с методом, разработанным А.Я. Дубо-
вицким и А.А. Милютиным [4, 5 ] . Достоинство метода шатров в том, что в нем 
нет ограничительного требования т е л е с н о с т и рассматриваемых выпуклых 
конусов, характерного для метода Дубовицкого—Милютина. Вместе с тем в прежних 
публикациях [1—3] метод шатров был подчинен ограничительному требованию 
к о н е ч н о м е р н о с т и пространства. Здесь это ограничение снимается: теорема 
об отделимости системы выпуклых конусов, служащая основой метода шатров, 
переносится на топологические векторные пространства. 

В дальнейшем через Е обозначается локально-выпуклое и отделимое топологи­
ческое векторное пространство. Будем говорить, что подпространства Lx и L2 про­
странства Е находятся в о б щ е м п о л о ж е н и и , если для любых открытых 
множеств Gl9 G2 этих подпространств векторная сумма Gx + G2 является открытым 
множеством подпространства Lx + L2. Далее, если К — выпуклый конус в Е с верши­
ной 0, то его о т н о с и т е л ь н о й в н у т р е н н о с т ь ю riK будем называть 
наибольшее открытое множество подпространства af f£ , содержащееся в К (где 
af iK — н е с у щ е е п о д п р о с т р а н с т в о конуса К, т.е. наименьшее подпрост­
ранство, содержащее К). Будем говорить, что система выпуклых конусов Кх, К2>... 
. . . , Ks с вершиной 0 в Е обладает с в о й с т в о м о д е л и м о с т и , если в Е 
существует замкнутое гиперподпространство, отделяющее какой-либо один из 
этих конусов от пересечения остальных (т.е. для некоторого / конус Kt находится 
в одном замкнутом полупространстве, определяемом этим гиперподпространством, 
а пересечение остальных конусов — в другом замкнутом полупространстве). Нако­
нец для выпуклого конуса К с вершиной 0 в Е через D(K) будем обозначать его 
д в о й с т в е н н ы й к о н ^ с , т.е. конус, состоящий из всех таких а ЕЕ', что ах < 0 
для любого хЕ К; здесь Е — топологически сопряженное к Е пространство (состоя­
щее из всех непрерывных линейных функционалов на Е). 
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