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УДК 518.6 МАТЕМАТИКА 

А. Д. ГОРБУНОВ 

О НОВОМ В ВОПРОСАХ ПОСТРОЕНИЯ И ОБОСНОВАНИЯ 
МЕТОДОВ ТИПА АДАМСА 

(Представлено академиком А. Н. Тихоновым 1XII1970) 

В статье излагается новый способ неопределенных коэффициентов, 
позволяющий построить методы типа Адамса предельно высокой степени, 
которые дают возможность максимально экономить память машины при 
реализации. 

1. Пусть для системы обыкновенных дифференциальных уравнений 
(д.у.) рассматривается задача Коши у' = f(x, у), у (а) = Ь, где х —- неза­
висимая переменная, у = {г/ (1\ . . . , y{N)} — искомая вектор-функция, 
f(x, у) = {/^(.г, у),..., flN){x, у)} — непрерывная по совокупности своих 
аргументов вектор-функция, заданная в параллелепипеде П = [ | о: — л | ^ 
^ А, \\у — Ъ\\ ^ В]; а, 6, А, В заданы. В этих условиях существует, по 
крайней мере, одно решение у(х) рассматриваемой задачи, определенное 
на отрезке \х — а | < # , где H = mm\{A, В/М), М = max y)h, 
(х, у) е= П. 

2. Приближенные решения описанной задачи будем строить с помощью 
m п 

разностных уравнений (р.у.) вида ^ л<уш i = k 2 Pi W i , p a c " 
i = 0 i = 0 

сматриваемых на сетке узлов xh = а + hh, к = О, ± 1 , . . . , h > 0, с неко­
торыми начальными условиями (н.у.), содержащими условие у о = Ь, при­
чем то, — натуральные числа (то > 0, п ^ 0), /*, Z, аг-, рг — действитель­
ные числа, ук — вектор-функция целочисленного аргумента к размерности 
А/, обозначающая решение разностной задачи (р.з.) и представляющая при­
ближенное решение дифференциальной задачи (д.з.). 

3. Обычно (\ 2 ) при и = 0, заданном целом значении I и заданных зна­
чениях m яп коэффициенты а,-, |3г в р.у. выбирают, чтобы: А) разностный 

m 
оператор ^ a-yk • был У с т °йчив по Ляпунову, Б) р. у. аппроксимиро-

г = 0 
вало д.у. возможно более точно. При этом начальные условия выбираются 
в виде произвольных векторов N измерений ук, к = — (q — 1 ) , . . . , 0, где 
q = max (то, п — Z), но так, чтобы: а) выполнялось условие у0 = Ь, б) гра­
фик вектор-функции yk принадлежал параллелепипеду П, в) разность меж­
ду двумя выбираемыми начальными значениями стремилась к нулю при 
h 0. Перечисленные условия при разрешимости р.з. достаточны для ее 
сходимости, причем так как то ^ д, то требование А) является и необходи­
мым. Однако нет необходимости в с е г д а выбирать начальные условия 
столь многочисленными (см. п. 5) . В связи с этим возникает возможность 
при заданных значениях то, п сформулировать условия выбора параметров 
Z, ji и коэффициентов щ р» в р.у. и начальных условий несколько менее 
жестко, чем обычно, а именно в виде требований: 

I. Максимальной аппроксимации д.у. разностным. Это значит, что в 
тождестве 

m 

2 Щ (**+jri) =
 h2 Pi/ У ( * * + « ) ) +0 (АГФ (h)), 

1 = 0 i = 0 ft-.0 

где y ( x ) — произвольное решение д.у. и <j»(ft) — функция типа модуля не-



прерывности, натуральное число г должно выбираться возможно большим. 
И. Разрешимости р.з. Это означает существование таких чисел х > а 

и h0 > 0, что каждому значению h, О < h ̂  сопоставляется определен­
ное решение yk, к = . . . , 1 , . . . , Nh = [ (х — а) / h], разностной задачи. 

III. Сходимости р.з. Это з н а ч и т , что эта задача разрешима и каждая 
последовательность ее решений ук{К), v = 1, 2 , . . . , h = hv, отвечающая 
последовательности шагов fev, v = 1, 2 , . . . , сходящейся к нулю, компактна 
в C0

N[a, х], причем если такая последовательность сходится в C0

N[a, х], то 
существует решение у (х) д.з., для которого \\у(хк) —- yk{hv) II ->-0 при 
у + о о равномерно относительно допустимых значений к. 

4. Будем говорить, что р.у. аппроксимирует д.у. с порядком 
0(hr(p(h)), Л->0, если для произвольного решения у (х) д.у. выполняется 
тождество из требования I, где — функция типа модуля непрерыв­
ности и г — натуральное число i > 0 . 

Если вектор-функция / в параллелепипеде П имеет непрерывные про­
изводные вплоть до порядка (г — 1) включительно, то необходимые и до­
статочные условия аппроксимации д.у. разностным с порядком 0(Лг<р (/&)), 
h 0, записываются в виде 

m m п 

2«« = 0, 2 « i ( / i - * ) , / v = 2Pi(*-0 v- 1. v = l , . . . , r . 
i=l г=0 г=0 

5. Вопрос об условиях разрешимости р.з. в общем виде пока не решен, 
так как его решение существенно зависит от количества допустимых н.у., 
присоединяемых к условию у0 = Ъ. В связи с этим сложилось три подхода. 

О первом из них речь уже шла (п. 3). Пусть н. у. заданы в виде ук, 
к= — (q — 1 ) , . . . , 0, но так чтобы выполнялись условия а) и б), и пусть 
при /; = 0 и заданном целом значении I коэффициенты <х», ip* в р.у. выбра­
ны из требования Б) и требования ее разрешимости (примеры таких урав­
нений можно найти в ( \ 2 ) ) . Тогда с необходимостью получится требова­
ние А) , ибо т ̂  д. С учетом же требования А) и при дополнительном 
условии, что г) разность между двумя начальными значениями стремится 
к нулю при h 0 как О (h) или в предположении, что В) разностный опе-

т—1 

ратор 2 Aiwk-n где А{ = а0 + . . . + аг, асимптотически устойчив по 
г=0 

Ляпунову и при достаточной гладкости /, легко убедиться в разрешимости 
р.з., при этом если р.у. явное (Z< 0), то значения ук получаются рекуррент-
но, если же оно неявное (1 = 0), то значения ук получаются рекуррентно 
методом последовательных приближений, если, наконец, оно неявное с забе­
ганием вперед (I > 0), то значения yk получаются методом горизонтальных 
последовательных приближений ( 3 ) . Последние строятся так: нулевое при-

о 
ближение ук1 й = 1 , N h , выбирается определенным образом и так, что-, 
бы график названной вектор-функции принадлежал параллелепипеду П; 
последующие приближения строятся по формуле * 
т п 

^ , 8 8 - 1 S S 

2» «/ЗЛЫ** A 2J P i W b ft = 1 , . . . , Nh,yk = yNh, h>Nh; s = 1, 2, . . . , 
i = 0 i = 0 

s 
где fj = f(xjyj). Число x > а выбирается из требования, чтобы график век-

8 

тор-функции у и, к = 1 , . . . , Nh, принадлежал параллелепипеду П при лю­
бом s. При достаточно малом х — а горизонтальные последовательные 
приближения сходятся к решению р.з. Числа х >* а и h0 > 0 находятся из 
системы неравенств (х — a)S ^ В, х — а ^ Н, h0(q — 1) ^ Я , h0 ^ 
^ х —- а, которая всегда разрешима; S > 0 зависит от д.у. и р.у. 

* Здесь и в дальнейшем горизонтальные последовательные п р и б л и ж е н и я н а на­
ч а л ь н о м учаетке п о л а г а ю т с я р а в н ы м и с о о т в е т с т в у ю щ и м н а ч а л ь н ы м з н а ч е н и я м . 24 



Второй подход обобщает первый. При /< = 0 и действительном I коэф­
фициенты «», в р.у. выбираются в зависимости от I из требования макси­
мальности порядка аппроксимации д.у. разностным, причем требование А) 
обеспечивается за счет выбора соответствующего значения параметра I 
(примеры таких уравнений можно найти в ( 4 ) ) . При этом н.у. выбираются 
в названном ранее виде с заменой q на р, где р — порядок р.у., и так чтобы 
выполнялись условия а), б) и г). Значения ук получаются методом горизон­
тальных последовательных приближений *, которые строятся так: нулевое 

о 
приближение y k + h к = 1, , Nh, I > 0 выбирается определенным образом 

о 
и так, чтобы график вектор-функции yk+i принадлежал параллелепипеду П. 
Последовательные приближения нечетны? значений s строятся по формуле 

т g

 П s 1 

2 *i (*) Vk-i = ^2 Pi (*Г/*+ы. * = 1 ЛГл-
г=0 г=0 

Последовательные приближения четных значений s строятся по 
S

 т
 8 1 П S 2 

у ш + S a i ( z )Уь- i = А S Й ( z ) * = i. • . . 
i=l г=0 

коэффициенты Oi*(Z), находятся из требования, чтобы р.у. при / 0 = I, 
a 0 = 1, / г = 0, i = 1 , . . . , т аппроксимировало д.у. с наивысшим порядком. 
Число х > а выбирается из требования, чтобы графики вектор-функций 
S 8 + 1 

У-h+h Уь к = 1 , . . . , Nh, принадлежали параллелепипеду П при любом чет­
ном s. При достаточной гладкости / и достаточно малом х — а эти горизон­
тальные последовательные приближения сходятся к решению р.з. Числа 
х > а и h 0 > 0 находятся из названной ранее системы неравенств с заме­
ной q на р и дополнительного условия достаточной малости х — а, обеспе­
чивающего сходимость горизонтальных последовательных приближений. 

Третий подход состоит в том, что при j{ = ттг, I = п коэффициенты a*, Р* 
в р.у. выбираются из требования максимальности порядка аппроксимации 
д.у. разностным, причем так, чтобы выполнялось неравенство 

т—1 

2 I 4 K I 4 I , (1) 
г=0, i^j 

где / — одно из чисел 0 , 1 , . . . , т — 1. Примером такого уравнения являет­
ся уравнение шестой степени 

1 1 у к + 3 + 2 7 у к + 2 - 2 7 y h + i - И у к A(3/*+. + 27 / А + 2 + 27Д + 1 + ЗД). 

Н.у. выбираются в виде произвольных векторов, N измерений, 

ук, к = — (то — J — 1 ) , . . . , 0 , 
но так, чтобы выполнялось условие у0 = Ь; график вектор-функции ук при­
надлежал параллелепипеду П и Акук = О (К), h -> 0. Значения ук строятся 
методом горизонтальных последовательных приближений. Нулевое прибли­
жение у А , & = 1 , . . . ,Nhl выбирается определенным образом с дополните ль-

о 
ным требованием Акук = О ( h ) , h 0. Последующие приближения CTpO-

rn—1 п 
8 8 - 1 8 - 1 

ятся по формуле Л Д ^ _ 1 = = — 2i АЛкУк+№ + нАМк*п-^Н* k z = z 

i=Qti^j г=о 
8 8 

= 1 , . . . , ^ , y k = y N h , k > N h ; 5 = 1 , 2 , . . . 
* Р.з. при втором подходе может быть разрешена рекуррентно методом после­

довательных п р и б л и ж е н и й . 
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Число х > а выбирается из требования, чтобы график вектор-функции yhl 

к = 1 , . . . , Nh принадежал параллелепипеду П при любом s и чтобы При­
ближения сходились. Числа х > a, h0 > 0 находятся из системы нера­
венств 

(х — a)S ^ 5 , х — а ^ Я, h0 ^ х — а, h0(m — / — 1) ^ Я, 
( * - а ) Я . < 1 , (2) 

где 5 > 0 и Я > 0 — числа, зависящие от д.у. и р.у. 
6. Перейдем к анализу требования сходимости. Обозначим через yk(h), 

О < h ^ й 0 , семейство решений р.з. и через ул(я) соответствующее семей­
ство кусочно-линейных континуальных заполнений сеточных функций 
Ук (h). Затем положим 

а 

Л е м м а 1. 2?с/ш р.з. сходится, то для семейства ее решений ук{К) имеет 
место соотношение Akyk(h) - * 0 ири А - * 0 , равномерное относительно до­
пустимых значений к вдоль всякой последовательности шагов h = hVl 

v = 1, 2 , . . . , для которой соответствующая последовательность решений 
yh(hv)j v = 1, 2 , . . . , сходится в C0

N[a, х]. 
Л е м м а 2. Если р.з. разрешима и из сходимости в С 0*[а, х] последова­

тельности j / f t ( f t v ) , v = l , 2 , . . . , ее решений, h = kv, вдоль последователь­
ности шагов hv, у = 1, 2 , . . . , сходящейся к нулю, вытекает такая же схо­
димость последовательности yk+i(h„), v = 1, 2 , г д е I — допустимое 
число, к той же предельной функции, то для сводимости р.з. необходимо и 
достаточно, чтобы имело место соотношение т]л(#)->0 при А->0, равно­
мерное относительно допустимых значений х вдоль всякой последователь­
ности шагов fiF= hv, у = 1, 2 , . . . , для которой соответствующая последова­
тельность решений yh(hv), у = 1, 2 , . . . , сходится в C0

N[a, х]. 
Из лемм 1 и 2 вытекают необходимые коэффициентные условия сходи­

мости р.з. при ] { = 0: 
771 771—1 П 

2<ч = о, 2 4 = 2 Р« 
i = 0 i = 0 г = 0 

Т е о р е м а 1. Если р.з. разрешима, каждая последовательность ук(К), 
v = 1, 2 , . . . , ее решений, h = hv, отвечающая последовательности шагов 
hv, у = 1, 2 , . . . , сходящейся к нулю, компактна в C0

N[a, х]; из сходимости 
такой последовательности в C0

N[а, х] вытекает такая же сходимость после­
довательности yk+i(hv), у = 1, 2 , . . . , где I — допустимое число, к той же 
предельной функции и выполняются коэффициентные условия сходимости, 
то р.з. сходится. 
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