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О теоремах вложения для области Rk={aih<ix^l<^^.h\ О <А<1} 

В. И. Буренков (Москва) 
Эта заметка непосредственно примыкает к статье О. В. Бесова и 

В. П Ильина [1], где получены теоремы вложения для классов WP(Q) (при 
натуральных rt- и при 1 <1р<^оо), а также для классов Br

p$(Q) (при любых 
положительных п и при 1 < р < о о , 1 ^ 6 < < о о ) для областей Q, которые 
удовлетворяют условию «рога» (подробнее см. [1]). Под «рогом» подразуме­
вается множество 

/ ? к = { « Л < ^ < Р / А ; * ' = 1 , . . . , л ; 0 < Я < 1 } , (1) 
0 < с с ; < р . < о о , 0 < ^ < о о , / = 1 , . . . , / г , 

параметры которого къ ... , кп совпадают с параметрами гъ ... , гп класса 
Wp или Бр}0. Эти теоремы вложения имеют такой же вид, что и теоремы 
вложения для всего пространства. В работе автора [2] показано, в частности, 
что при Р/ > 2 rmax-rmmâ  э т о т результат остается в силе и для самого 
«рога» Rr, т. е. 

Wp(Rv)^W«(Rr) (2) 
и 

Br
p,,(Rr)^B%r(Rr), (3) 

/ 1 1 \ П 1 
где р < д < о о , 6 < 9 ' , р, = rt\x и jx = 1 — у — . 

В настоящей заметке построен пример, показывающий необходимость 
условия & =cri(i= 1, . . . , п) для справедливости вложений Wr

p (Rk) ~> 
—>^p(^k) и Вр (i?k) ~* Ь? (Rk) (fil = Вр.р). Этот пример дает также условия 
на kv ... , kn, необходимые для справедливости более общих теорем вложе­
ния Wr

p(Rk)-> W®(Rk) и Br
p (Rk) -> В® (Rk)y таких же, как и для всего про­

странства Еп. 
Перейдем к изложению полученных результатов. 
Пусть Еп — n-мерное пространство точек х = (хг, . . . , хп) и Q — некото­

рая область в Еп. 
О п р е д е л е н и е 1. Пусть 0 < г * < о о , 1 <^р. < оо, щ == ть — \n\. Фуш-

идя f(x)£Wr
p(Q), если f(x)£Wp

i
ix.(Q),i=l)...,fi. При целом п запись 

f(x) б Wp
l.fX.(Q) означает, что f(x)£LPi(Q) и, кроме того, у f(x) существуют 

dkf 
обобщенные частные производные -—— до порядка г* включительно, причем 

дх) 
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функции-£-,... ,— '-eLp.(Q). Если ^ — нецелое, то f(x)£Wr
p

l (Q), если 
дх. дхг

:. 

f(x) б WPi,x.(Q) и, кроме того, конечен интеграл 

U 
№f 

1дх\ l>J 
, Q = \dA 

№f 
дхН* 

Pi 

L^hflTdxM> (4) 
Q' coxco \xi Vi 

где x = (XIJ . . . , Xt—i, Â t-f-i, . . . , xrt), 

|

Ф(*',**) —<p(*',#j), если вместе с точками (x',Xi) и (х\ у^) область 
Q содержит и весь отрезок, соединяющий эти точки, 

О в противном случае; 
Q' — проекция множества Q на плоскость xi = 0; со = ШХ'\ 1Х> —прямая, 
проходящая через точку я' б Q' параллельно оси л;/. 

О п р е д е л е н и е 2. Пусть 0 < r t < оо, 1 < р . < оо. Функция /(я)бВр(Я), 

€сли /(л:)6 Bp
l
itXi(Q), i = 1, . . . , я. При нецелых Г/, по определению, 

B P U ( Q ) = ^ U ( Q ) - Е С Л Й ''/ — Целое, то f Ш Вг
р\,ч{0)у если f(x)^LPi{Q\ 

dkf 
У /(*) существуют обобщенные производные—-gL^.(Q) до порядка г*— 1 djf? 

включительно и, кроме того, конечен интеграл Jt Q , отличающийся 

от интеграла (4) тем, что вместо А——- в нем стоит А2 - , где 
dxW д/Г1 

{ ~ ( г xi + Уь \ 
Ф (х\ х^ — 2 ф ( х ' "— ы- ф (V, уд, если вместе с точками(х\ х£) и 

Л Ф = j (x',yt) область Я содержит и весь отрезок, соединяющий эти точки, 
I 
[ О в противном случае. 

Теорема 1. Для того чтобы для рога Rk была справедлива теорема 
вложения 

или 
Wr

p(Rk)->WQ
q(Rk) 

Br
p(Rk)^bQ

q(Rk), 

0 < r t < o o , 1<^р <С^<С°°' ^пакая ^£> как для всего пространства Епу 

т. е. 

Pi = rt—, 
К: 

2 Математический сборник, т. 75(117), № 4 



В. И. Буренков 

где 

firAPi q) A'API pi> 
необходимо, чтобы 

А = А = ... = А . . (5> 
Pi P2 ?П 

Если рг = . о. = р , /по >с/ = 1 и последние равенства эквивалентны 
равенствам 

А — А ^п 

Объединяя теорему 1 с результатами, сформулированными выше, получим 
следующее утверждение. 

Теорема 2. Для того чтобы для рога R^ при р/>2*max-JCmin а* бь/ла 
справедлива теорема вложения (2) &ла (3), такая же, как для всего прост­
ранства Еп, необходимо и достаточно, чтобы 

k\ _^2_ П 

Г1 Г 2 ' " ' Гп 

Доказательство теоремы 1 опирается на следующую лемму. 
Лемма, Для того чтобы функциях^ при p=f=0, 1,2, . . . принадле­

жала пространству Wv
p (Rk) или пространству Br

p (Ru), 0 < п <ос , 1< /^< оог 

необходимо и достаточно, чтобы 

Pi V h kn 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы. Общий случай легко сводится к случаю 
О <С ri <С 1 Для пространств Wr

p (Ru) и к случаю 0 <[ г* < 1 для пространств 

Для упрощения выкладок будем считать, что рог Ru имеет вид 

#k = |A/i<>•*</*; *== 1, .. . , / r , 0 < f t < l } . 

Эту область можно задать также следующим образом: 

flk= { o < * , < l ; i = l , . . . , / z ; j &<$ <2#; i=h j\i,j = 1 , . . . , /*} . 

Область Ru содержится в области 

{ 0 < ^ < 1 ; ±&<#<2£\ i = 2 , . . . , » } c 

С \ 0 < * ! < 1; or*' <дя < &**'; г = 2, . . . , п\ = & , 
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1 

к • \ 
где а = min 2 1, Ь = —. С другой стороны, Rk содержит в себе область 

i a 

0 < л : 1 < 1 ; --х^^хр^х*1; 1 = 2. . . . , / i j z > 

Z D | 0 < x 1 < ; i ; ^ Х
г < х / < х\1\ i = 2, . . . , nf = i?k, где с = max2 ' . 

Области i?k и £?к отличаются только константами в соответствующих 
неравенствах, поэтому достаточно рассмотреть одну из них, например Rk. По 
тем же соображениям наряду с i?k можно рассматривать область 

# к = 1 0 < * л < 1 ; с**'<*,<**'; /= l , . . . , / z —1 
Таким образом, условие Arfg Wp(/?k)эквивалентно условиям \\xi\\ , <^ос 

Для того чтобы Xi f LPl (Rk), необходимо и достаточно, чтобы 

Pi \ h kn 
так как 

к2
 кп ь и 

1 * 1 * 1 1 £ P l + ^ + . ' *-
С л ^ 1 ^ = § х ^ 1 ^ ^ d*2... ^ Л д = сх С хг

 hl hn dxx, 
h 

Далее, 

k Л 2 fin 

*?-</? i P l 
/x = Ix [xt R{] = [dxn [ dxn^ ... { dxv [ dyx 

Ktl 

ЛП П 

r? — ifi № 
= 2 \ dxft.. . V ^ V { г 1 } d^ 

J J J ( j^ — ^ i + P i ^ i (замена ч—*/i=*i*i) 

K w 
^w 

х " - 1 „ Ь± 1-е — 
п 

2{dxn С ^ _ , . . . С 4 ^ l ) A ^ i ^ \±zJLzlil^dt1, (6) 
^ 2 4 • *+*Г* kn К_ 

кп—л к\ 

2* 
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Так как 
х„ "&7 

1 — (1 
ll о *i 

УО ^л 

1 42[(Р-^)Й+1]+Г=+...+^5--8 * 
/ ^ г с , Jdr„... ^ ^ r , " " ^ i < Ч \ **' *' кп~г dxn. 

(7) 
С другой стороны, 

J J J J /I+Pl/'I 
о &« А5„ о l 

l±£x
kn-i 1±£ x

kt 
2 П П 

/Sl 1 — 
В этом случае 1 — с — > = с4 > 0, поэтому, полагая 

р I P I 

J Д+РЛ 

получим 

1г > 2с5 ^ d*„ 5 dx„_!.. . J xf -"'^djCi 

>^6 

0 

2 rt 2 Л 

^ ; &2 kn~i dxn. (8) 

Утверждение леммы для пространств Wl(Rk) вытекает из неравенств (7) 
и (8). 

Для пространств Br
p (Rk) при 0 < п < 1 вместо 1 — (1 — /х)3 в формуле 

(6) будет стоять вторая разность 1 — 2 ( 1 ] + ( 1 — ^.)3, что обеспечит 

* Здесь в — любое достаточно малое положительное число (оно введено, чтоб ы не пи-
$эть логарифма, который может возникнуть при интегрировании). 
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сходимость интеграла 

П | i _ _ 2 ^ 1 - ^ J + ( 1 - 4 ) 
Pi 

A+PSi 
ч 

к ( 0<Л<1) 

и при гх = 1. Лемма доказана. 
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Согласно лемме, для того чтобы 

xf € Wr
p (Rk) (или Бр (Rk)) при (J =̂= 0, 1,2,..., необходимо и достаточно, чтобы 

Р > г, L ( J_ + . . . + J_ Y а чтобы *? б W® (Rk) (соответственно Б | (tfk)), 
Pi \к\ кп J 

необходимо и достаточно, чтобы Р^>р. — — I —- + • • • Ч )• Так 
Я \ h kn) 

Wr
p (Rk) с W ? (Rk) и Br

p (Rk) <z B? (#k), то 

*—(T+-- + f)<r'--(-
9 V ^1 ^ / Pf V /^ 

v p^i - л 1 
Учитывая, что г* = и щ = 1 — v —-

х —J г, 

как 

- ] ; / = 1, — , п. 
'п J 

1 1 \ 

<7 Pi / 

= Х -
Pi я) jix r, 

1 

—л 

i + 
Pi J ; | i P .J , получим 

Так как 

1 
Pi 

1 > Р / . 1 P'o 
-— > т^ > где --^ 

_1_ 

Ря 

1, . . . , / г . (9) 

% Р/ 

1 1 
_ + ... + _ 

. Р/ ^ ^/2 ^ Р/о 

mm •—, то > —-
i k , 1 1 ^ *-

•+ . . . + — 
Pi ?п 

'/о 

если при каком-либо / имеет место неравенство — ]>—-̂ Ч что противоречит 
*/ */о 

неравенству (9). Теорема 1 доказана. 
Отметим в заключение, что доказанная выше лемма может быть исполь­

зована также при исследовании границ изменения параметров для теорем вло­
жения в областях, в которых они имеют другой вид, чем для всего прост­
ранства. 

(Посгупила в редакцию 9/ХН 1966 г.) 
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