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о 

1. Д л я < з ' е < 5 и а л г е б р а и ч е с к о й с и с т е м ы А / с и г н а т у р ы <з ч е ­

р е з М Ь & о б о з н а ч и м с и с т е м у , к о т о р а я п о л у ч и т с я , е с л и н а о с н о в н о м 

м н о ж е с т в е \и\ с и с т е м ы И не р а с с м а т р и в а т ь функций , п р е д и к а т о в 

и в ы д е л е н н ы х э л е м е н т о в , не в х о д я щ и х в & ' . 

Т Е О Р Е М А 1. П у с т ь к - к л а с с а л г е б р а и ­

ч е с к и х с и с т е м с и г н а т у р ы © . Д л я о п ­

р е д е л е н н о с т и п р е д п о л а г а е м , ч т о б с о ­

д е р ж и т с и м в о л у " д в у х м е с т н о й ф у н к 

ц и и . П у с т ь д л я к а ж д о г о ? ? с у щ е с т в у ­

е т м о д е л ь / V в к л а с с е / С , т а к и е п о д ­

м н о ж е с т в а ^ ? , ^ а з \ м\ и т а к и е а «г / 7 , 6^3 

ч т о 

1. Д=В=п. , Я г>3 = 0 ; 

2 . е с л и ^Са^,аг)=/(6У, ёг~) , т о Q f = 6< и ^ г = 4 ( э т 

д л я в с е х сгу , ^ „ и з /=7 и <5Д и з ^ ) ; 

Т о г д а т е о р и я к л а с с а А - * с и г н а т У 

р ы 0 ь / { Р } , г д е Р с и м в о л о д н о м е с т и о г 

п р е д и к а т а и к*={м\м Л & € / < } . , н а с л е д с т 
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в е н н о н е р а з р е ш и м а 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . И с п о л ь з у е м т е р м и н о л о г и ю л л е м м у 2 и з р а б о ­

т ы а в т о р а f_l] . П у с т ь <L,Q~7 - п р о и з в о л ь н а я к о н е ч н а я м о д е л ь , г д е Q -

р а с ч л е н е н н ы й п р е д и к а т на Ь ( т о е с т ь [ < j \ ( 3 x)Q(x,ui\u[u\(3 x^Q (y,xf$= L; 

{и \(3x)QCx,u)] n {u \ (Эос) (? (y,x)} = 0). 

П у с т ь / ( Y - к л а с с в с е х т а к и х м о д е л е й . П у с т ь / + / ^ \ ( 3 x ) Q ( y i x ) } —п .,, 

1+[u\{.3x)QCx,^}=nZ) n.= max(-nf,-n.J • В ы б е р е м МеК ,Я,в^\М\, 

аеЙ,6&Зт&к-> ч т о б ы в ы п о л н я л и с ь у с л о в и я L - 3 . В ы б е р е м Я, с Я >• {aj , 

Ял<^3^1в] , Д = / г г / , n t - r • П у с т ь <pf , ч?г - о д н о - о д ­

н о з н а ч н ы е о т о б р а ж е н и я / 7 Г на [у\ {3x)QС<^,Х)} и Яг н а {_u\Q3x)Q(x}u)\, 

с о о т в е т с т в е н н о . О п р е д е л и м п р е д и к а т Р на \М\ , п о л о ж и в 

-1 d f 

Р(х)*=>xerff v ос е Яг vXef(a,/4z)vx е/СЯ,,&) v 

v ( 3 y z K x = f y / g . ) & u e # , & z e / ? g & Q и с т и н н о B<.L,Q>). 

Я с н о , ч т о у с л о в и ю Р(х)&Р(^х,6~)"> у д о в л е т в о р я ю т в \м\ э л е м е н ­

т ы х £ ЛV и т о л ь к о о н и . Я с н о , что у с л о в и ю Р{х)& Р С / (а,х)> у д о ­

в л е т в о р я ю т в |л?1 э л е м е н т ы хеЯг и т о л ь к о они . Т е п е р ь п о н я т н о , ч т о 

P&)&,CP(f(x,3» vP(-f(ajX)))* Р(/<х.6))&Р(/(ас/»&Р(М^ о с У ш е с т в л я ю т 
о т н о с и т е л ь н о э л е м е н т а р н у ю и н т е р п р е т а ц и ю ki ъ /( . 

Т е о р е м а д о к а з а н а . 

У к а ж е м н е с к о л ь к о с л е д с т в и й и з э т о й т е о р е м ы . 

С Л Е Д С Т В И Е 1. Н а с л е д с т в е н н о н е р а з р е ш и ­

м ы , н а п р и м е р , т е о р и и к л а с с о в к * д л я 

с л е д у ю щ и х к л а с с о в ^ : 

а ) а д д и т и в н о й п о л у г р у п п ы н а т у р а л ь ­

н ы х ч и с е л ( с р . с р е з у л ь т а т о м R . H o b i n s o n ' а о н е р а з р е ш и м о с ­

ти р а с ш и р е н н о й т е о р и и э т о й п о л у г р у п п ы ) ; 

б ) ц и к л и ч е с к и х г р у п п п р о с т ы х п о ­

р я д к о в ( с р . с р е з у л ь т а т о м Ю . Л . Е р ш о в а о н е р а з р е ш и м о с т и т е о р и и 

к л а с с а к * д л я к л а с с а /< к о н е ч н ы х п о л е й ) ; 

в ) с в о б о д н г о г р у п п о и д а ( Я с ь к о в с к и й , 1 9 5 6 ) ; 

г ) с в о б о д н о й г р у п п ы . 

*^ Т о ч н е е , не с у щ е с т в у е т т а к о г о р е к у р с и в н о г о м н о ж е с т в а Ф , ч т о 
И(.&и [р})Я ф с ГА (К*). 
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К р о м е т о г о , м о ж н о о т в е т и т ь н а в о п р о с ы , п о с т а в л е н н ы е в о б з о р е 

| ~ 2 ^ во в т о р о м с т о л б ц е т а б л и ц ы на с т р а н и ц а х 9 7 - 9 8 в с т р о к а х 1 .1 , 1.3, 

1.4, 3 . 1 , У П , 7 .2 , 8 . 1 , 8 .2 , 8 .3 , 8 .4 , Х П . 1 2 . 

С Л Е Д С Т В И Е 2 . П у с т ь к л а с с К . с о с т о я щ и й 

и з о д н о й б е с к о н е ч н о й м о д е л и А / , у д о -

в л е т в о р я е т у с л о в и я м т е о р е м ы 1. Н е 

с у щ е с т в у е т т а к о й ф о р м у л ы Hcx,y,z) У И Д 

н е с о д е р ж а щ е й в н е л о г и ч е с к и х с и м в о -

л о в , о т л и ч н ы х о т о д н о м е с т н о г о ф у н к ­

ц и о н а л ь н о г о / г и о т о д н о м е с т н ы х п р е ­

д и к а т н ы х , и н е с о д е р ж а щ е й с в о б о д ­

н ы х п е р е м е н н ы х , о т л и ч н ы х о т з г , у , г , 

и т а к о г о с п о с о б а о п р е д е л е н и я н а \м\ 

о п е р а ц и и А- и о д н о м е с т н ы х п р е д и к а т и в , 

с и м в о л ы к о т о р ы х в х о д я т в H(x,y}z) , ч т о 

п р и э т о м о п р е д е л е н и и д л я в с е xx,yrz£\ м\ 

р а в е н с т в о / ( ? , ^ ; = г и м е е т м е с т о т о г д а и 

т о л ь к о т о г д а , к о г д а Н(х,у, z) и с т и н н о . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Н а д о т о л ь к о в с п о м н и т ь , ч т о т е о р и я о д н о й о д ­

н о м е с т н о й функции с л ю б ы м ч и с л о м о д н о м е с т н ы х п р е д и к а т о в р а з р е ш и м а , 

п о с л е ч е г о п р и м е н и т ь т е о р е м у 1. 

Е с л и М - а д д и т и в н а я п о л у г р у п п а н а т у р а л ь н ы х ч и с е л , п о л у ч а е м о с ­

новной р е з у л ь т а т и з £ 4 ] . Е с л и М е с т ь м о д е л ь •< д / , -f > » г д е / / - м н о ­

ж е с т в о н а т у р а л ь н ы х ч и с е л к f(x,u)= 2*- 3% , п о л у ч а е м о т в е т на в о п р о с , 

п о с т а в л е н н ы й в Q 4 ] . С л е д у е т о т м е т и т ь , ч т о А . Д . Т а й м а н о в о б ъ я в л я л р а ­

н е е , ч т о им п о л у ч е н а т е о р е м а , а н а л о г и ч н а я с л е д с т в и ю 2 э т о й р а б о т ы . 

2 . В э т о м п у н к т е д а е т с я ч а с т и ч н ы й о т в е т на в о п р о с , п о с т а в л е н н ы й 

Ж . А л м а г а м б е т э в ы м и М . И . К а р г а п о л о в ы м . 

П у с т ь /7(. гг, с ? А } и /?м('гс> гг,Л>- с в о б о д н ы е а л г е б р ы с п с в о б о д н ы ­

м и о б р а з у ю щ и м и с о о т в е т с т в е н н о в к л а с с е а с с о ц и а т и в н ы х к о м м у т а т и в н ы х 

с - н и л ь п о т е н т н ы х а л г е б р и в к л а с с е а с с о ц и а т и в н ы х Г - н и л ь п о т е н т н ы х 

а л г е б р над п о л е м А . П у с т ь Д(п,Л)= 1^(гг; С,Л)1 С"= > 

Д*(п,К) = {д*^п.,Т, А ) / Г = / , . 2 , . . . } . 

К л а с с ы /7 ( r t , А ) и /Ч*(п,Л~) р а с с м а т р и в а е м к а к к л а с с ы с и г н а т у р ы <?=•<+, . у- . 

Т Е О Р Е М А 2 . а ) Е с л и п о л е А и м е е т х а р а к -
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т е р и с т и к у 0, т о т е о р и и к л а с с о в / ? (рп, А) 

и fl*(m,A1 н а с л е д с т в е н н о н е р а з р е ш и м ы д л я 

ц е л ы х гп 2. 

б ) Е с л и п о л е Л и м е е т х а р а к т е р и с т и ¬ 

к У рФО . т о т е о р и и к л а с с о в /3(-ггт,А) и /7*(-г7т,Л) 

н а с л е д с т в е н н о н е р а з р е ш и м ы а л • 

Т е о р и я к л а с с а / 9 *(2, А ) н В~с л е д с т в е н н о н е ­

р а з р е ш и м а . 

в ) Е с л и п о л е А и м е е т н е р а з р е ш и м у ю 

и л и н а с л е д с т в е н н о н е р а з р е ш и м у ю т е ­

о р и ю , т е о р и и к л а с с о в /9( / , л ) ,/7(2,Л') н е р а з -

р е ш и м ы и л и , с о о т в е т с т в е н н о , н а с л е д с т ­

в е н н о н е р а з р е ш и м ы . 

г ) Е с л и п о л е Л и м е е т р а з р е ш и м у ю т е ­

о р и ю и х а р а к т е р и с т и к у 0, т о т е о р и я 

к л а с с а / 7 ( у , Л ) р а з р е ш и м а . 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О , в ) с о в с е м т р и в и а л ь н о ; г ) с л е д у е т , н а п р и м е р 

и з о д н о г о р е з у л ь т а т а Ю . Л . Е р ш о в а ( с м . E3D , т е о р е м а 3, с т р . 3 3 ) . 

Д о к а ж е м а ) . И с п о л ь з у е м л е м м у 2 и з Г_1П . П у с т ь < L , Q у - к о н е ч ­

н а я м о д е л ь , г д е Q - с и м м е т р и ч н ы й и р р е ф л е к с и в н ы й п р е д и к а т на / . , 

£ . = { • / , . . . , г ] • П у с т ь АС - к л а с с т а к и х м о д е л е й . П у с т ы ъ(п+•?)*•+• / ; 

c,af - с в о б о д н ы е о б р а з у ю щ и е Яс-т,2:,А) или А*(тп,гуЛ) \ pi - с. - о е по 

п о р я д к у п р о с т о е ч и с л о ( н а п р и м е р , p a = z • р?= 3 и т . д . ) ; eefit-m, г, А) ; 

е О ; се Ф о \ ссе.~о ; 

а = П (с + рсс() ; 6=П (с+ргр.с(). 

Р а с с м о т р и м ф о р м у л у 

g(xj = £(x,a, 6, <r, ct, e) — OyKtf lcc&ue=*o&y— с \ctcc&x = y e \ 

где, x/y и с п о л ь з у е т с я к а к с о к р а щ е н и е в м е с т о 

(3uv) (у= ихWU = х-оvy = ихV). 

Л е г к о п о н я т ь , ч т о е с л и х е t f A ) у д о в л е т в о р я е т / ё Ь т . ) ъЙ(-т,?Г,А) 

т о х= уе , г д е у=.с+р^а! , се { / , . . . , п] . Н а о б о р о т , д л я л ю б о г о 

се. •- •, /т-] и у=с+рсЫ в /7(-rr7tz:;A) и с т и н н о £(ие) . 

Т е п е р ь р а с с м о т р и м ф о р м у л у 
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&u.fu^eo!<ffVz\ 

» 

Есп.кх = х?е ,u-ufe , xY=c+pip', и,=с+р^- d > т о м о ж н о п о л о ж и т ь 

2=рср.Ы , и п о э т о м у и с т и н н о с т ь Q(c,i) в л е ч е т и с т и н н о с т ь Р(х,у) . 

Н а о б о р о т , е с л и £(.х) , Р-Су) и Р(х,и) и с т и н н ы в ^Qmit-I/у,то о б о з н а ч и в 

ч е р е з xj , у' , z ' л и н е й н ы е ч л е н ы xf , (Jf , Z с о о т в е т с т в е н н о , и м е ­

е м Ху=С +Pi of • uj^c+pj с/ , г д е c,j е { /,. .. ,п } . Т е п е р ь z '=PiP,- ̂  и 

и з у с л о в и я с +р^р- d i в с л е д у е т , ч т о Q (c,J~) и с т и н н о ъ^Ь,<3>. Э т о 

п о к а з ы в а е т , ч т о ф о р м у л ы Р(х) и Р(х,и) о с у щ е с т в л я ю т о т н о с и т е л ь ­

но э л е м е н т а р н у ю и н т е р п р е т а ц и ю К в Я(т,Л) или в Я*(-ггг,Л) . 

Д о к а ж е м б ) . П у с т ь ^ х , ^ ? - , / ? , , , r z , KY т а к и е ж е , к а к и в д о к а ­

з а т е л ь с т в е т е о р е м ы 1. П у с т ь /Яг , Я2 - п о д м н о ж е с т в а м н о ж е с т в а на -

т у р а л ь н ы х ч и с е л т а к и е , ч т о Яг=ггу— i ,/Яг=п^--Г и д л я х*,х2е.Яу , 

yf,y2£ Яг и з у с л о в и я xf+uf = x2+ у2 с л е д у е т , ч т о л> = 25, у г = 

П у с т ь <-fY и <Рг , к а к в д о к а з а т е л ь с т в е т е о р е м ы 1. В ы б е р е м 

t73 +ттха.х {х 1-й I хе Pj, ие Яz } . 

В Я(-т, V, Л) в ы б е р е м cfd,e - о б р а з у ю щ и е ; а = сгг~г ; £=Ы'~Г ; 

jeftL <.Vi,4>J>eQ 

Я с н о , ч т о т о г д а у с л о в и ю 

у д о в л е т в о р я ю т в Яс-m^z, л ) э л е м е н т ы ^ в и д а cc/i+ed^~/) с + * 

д л я Jc & Я^ . Д л я xf, х2 & Pc-m, t, А) э т о г о в и д а у с л о в и е 
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в ы п о л н е н о т о г д а и т о л ь к о т о г д а , к о г д а QGffCJr),Vz(jJ) и с т и н н о в<гД<£->. 

Э т о о з н а ч а е т , что ф о р м у л ы 3,{X)V &гСХ) и £,(сс)&^(t/^QCx,^) 

о с у щ е с т в л я ю т о т н о с и т е л ь н о э л е м е н т а р н у ю и н т е р п р е т а ц и ю Ki в fl(-nx,A). 

О с т а е т с я р а с с м о т р е т ь к л а с с ы Д* (-n-i} Л) д л я тт? 2. • П у с т ь 

CL,tQ? - к о н е ч н а я м о д е л ь , £} - б и н а р н ы й п р е д и к а т , £ = rij , 

К - к л а с с в с е х т а к и х м о д е л е й . . П у с т ь при д о с т а т о ч н о б о л ь ш о м £* в 

Д*(-т^Z~y/\) c,d - о б р а з у ю щ и е ; cz= а ? г _ / ; S е с т ь п р о и з в е д е ­

ние в ы р а ж е н и й сс хС/исс д л я в с е х т а к и х п а р х—Ы^ , у—с/^ , ч т о 

CjJ rt и Q(c,j) и с т и н н о . Я с н о , ч т о ф о р м у л ы 

_, . а > 
td(x • а.,б,С) = (Зуг) (zycf=a&x= zc у), 

&(х,у;а,3,с) — (Зих, <?zzKX=ucz,8iy=i?c-z2&.ccuevcc \6) 

о с у щ е с т в л я ю т о т н о с и т е л ь н о э л е м е н т а р н у ю и н т е р п р е т а ц и ю К в fl*(Trt,A) . 

П о с т у п и л а в р е д а к ц и ю 

17. 1У. 1967 г . 
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SOME MORE EXAMPLES OP ITODECIDABLE THEORIES 
M.A.Taislin (Novosibirsk) 

(Summary) 

1 . Let L(&) be a class of all relational systems of fi­
nite type о . Suppose <&' be a type which includes the type & 
and D&' ФМ<З . Let e'(X) — / whenever A~eJ)a,\D0» Let К<=Ь(,&) 

and KC&')—{M«Lie>')\Mh&e.K\> It is for a number of classes>rcz.f6; 
that the elementary theory of class K(e') is hereditarily un-
decidable. This holds for example, if class <cL(e>) satisfi­
es the conditions 1 . - 3 » 

2 . When denoting Я(п,с,Л) reap. Й*(п,с, Л) free algeb­
ras with n free generators in the class of associative com­
mutative г -nilpotent algebras over field A resp. in the 
class of associative С -nilpotent algebras over field A and 
putting Яог,л)=[Я (n,г, A; I Г=/,2,. . .}, Й*<n,Л)=[#*(п, г, Л) l r= v , . . . } 
it is proved that the elementary theories of the classes Я(п,Ю, 

*(rt, Л) are hereditarily undecidable f or n.*2. if A is 
field of characteristic О and t o r n ^ s in each other 
cases. In all cases the elementary theory of class /=?* (2, Л) 
is hereditarily undecidable. 


