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ЗАДАЧА КНАСТЕРА О НЕПРЕРЫВНЫХ ОТОБРАЖЕНИЯХ 
СФЕРЫ В ЕВКЛИДОВО ПРОСТРАНСТВО 

Данная работа содержит некоторые замечания и обзор извест­
ных результатов по старой задаче Кнастера [1-2] нахождения на 
стандартной сфере 5*1"1 с R. таких конфигураций точек 
АА А ̂  , что для любого непрерывного отображения |; 5 —*• 
—•- R4* найдется такое вращение а сферы 5*1"1 , что 
| (a(Ai)) = . . . = 1 (О-СА*)) И некоторым тесно связанным с нею 

задачам. 
Задача Кнастера [i] возникла из геометрической гипотезы 

Радемахера о возможности описать куб вокруг ограниченного под­
множества R , которая впервые доказана в [з] при *L =5 
и в [8] для любого М/ . 

Для каких троек чисел (vt, k, *ц) задача Кнастера имеет ре­
шение? Старая гипотеза Кнастера [2] о том, что для троек 
(wv-t-vi-i , и,, va) все конфигурации точек являются решениями, 

опровергнута автором в [18] , где указано ограничение: 
I- г >• «I (k-i) } здесь t - размерность на­

тянутого на точки A i, . .. , А ̂  и центр сферы пространства. Так 
как Ь < mm/ (vi, к) , то из указанного ограничения вытекает 
muv ^vt,k)- —- _ — > vw \k-L) . Является ли это 

ограничение и достаточным условием существования решения задачи 
Кнастера для тройки (_м,? k, vn) ? При и. = 5 , vn = i это так 
[3], [12] . Неоднократно высказывалось предположение, что решени­
ем являются любые конфигурации с к = VI, wt = i , а также с 
к = 2.м.-£,¥«/ = 1 » если конфигурация симметрична относитель­

но центра сферы. 
Большинство известных решений задачи Кнастера обладает су­

щественно используемой при доказательстве симметрией, что в неко­
торых случаях позволяет сводить доказательство к несуществованию 
эквивариантных отображений некоторых & —пространств [3,10, 
18,19] . В § I данной заметки продолжается изучение связи зада­
чи Кнастера с эквивариантными отображениями, где, в частности, 
найдено новое нетривиальное решение задачи Кнастера для отобра­
жений в прямую: для простого р >-5 P'-i точек стандарт­
ной сферы 5 р"г С R p l i лежащие в вершинах вписанного в 
большую окружность сферы правильного р -угольника. 
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§ 2 данной заметки - о множестве I а €. SO (,n) ) | (лСА^) = 
. ..l(&(,Afc))} решений задачи Кнастера для фиксирован­

ной конфигурации точек Д. Дь £ &*" и отображения 
I ". 5 *• R общего положения. 

В § 3 изучается уже отмеченная автором в [18] и [19] 
связь задачи Кнастера с теоремой Дворецкого о существовании поч­
ти шарового сечения у многомерного выпуклого тела: нахождение 
некоторых решений задачи Кнастера позволило бы очень эффективно 
доказывать теорему Дворецкого, что и сделано автором в [18] для 
двумерных сечений; при этом оценка размерности объемлющего прост­
ранства получилась бы асимптотически значительно меньше, чем при 
традиционном аналитическом доказательстве [21], [27]. 

В литературе имеются следующие нетривиальные решения задачи 
Кнастера: м, = к = 3, vn/ - 1 • [З-б] для некоторых специаль­
ных троек точек и в [7] в общем случае; к - Л , wi = i 
когда A i, • • •, А я " концы ортонормированного репера [8-Ю] ; 
в [il] предыдущий результат обобщен на индуктивно правильные 
системы точек ki,..., А«, €. 5 * с R*1 } И/ = 5, к = А , *Л » i , 
когда точки являются концами двух диаметров сферы 5 [12], 
[13] ; в [14 - 1б] для к ^ г м , - 2 , wi-i , когда точки -
концы М/ - i попарно ортогональных диаметров сферы S С R ; 
в [17] для £vt концов М/ попарно-ортогональных диаметров 
сферы размерности vrnvt , непрерывно отображаемой в R w' ; для 
простого к < VI, «1 = i и точек А± ,..., А ^ , лежащих на 
большой окружности сферы S*" С R 4 и делящих ее на рав­
ные части [17 , 18] . В [20] изучается связь задачи Кнастера 
с задачей о реализации расстояний в элементах покрытия евклидовой 
сферы замкнутыми множествами. 

§ I. Задача Кнастера и эквивариантные отображения 

ЛЕММА I. Пусть циклическая группа 21 р простого порядка р 
свободно действует на к -связном топологическом пространстве 
X ( к- натуральное число), а вещественнозначная функция ^ 

непрерывна на X . Если k + 2 < s P , то найдутся такие 
к + 2. различных элементов оСА , . . . , <£(<+а группы Z p и точ­

ка о с е Х , что | (cti (*))'= . • •=* | (/k+a W ) • Если 

k + 2.>p » то найдется орбита некоторой точки Х в Х , отоб­
ражающаяся | в одну точку. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.первого утверждения леммы I проведем от про­
тивного . Пусть не существует таких элементов «СА, ... 
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л ы е г р и хеХ , что {(«^(х)) = . . . = {(А*г(х)). 
Определшл отображение ff : X —*• Rp , ПОЛОЖИВ J ( X ) = 

( H x ) , f (^WV-.>f(Cp-i;U(fc)) . гДе «t- -образующая Z P • 
По построению J- сохраняет действие Zp , если на Rp опре­
делить действие циклическими перестановками координат. По пред­
положению «Г (Jk) не задевает прямую L . выделенную уравне­
ниями х± = . . .= Хр • Обозначим р: Rf\ L *" 5 ' 
проекцию на сферу 5 Р~а i выделенную уравнениями JZ &\, = О 
и С Х- = 1 сначала вдоль L на ( P - l ) -плоскость 

i=i t ' 
сферы, а затем вдоль исходящих из центра сферы лучей на саму сфе­
ру. По построению р сохраняет действие Zp . 3 дальнейшем 
буквой (f будет обозначаться сквозное отображение 

ро^-.Х — 5 р " а . 
Очевидно, что всевозможные пересечения гиперплоскостей вида 

Х^ = х. задают Z p -инвариантное клеточное разбиение выше­
указанной сферы S р " 

По построению IF не задевает остов L указанного раз­
биения 5 р_г коразмерности k+i . который содержится в объ­
единении плоскостей вида х - = . . .= X,,k+a , где все индексы 
при X попарно различны и принимают значения от I до р . До­
полнение £>Р \ L ретрагируется с сохранением действия 

Z p на к -мерный остов двойственного клеточного разбиения 
5 р_а , и пусть р - соответствующая ретракция. Тогда 

сквозное отображение р о У - сохраняющее действие Z p не­
прерывное отображение к -связного пространства X в к -
мерное клеточное пространство, на которых Z p действует сво­
бодно, что противоречит лемме I работы [19] . 

Второе утверждение леммы I вытекает из первого, так как, 
если к + 2 . ^ р и X к-связно, то оно (р - Z ) -связно. 

СЛЕДСТВИЯ. I. Если на (р-2>) -связном пространстве X 
свободно действует группа Z p простого нечетного порядка, то 
для любых, элементов j , L ? . . . } <£р_А £. Z p и | е С (X) найдет­
ся такая точка X е X , что | (</.± (х)) = ...«- | (а(.р-А (X)) 
Действительно, лемма I гарантирует существование требуемой точки 
X G.X для некоторого набора элементов «Ц., • . . , <£p-i е. Z p , 
а любые два такие набора элементов Z р отличаются на некоторый 
элемент Z p 

2. р - 1 точек стандартной сферы S С R ° , лежа­
щие в вершинах вписанного в большую окружность сферы правильного 
р -угольника, являются решением задачи Кнастера для функций 
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I £ С (5° ) . Для доказательства достаточно рассмотреть на 
S ̂ _а стандартное действие группы корней р -ой степени из 

единицы и применить следствие I леммы I. 
ЗАМЕЧАНИЯ. I. Вероятно заключение леммы I верно для любых 

к+ 2. элементов группы Z p (а не только для некоторых, 
как доказано выше). Из этого усиления леммы I следовало бы, что 
при четных W == к и vn = 1 решением задачи Кнастера явля­
ются любые *t точек большой окружности сферы S VL_ 

2. Пусть на к -связном компактном топологическом прост­
ранстве X свободно действует компактная топологическая группа 
Gr , | е С ( Х ) , мг = wm ( k + 2, , порядок G ). Верно ли, 
что для любых элементов <1±, . • • , tym £ Gr найдется такая точ-
ка х е X , что | (<}, (хТ))= . . . J J (^(Х))? 

3. Если набор к точек А±, . . . . А ^ Е 5 - решение 
задачи Кнастера для отображений | : 5*1"1 + R1*1 , то для про­
извольных 4W замкнутых подмножеств рА , . .. Гщ, верна альтер­
натива: при некотором положении набора точек А А , . .., А),, либо 
все точки попадают в Л р^ , либо все точки не попадают в 
одно из множеств Fj, . Для доказательства достаточно применить 
определение решения задачи Кнастера к отображению |: 5 *• R , 
заданному формулой | (х) = ( р (х, f L ) , .. . , р (х , F*»J , где р -
угловая метрика на сфере 5 VL'i • Верно ли, что для любых 
точек сферы 5 a"i и замкнутого Г С й*" поворотом сферы 
можно добиться того, что все точки попадут в Г или все не по­
падут в F ? 

§ 2. О множестве решений задачи Кнастера 

пусть A,,..., Ak e S*"1 с R* и|:5*-1 -R*"' 
непрерывно. Какими свойствами обладает множество {a G 50(*0 I 

| (CL(AI)) = . - . = | ( Ч 0 - ( А ^ ) ) } решений задачи Кнастера? 
В [24 , 25 , 26 , 18 , II] исследуется случай к = М/ , 

Wl = i > А± . ..., А ̂  - концы ортонормированного репера, когда 
| - ширина ограниченного подмножества R , то есть множест­

во описанных кубов ограниченного подмножества R . В [23] 
изучается близкая задача о множестве вписанных квадратов в анали­
тический образ окружности на плоскости. 

В [il] и [24] дается оценка числа решений задачи Кнастера 
для некоторых специальных конфигураций •л, точек на стандартной 
сфере 5 и С R . В [25] высказана гипотеза, что множест­
во описанных кубов ограниченного множества в R содержит гомео-
морфное SO (>-i) подмножество. В [26] доказано существова-
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ние таких ограниченных подмножеств А в R , что для всяко­
го а > 0 вокруг А можно описать лишь конечное число раз­
личных кубов с ребром CL 

В [18] замечено, что для всюду плотного, но заведомо не 
открытого в метрике Хаусдорфа множества выпуклых тел в R (R ) 
множество их описанных кубов является гладкой кривой в SO (3) 
(гладким подмногообразием S0(*V) коразмерности u - i ). 
Совершенно аналогично для произвольных % точек стандартной 
сферы S**"-1 с R и всюду плотного в С -топологии и от­
крытого в С -топологии множества функций | & С (5 ) 
множество решений задачи Кнастера является гладким подмногообра­
зием многообразия S 0 (*0 коразмерности и - i . Точно также 
по соображениям общего положения ( [18] , стр.411) для любых 
А А, А а, кь €. S С R5 и всюду плотного в С -топологии и от­

крытого в С а -топологии множества | е. С г ( S a) множество 
решений £ задачи Кнастера является гладкой кривой в 50 (5) 
и функция L ; j —»• R , определенная равенством |.А (а) = 
|(<Х(А±)) , является функцией Морса. Так как + является 

конечным набором гладко вложенных в SO (3) окружностей, а 
функция Морса принимает на окружности каждое значение конечное 
число раз, то отсюда следует сформулированный выше результат [26]. 

ЛЕММА 2. Пусть А А, А г, А 5 - вершины правильного треуголь­
ника на сфере 5 г с: R 5 и функция | е. С (S ) такова, что 
множество решений задачи Кнастера есть гладкая неособая кривая $ 
в 50 (3) . Если на 50 (з) задана инвариантная риманова мет­
рика, то длина i не меньше двух длин стандартно вложенной 

50(2) С S0 (.5) , как поворотов вокруг фиксированной прямой. 
Эта оценка точна. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТЮ. Как следует из изложенного в [18] , стр.406 
рассуждения (которое по существу совпадает с первоначальным дока­
зательством Какутани [3] ) решение задачи Кнастера для указанных 
точек A i ; А г, А 3 и функции | G С (5 ) можно найти в дву­
мерном остове любого Z^ -инвариантного клеточного разбиения 
S0(3) , где образующая Z_̂ _ переводит реп ер (0Aj.,Ma, 0A a)e 

30(5) в репер (оА г, 0А 3 , 0 А А ) . То есть j пересе­
кает двумерный остов любого %ъ -инвариантного клеточного раз­
биения 50 (Э) и очевидно сама кривая j Zs - инвариантна. 

Обозначим через оС образующую группы Z 3
 и учитывая, 

что 50(3) р* R P , рассмотрим Z 3 -инвариантное клеточное 
разбиение 50 (3) с двумерным остовом В U <L Ъ U «С2, В , 
где В - некоторая стандартная проективная плоскость в общем 
положении с t в SO (3) . По сказанному выше ( ft U </. Ь 
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U o t B ) n j ^ 0 , a значит и В Л J ^ ji в силу Z j -
инвариантности + и двумерного остова. Так как по условию *• 
есть трансверсальное пересечение двух неособых уровней функции 
| (Л) - |ЛМ и I СА») " | ( М на & 0 (5) , то он pea-

лизует нулевой элемент НА(50(,5)} Z a ) = Z a » а. значит имеет 
нулевой индекс пересечения с В по модулю 2 и следовательно 
пересекается с Е> еще по меньшей мере в одной точке. 

Итак, i пересекается с трансверсальными ей стандартными 
проективными плоскостями по крайней мере в двух точках. Как из­
вестно, длина гладкой кривой + отличается от длины стандарт­
ной проективной прямой на множитель, равный среднему числу точек 
пересечения * с проективной плоскостью. Лемма 2 доказана. 

Для доказательства точности оценки достаточно рассмотреть 
функцию | = Xi 

ЗАМЕЧАНИЯ. I. Как обобщить лемму 2 на произвольные троето-
чия двумерной сферы? 

2. В [б] Хадвигер доказал, что вершины правильного тре­
угольника на 5 можно поместить в некоторый уровень произ­
вольной функции | £ 0 ( 5 ) , отразив их симметрично относи­
тельно некоторой проходящей через центр сферы плоскости (это ут­
верждение без труда выводится из доказанного выше утверждения, 
что множество решений задачи Кнастера для правильного троеточия 
пересекается с любой стандартной проективной плоскостью в SO (о)). 

Обобщается ли это утверждение [б] на произвольное VI/ то­
чек сферы S*" 1 С R * и функцию l e C C S * 1 " 1 ) ? Если на 

S0(w/) рассмотреть инвариантную риманову метрику, то верно 
ли, что для точек А А , . . . , А ^ е S*"1 ^ -мерная 
мера "гладкого множества решений" задачи Кнастера не меньше удво­
енной меры стандартно вложенной 50(^-1) с 50(«-) , как пово­
ротов вокруг фиксированной прямой? Если это верно, то оценка точ­
ная, как показывает пример | = х± . Нетрудно проверить, что 
для специальных решений задачи Кнастера из следствия 2, § I дан­
ной заметки эта гипотеза выполняется. 

§ 3. Задача Кнастера и почти шаровые сечения выпуклых тел 

Тело К с R называется £, -асферическим, если оно со­
держит некоторый шар и содержится в гомотетичном ему шаре с ко­
эффициентом i + 6 и тем же центром. 

ЛЕММА 3. Если лучевая функция выпуклого тела К с R от­
носительно его внутренней точки 0 принимает одинаковое значе-
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и —i 
ние R в точках некоторой & -сети сферы 5 , то ис­
ходное тело ( i ) -асферично. При и, = 2. эта оцен-
ка точна. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В К. можно вписать шар радиуса R • С05 6 
с центром в точке 0 • Пусть Р - опорная к телу К. плос­
кость, а А - основание перпендикуляра, опущенного из точки О 
на Р . В выбранной £ -сети найдется такой луч t t что 
угол между О А и I не превосходит J, . Тогда Р высе­
кает на В отрезок длины <, _9-2— , поэтому R <, " 
и ОА > R-C0&& . М 8 * м г 

Вокруг К. можно описать шар радиуса —соъгГ - с Чент~ 
ром в 0 • Пусть В - наиболее удаленная от 0 точка К. , 
а А - такая точка границы К , что 0A?=R и / . А0Е>< 6 . 
Как мы показали выше, высота ОН треугольника ОАВ не меньше 

RCO&&, поэтому L Н 0 А < Ь и Z.H0E>< Л Н О А + / . АОВ , 
а значит ПР> < -R с05& 

Точность доказанной оценки при vt = 2. подтверждается 
примером на рис.1. 

Рис.1. 
Обозначим N 6 (и) - минимальное число элементов в £ -

сети на единичной сфере в R . Как известно, N Б {%) ~ с ^ 
при t — - 0 » гД е С (н) - минимальная плотность покрытия 

R единичными шарами, умноженная на площадь сферы 5 
Если (м<, и,, i) - решение задачи Кнастера, то ее приме­

чай е к лучевой функции выпуклого тела К. относительно его 
'.' 'тленней точки 0 вместе с леммой 3 дает следующее: при 

* ̂  Ne(*0 ~ 1*+ через любую внутреннюю точку выпук-
т<-' о тела в R проходит \"^7аь~ ~^ ) -асферическое И/ -
к>;.юе сечение. Следовательно, чтобы добиться & -асферичности 
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-мерного сечения достаточно размерности 
N ~ гЙГи-i а если (M/,Zvi-2,i) 

решение задачи Кнастера для центрально-симметричных конфигура­
ций, то получается оценка N асимптотически .вдвое меньшая. 

Если решением задачи Кнастера для ( U, 2, +t - 2., 1) являют­
ся вершины правильного (2м, -Z) -угольника большой окружности 
сферы 5 С R , то через любую внутреннюю точку 0 тела 
К С R проходит плоское сечение К со вписанным правиль­

ным 2.W-2. -угольником с центром в 0 . которое по лемме 3 
при М/ >• k ( jf О ~ асферично. Как показывает рас-
смотрение специальных М/ -мерных симплексов [22] , оценка 
асферичности двумерного сечения % -мерного /тела не может быть л^е {-£% - О • 

Таким образом, из вышеуказанной гипотезы в задаче Кнастера 
вытекает асимптотически точная оценка -^ — 1 асферич-
ности двумерного сечения, проведенного через фиксированную точку 
«/ -мерного выпуклого тела. Оценка асимптотически в четыре раза 
большая установлена автором в [18] . 

Применим аналитический прием из доказательства теоремы Дво­
рецкого к задаче Кнастера. 

ЛЕММА 4. Для любых П/ точек единичной сферы 5 С R 
и функции | е С (45*t_i_) найдутся конгруэнтные им м, то­
чек сферы в замкнутой at-CCOS ^v -̂ - -окрестности не­
которого уровня i 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Как и в [27] рассмотрим такое С в R , 
что меры множеств Г ((-°°,с]) и | ([о, + вв )) не мень­
ше половины {%-L) -мерной меры №п-г сферы 5 л~ • Тогда 
мера & -окрестности | (с) не меньше меры б -окрест­
ности большой (м.-&) -сферы 5*1 * которая получается из 

5 выбрасыванием двух сферических шапок диаметра 2. • С0& 6 . 
Каждая из указанных конгруэнтных шапок помещается в полусферу 
диаметра 2, • соь & , поэтому их общая мера не больше 

С COS t) *~L ^Н_А (& "~l) , что меньше i ^ ($ H _ i) , 
если б > atccoa ^ ^ -—•' 

Теперь лемма 4 следует из утверждения, что для измеримого 
^ & ^ с ^ (А) > •*£• / ^ (Б*1"1) любые и то-
чек сферы £> М,_А вращением сферы можно всегда поместить в А . 
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Пусть At - нормированная мера Хаара на SO (лС) ,. Положим 
А^ = | ( Х 6 . 5 0 («/) | образ 1-й .точки при вращении а 

не попадает в А } .. Тогда JUL (Jf\ ^) < —£- ,и для^наших це­
лей подходит любой элемент из множества ,'5>0 (%j) ч .У lhi 
положительной меры. i" 

ЗАМЕЧАНИЕ. Лемма 4 верна для любых N точек '5 л и 
замкнутой atccos ^~~^\ "тг~ -окрестности указанного уровня. 
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Makeev V.V. Knasters problem about continuous mappings from sphe­
res to eucledean spaces. 

The paper contains survey of known results and some remarks 
on the well known Knasters problem. 
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