
элементам первой строки обозначим через A P t S . Имеет место 
Т е о р е м а 3. 

(int)co f c + 1 ( / o , 6 ) p ^ X S U P h-b>-pm)dlP-<>m | | £ w / 0 ; 
0<h<6 

max \Apm>s\> Kh°m, 
* = i , . . . , p w + i 

/т+к\ /m+k\ 
к>0 достаточно мало, pm = I ) , om=m^^ ^J. 

В заключение автор выражает глубокую благодарность проф. О.В. Бесову 
за постановку задач, постоянную помощь и обсуждение работы. 
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УДК517.9 М А Т Е М А Т И К А 

E.C. ПОЛОВИНКИH, Г.В. СМИРНОВ 

ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ МНОГОЗНАЧНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ 
И СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ВКЛЮЧЕНИЙ 

(Представлено академиком Н.Н. Моисеевым 5IV 1985) 

Для локального описания многозначного отображения F: X -+ 2Y будем 
использовать конус, касательный к графику многозначного отображения в точке 
(х, у) G X X Y, у Е F(x). Аналогично [ 1 , 2 ] введем понятие производной много­
значного отображения в точке графика. Рассматривая различные касательные ко­
нусы, получим производные, специальные свойства которых' позволили получить 
теоремы о дифференцировании множеств решений дифференциальных включений 
по начальным данным и новые необходимые условия оптимальности решений диф­
ференциальных включений в экстремальных задачах на отрезке и быстродействия. 
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1. Будем обозначать через Sz замкнутый единичный шар (с центром в нуле) 
в нормированном пространстве Z. Пусть (см. [3] ) 

А ± B = \zEZ\ z+BCA], A,BCZ; IIАII = sup{\\а\\ | аЕА\. 

Обозначим через &(Z) пространство замкнутых непустых подмножеств простран­
ства Z. В е р х н и м к а с а т е л ь н ы м (или к о н т и н г е н т н ы м ) к о н у ­
с о м Тв (А; а) к множеству А С Z в точке а Е Л называется множество 

Тв(А;а) = О П U ( Х " 1 ^ - а) + eSz). 
€>0 6 > 0 0 < \ < 6 

Н и ж н и м к а с а т е л ь н ы м к о н у с о м Г Н (Л; а) к множеству А С Z в точке 
д Е Л называется множество 

Г н ( Л ; д ) = П и П (Х- 1 (4 - e ) + e S z ) . 
е > 0 5 > 0 0 < \ < б 

О п р е д е л е н и е 1. О б о б щ е н н ы м н и ж н и м к а с а т е л ь н ы м 
к о н у с о м Тон (А; а) к м н о ж е с т в у А С Z в т о ч к е Я Е Л назовем 
множество 

(1)' Тон(А; а)±Тн(А', а) ± ТН(А; а) 

(см. [ 9 ] ) . 
О п р е д е л е н и е 2. О б о б щ е н н ы м в е р х н и м к а с а т е л ь н ы м 

к о н у с о м Тов(А; а) к м н о ж е с т в у А С Z в т о ч к е я Е Л назовем 
множество 
(2) Тов(А; а) = (ТВ(А; а) -* Г В (Л; а)) + Г о н ( Л ; а ) . 

Как обычно, через Г* обозначаем сопряженный конус в Z * к конусу ТС Z. 
Т е о р е м а 1. Касательные конусы ( 1 ) , (2) всегда выпуклы и замкнуты. 

Если конус ТН(А; а) (ТВ(А; а)) является выпуклым, то справедливо равенство 

Тоя(А\ а) = ТН(А; а) (Тов(А; а) = Г В (Л; а)). 

Также справедливы включения 

Тон(А; а) С ТН(А; а), ТК(Л\ а) С Тон(А; а) С Тов(А\ а) С ТЯ(А; а), 

где через ТК(А; а) обозначаем касательный конус Кларка [ 4 ] . 
Для краткости записи произвольного касательного конуса введем обозначе­

ние ТЬ(А; а),где L Е { в , н , к , о н , о в } . 
П р е д л о ж е н и е 1. Пусть А С Z, а Е А, а>0,а множество Аа таково, 

что АП (а + aSz) САаСА\ тогда верны равенства 

TL(A; а)-Ть{А\ a) =Th(Aa; a), L E {в,н, к, о н , о в | . 

2. Следуя [1, 2 ] , для каждого касательного конуса Ть (А; а) определим 
понятие соответствующей L-производной многозначного отображения F: X 2 Г , 
где X, Y - нормированные пространства. 

О п р е д е л е н и е 3. L - п р о и з в о д н о й м н о г о з н а ч н о г о о т о б ­
р а ж е н и я F: J - > 2 r в т о ч к е z Е grF С X X Y по направлению хЕ X назовем 
множество 

(3) DLF(z)(x)=\yEY\ (x,y)ETL(&FiZ)\. 

Тогда L - п р о и з в о д н о й ф у н к ц и и / : Х-+ ( -«> , + <*>] в т о ч к е xQ Е d o m / 
п о н а п р а в л е н и ю хЕХ назовем функцию 

^ / ( * o ) ( x ) = i n f { j ? e R | (x,y)ETL(epif; ( * о , / ( * о ) ) ) ! , 
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a L - с у б д и ф ф е р е н ц и а л о м ф у н к ц и и / в т о ч к е х0 Е dom / назовем 
множество 

bhf(x0) = {x*EX*\ (x,x')<Dtf(x0){x)9 VxEX\. 

Из теоремы 1 получаем включения 

DKF(z) (x)CD0HF(z) (x)CDOBF(z) (x)CDBF(z) (х), 

Э о в Я ^ о ) С Э о н / ( * о ) С Э к / ( д г 0 ) , 

а из предложения 1 следует 
П р е д л о ж е н и е 2. Для отображения F: X -> 2Y, wc/ze а > 0 и точки 

zo = (*о> .Уо) G g r ^ определим отображение 

(4) / V * 0 + « 5 ^ -> 2 У , F e ( x ) = П ( j , 0 + a S y ) . 

7Ъгдд для каждого L Е {в, н, к, он, ов} справедливо равенство 

Dj^F(zQ) (х) = DLFa(z0) (х) при всех х ЕХ, 

Т е о р е м а 2. Пусть отображение F: X -+ 2 R " и точка z0 = ( х 0 , .Уо) е g * ^ 
таковы, что существует число а > О, ирм котором множества Fa (х) из (4) непусты 
и замкнуты, а отображение Fa удовлетворяет условию Липшица с константой 1 > О 
HOXQ + OLSX. 

Тогда множества DBF(z0) (х) непусты при всех х Е X, а отображение 
х -> DBF(z0) (Х) удовлетворяет условию Липшица с той же константой I > 0. 

Т е о р е м а 3. Пусть функция /: Х-> (— °°, +°°] удовлетворяет локальному 
условию Липшица в точке х0 Е d o m / с константой I > 0. 

7Ъгдя положительно-однородная и выпуклая функция х -> D^fixo) (*)> 
где L Е {к, он, ов} , конечна при всех х Е X и удовлетворяет условию Липшица на X 
с той же константой I > 0. 

3 . Применим изложенный выше метод дифференцирования многозначных 
отображений к дифференциальным включениям, т.е. выражениям вида 

(5) x(t)EF(t,x(t)), tElto,^], x=dx/dt, 

где F: R X R " - > 2 R " . Обозначим через fo[toftl ] (F> C°) множество всех абсолютно 
непрерывных функций х(-) Е ([*<>> удовлетворяющих включению (5) 
почти всюду и начальному условию x(t0) Е С 0 , где С 0 - замкнутое множество в 

Зафиксируем некоторое решение включения (5) х() Е < R [ f o > f j (F, С 0 ) . 

У с л о в и е 1. Существуют числа аг и а 2 , 0 < ог < о2 < +°°, и функция 
/(•) ELi([t0f tx]) такие,что множества 

G(t, х) = F(t, х) П (JC(0 + o2SRn) 

непусты и замкнуты во всех точках множества D= {(t, х)\ tE [t0,ti], \\х - x(t)\\< 
< ох}. Пусть многозначное отображение G(t, х) измеримо по г и удовлетворяет 
условию Липшица по х в метрике Хаусдорфа с константой / (t) на D. 

У с л о в и е 2. Условие 1 выполнено, и справедливо равенство G(t, х) = 
= coG (t, х) для всех (t, х) ED, 

В силу (3) обозначим через (w) (Z>£(w)) L-производную отображе­
ния х0 " > f i [ f 0 f f j (F, *о) в точке графика (x(t0), * ( • ) ) по направлению и Е 
где <R̂ r , Г ] ( ^ ' *о) считаем подмножеством в Y = W ^ C U o , (в У = 
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При фиксированном t Е [r0, t^] L-производные отображений x -* F(t, x) 
и x-+coG(f, x) в точке графика (x(t),x(t)) обозначим 

F'h(t,x) = \y ERn\ (x,y)ECL(t)\9 

CG'L(t,x)=\yERn\ (x,y)EKL(t)\9 

где 

(6) CL(r) = TL(gxF(t9.); (*(f) , * « 

(7) tfL(f) = rL(grcoG(f, . ) ; (*(0, 5(0)). 
Из предложения 2 получаем включение F'L(f, x ) С CG'h(t, х ) . 

Т е о р е м а 4. Яусгь выполнено условие 1; тогда справедливо включение 
%0>ti](FlU)CD^(U), L G ! H , K } , W E R " . 

£Ъш в условии 1 а 2 < +°°, го 

<RU o ^ ( C G L , w)CZ)£(w) , L E | H , K } , й ERn. 

Если в условии 1 а 2 = +°°, гс> 

A J " ( " ) C « U o > r i , ( / ; , ; , i i ) , й ERn. 

Зададим открытое множество V С R 1 X R " , сечения которого Vt ± \ х Е 
ERn\ (t, х) Е V} непусты при всех t Е [t0, tx]. Пусть 6 > О, р ( - ) , / ( • ) , * ( • ) е 

E L i d / o , ^ ] ) , о п р е д е л и м функции £ ( г ) ,т(t) по формулам 

£ ( 0 = 6е™(г> + } emM-mWp(s)ds, m(t) = Г Е [ г 0 , f^. 
'о 'о 

Пусть дано отображение F: V - * ^ ( R " ) , F(f , х) измеримо по f и удовлетворяет 
условию Липшица по х с константой /(f) на V9 причем IIF (t, x)ll < b(t) при 
(t, х) Е V. 

Т е о р е м а 5. Пусть число е > 0, замкнутое множество С0 С Vto и ком­
пактное подмножество К в W"x ( | / о , tx]) такие, что К С ftj^ t^ (coF, С 0 ) и для 
любого х (•) Е К справедливо включение \ (t, х) \ t Е [t0, t х ] , II х - х (г) II < е \ С V. 

Тогда существует непрерывное отображение г: К (&^t t j (F, C 0 ) , удов­
летворяющее оценке ' 1 

I * ( • ) - ' ( * ( • ) ) (Olc < e, Yx(-)GK. 

Т е о р е м а 6. Пусть число e > О, замкнутое слабо выпуклое множество 
С 0 С Vt и компактное подмножество К в W"t ( { / 0 » f i ] ) такие, что для всякой 
функции у(-) ЕК выполнены условия 

d(y(to),C0)<&\ d(y(t)9coF(t,y(t)))< Р(0> t E ^ t ^ 
\(t,x)\ tE[t0,tx], IIx -y(t)II< %(t) + € ! С К 

Тогда существует непрерывное отображение r: K-^R^T^ tj(F, С0)9 удовлет­
воряющее оценке \\у(-)-r(y(-)) (-)\\с< %(tx) + e, V ^ ( - ) G ^ -

Т е о р е м а 7. #>>сг& С 0 Е S R ( R ' 1 ) выпукло и для * ( • ) Е <Rj^ r j (F, С 0 ) вм-
полненоусловие 2.Пустьхт ( • ) Е <R[ f o > r i ] (^н, ТЯ(С0, x(t0)))9 т = 1 , 2 , . . . + 1, 
такие, что справедливо включение 

\ху(-)\ * , ( • ) = *2 7 И * Ж ( - ) , С Л . , . , < * £ , Г н ( С в , * ( * » ) ) ) , 
m = 1 
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Аг+1 
где 2 = {7 = ( 7 Ь . . . , ук+х) Е Rk+l \ ут О, 2 7 W = l l . Тогда найдего* 5 > 0 

m = l 
гакое, </го для всех X Е (0, 5) и всех у Е 2 * существуют хХу(-) Е <R[f , j (F, С 0 ) 
такие, что ' °' 1 

х х > 7 ( г ) = *(f) + Х х 7 (0 + о(Х, 7, г), f е [/0, *i ] , 
lim m a x X"1 II о(Х, 7 , •) II w = О, 

причем отображения у-+о(\,у, •) мз 2 * в Н^"Д(1г0, tx]) непрерывны. 
4. Рассмотрим следующие экстремальные задачи (ср. [ 4 , 6 - 8 ] ) : 

(8) m i n i m i z e j ^ ^ ^ U C O ^ f i i ^ ^ j C ^ C o ) ! , 

(9) m i n i m i z e d Е [ t 0 , tx]\ x(-)e&[uti](F,C0), х(г)ЕСх\, 

где </?: R " - > R локально липшицева, а С 0 , Q - замкнутые множества в R " . 
Т е о р е м а 8. Пусть х() - локальное решение задачи (8) и выполнено 

условие 1. 7Ъгдя существует функция р() Е W"([t0, tx]) такая, что (см. ( 1 ) , 
С6) , (7 ) ) 

p(t0)£T*OH(c0', x(tQ)), p(tx)e-dOB^p(x(tx)l 
(Ht),P(t))e-c*0H(t)y tE[t0,tx], 

если в условии 1 о2 < +°°, то 

(Ю) (i>(t),P(t))e-K*OH(t)> te[t0,tx]. 
Для произвольных х() Е И̂ д̂ ([?о>' 1 ] ) и ? £ (?о, f 1 ] определим множество 

^ (*( ' )> 0 п о формуле 
/ jc(r-X)-Jc(r) \ 

K(x(),t) = П П U ( - — - - Ц + eS„n ) . 

Т е о р е м а 9. Пусть x() - решение задачи быстродействия ( 9 ) , a i - опти­
мальное время в (9 ) . Предположим, что множества С0 и Сх замкнуты и слабо вы­
пуклы в Rn и выполнено условие 1. 

л л 

Тогда для всякого % Е К(х(), t) существует не равная нулю функция р (•) Е 
еПП1ЛФо,Ь) такая, что (см. ( 1 ) , (7) ) 

p(t0)Е-Го„(С0; £(Г 0 ) )> Р(Ь€C(Q; £(?)), 

(11) < £ , Р ( 0 > < 0 , 

(р (0 , Р ( 0 ) ^ - ^ о н ( 0 , ' Е [ Г < ) , ? Ь 
С л е д с т в и е . Из включения (10) ( ( H ) ) следует справедливость принципа 

максимумаПотрятина [7] на [*о>*1'] ( н * [tо, ) ,т .е . равенство 

(p(t), x(t)) = т а х К р ( 0 , У > 1 vEG(t,x)\ . 

Авторы благодарят П.Б. Гусятникова за ценные замечания по работе. 

Московский физико-технический институт Поступило 
Долгопрудный Московской обл. 5 IV 1985 
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УДК 513.836 М А Т Е М А Т И К А 

В.А. СМИРНОВ 

ВТОРИЧНЫЕ КОГОМОЛОГИЧЕСКИЕ ОПЕРАЦИИ 

(Представлено академиком СП. Новиковым 5III1985) 

Во многих вопросах алгебраической топологии возникает задача: по алгебраи­
ческой структуре, заданной на цепном комплексе X, определить структуру, возни­
кающую на его гомологиях. Так, например, если Xявляется алгеброй, то на его го-
мологиях Я Д Х ) , помимо структуры алгебры, возникает некоторая дополнитель­
ная структура, в частности произведения Масси. Полностью описать эту структуру 
впервые удалось Кадеишвили (см. [ 1 - 3 ] ) , а именно, он показал, что если цепной 
комплекс X является алгеброй, то на его гомологиях П^(Х) можно определить 
структуру А оо -алгебры в смысле Сташефа [ 4 ] , которая в некотором смысле пол­
ностью определяет алгебру X. Эта структура использовалась Кадеишвили для вычис­
ления гомологии классифицирующих пространств [2] и гомологии расслоенных 
пространств и пространств петель [ 1 , 3 ] . 

С другой стороны к этим вопросам примыкает теория гомтопически инва­
риантных алгебраических структур на топологических пространствах, начало кото­
рой положила работа Сташефа и которая затем развита в работах Бордмана и Фогта 
[5],Мэя [ 5 , 6 ] , Лады [7] и др. 

В настоящей работе методы, развитые в этих работах, мы распространим на 
моноидальные категории в смысле Маклейна [ 8 ] , что позволит применить их к ал­
гебрам над операдой и монадой (см. [5, 9 ] ) . В частности, будет показано, что на 
алгебре Стинрода имеется структура А«-алгебры и задание на когомологиях#*(ЛГ) 
топологического пространства X структуры А«, -алгебры над Л «-алгеброй Стинрода 
полностью определяет слабый гомотопический тип пространства X. 

Пусть ЗС - моноидальная категория в смысле Маклейна, т.е. в ней имеется 
произведение х: ЗСХ ЗС-+ЗС, которое ассоциативно с точностью до естественного 
изоморфизма, и задан единичный объект е Е ЗС. Тогда объект X £ ЗС называется 
алгеброй, если заданы морфизмы /: е -» X, я: X X X -* X, для которых выполня­
ются соотношения 

7Г(1 X | ) = я = 7Г(/Х 1), 7Г(7ГХ 1) = 7Г(1 X 7Г) . 

Например, для произвольной категории 30 категория fSC эндофункторов F: ЗС -*ЗС 
является моноидальной, произведением в которой является композиция функторов 
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