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Численные методы
для некоторых классов вариационных неравенств
с относительно сильно монотонными операторами

Ф. С. Стонякин, A. A. Титов, Д. В. Макаренко, М. С. Алкуса

Статья посвящена существенному расширению недавно предложенного клас-
са относительно сильно выпуклых оптимизационных задач в пространствах
больших размерностей. В работе вводится аналог понятия относительной силь-
ной выпуклости для вариационных неравенств (относительная сильная моно-
тонность) и исследуются оценки скорости сходимости некоторых численных
методов первого порядка для задач такого типа. В статье рассматриваются два
класса вариационных неравенств в зависимости от условий, связанных с гладко-
стью оператора. Первый из этих классов задач включает в себя относительно
ограниченные операторы, а второй – операторы с аналогом условия Липши-
ца (так называемая относительная гладкость). Для вариационных неравенств
с относительно ограниченными и относительно сильно монотонными оператора-
ми была исследована вариация субградиентного метода и обоснована оптималь-
ная оценка скорости сходимости. Для задач с относительно гладкими и отно-
сительно сильно монотонными операторами доказана линейная скорость схо-
димости алгоритма со специальной организацией процедуры рестартов (пере-
запусков) проксимального зеркального метода для вариационных неравенств
с монотонными операторами.
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1. Введение и постановка задачи. Численные методы градиентного типа
достаточно часто используются для самых разнообразных постановок задач выпук-
лой оптимизации в пространствах больших размерностей. Это объясняется неболь-
шими затратами памяти на итерациях, а также возможностью обоснования приемле-
мых оценок скорости сходимости, не содержащих (в отличие, например, от методов
отсекающей гиперплоскости) параметров размерности пространства. Однако при
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этом существенны предположения о функциональных свойствах таких задач (глад-
кость, липшицевость, сильная выпуклость). Так, несколько лет назад был выделен
класс относительно гладких задач оптимизации (см., например [1]–[3]). Свойство
относительной 𝐿-гладкости (𝐿 > 0) обобщает ycловие 𝐿-гладкости (𝐿-липшицевости
градиента) 𝑓 путем замены в известном для 𝐿-гладких фyнкций 𝑓 неравенстве (𝑄 –
область определения 𝑓)

𝑓(𝑦) 6 𝑓(𝑥) + ⟨∇𝑓(𝑥), 𝑦 − 𝑥⟩+ 𝐿

2
‖𝑥− 𝑦‖22 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄

выражения ‖𝑥 − 𝑦‖22/2 дивергенцией (расхождением) Брэгмана (см. (1.3) и (1.12)
ниже), которая порождается некоторой выпуклой прокс-функцией (важно, что она
не обязательно сильно выпукла). Отметим, что здесь и всюдy далее ‖·‖2 – евклидова
норма в 𝑛-мерном пространстве R𝑛.

Для выпyклых относительно гладких задач оценки сходимости обычных (неуско-
ренных) методов градиентного типа оптимальны с точностью до умножения на кон-
станту, не зависящую от размерности и параметров метода (см. работы [1]–[4], а так-
же имеющиеся в них ссылки). В работе [3] введено понятие относительной сильной
выпуклости функции, которое позволило расширить класс выпуклых оптимизаци-
онных задач, для которых можно доказать линейную скорость сходимости (сходи-
мость со скоростью геометрической прогрессии) метода градиентного типа, причем
соответствующая оценка не содержит параметров размерности задачи. В данной
работе мы развиваем этот подход и исследуем некоторые алгоритмы уже для вариа-
ционных неравенств с аналогом относительной сильной выпуклости для операторов
(относительной сильной монотонностью). Напомним, что понятие относительной
сильной выпуклости [3] функции 𝑓 обобщает понятие обычной 𝜇-сильной выпукло-
сти 𝑓 (𝜇 > 0) путем замены в неравенстве

𝑓(𝑥) + ⟨∇𝑓(𝑥), 𝑦 − 𝑥⟩+ 𝜇

2
‖𝑥− 𝑦‖22 6 𝑓(𝑦) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄, (1.1)

выражения ‖𝑥 − 𝑦‖22/2 дивергенцией Брэгмана (см. (1.3) и (1.5) ниже), которая
порождается некоторой выпуклой прокс-функцией.

В настоящей статье рассматриваются методы первого порядка для двух классов
вариационных неравенств с операторами, удовлетворяющими предлагаемому анало-
гу условия относительной сильной выпуклости (см. ниже определение 1 относитель-
ной сильной монотонности оператора): с аналогом ограниченности (относительная
ограниченность, см. определение 2 ниже), а также с аналогом условия Липшица
(относительная гладкость, см. определение 3 ниже).

Хорошо известно, что на классе липшицевых и сильно выпуклых минимизаци-
онных задач оптимальная оценка скорости сходимости достигается именно для суб-
градиентного метода [5]. В последние годы активно исследуются задачи с анало-
гом условия Липшица относительно некоторой выпуклой прокс-функции (относи-
тельная липшицевость), которая в отличие от классической постановки не обязана
удовлетворять условию сильной выпуклости относительно нормы [6]–[8]. Мы иссле-
дуем оценку скорости сходимости субградиентного метода для сильно выпуклых
задач с аналогичным предположением об относительной липшицевости. Точнее
говоря, в настоящей статье рассматривается вариант субградиентного метода на



ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ ДЛЯ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ ВАРИАЦИОННЫХ НЕРАВЕНСТВ 881

классе относительно ограниченных и относительно сильно монотонных вариацион-
ных неравенств, а также класс относительно сильно выпукло-вогнутых седловых
задач с соответствующими условиями относительной липшицевости функционалов.

Далее, немалую популярность в работах по оптимизации получило упомянутое
выше недавно предложенное понятие относительной гладкости функций (см. рабо-
ты [1]–[4], а также приведенные в них ссылки), которое позволило существенно рас-
ширить класс задач выпуклой оптимизации по сравнению со стандартным предполо-
жением о липшицевости градиента с гарантией оценки скорости сходимости 𝑂(𝑁−1)
(здесь и далее 𝑁 – количество итераций), которая может считаться оптимальной
для такого широкого класса задач [4]. В плане приложений можно отметить подход
к построению методов градиентного типа для задач распределенной оптимизации
с использованием относительной гладкости и относительной сильной выпуклости [9].
Аналоги относительной гладкости введены в последние пару лет и для более общей
постановки задачи решения вариационного неравенства (см. [10], а также имеющие-
ся там ссылки) с монотонным оператором. Оказывается, что для этого класса задач
можно предложить алгоритмы экстраградиентного типа с гарантией оценки скоро-
сти сходимости 𝑂(𝑁−1). Мы же рассматриваем класс относительно сильно моно-
тонных и относительно гладких операторов и показываем, как некоторая вариация
адаптивного проксимального зеркального метода [11] со специальной организацией
процедуры рестартов (перезапусков) может приводить к обоснованию лучшей оцен-
ки скорости (линейной скорости сходимости) для вариационных неравенств с такими
предположениями. Стоит отметить, что метод адаптивен, т.е. в оценке скорости схо-
димости глобальный параметр относительной гладкости задачи можно заменить его
адаптивно подбираемыми на итерациях потенциально более удобными локальными
аппроксимациями. Предлагаемый нами подход, в частности, дал возможность впер-
вые предложить метод с адаптивной настройкой на итерациях параметра относи-
тельной гладкости для выделенного в [9] класса задач распределенной оптимизации.

Работа состоит из введения, трех основных частей (пунктов) и заключения. Вто-
рой пункт статьи посвящен модификации метода зеркального спуска и выводу оцен-
ки его скорости сходимости для вариационных неравенств с относительно сильно
монотонными и относительно ограниченными операторами. В частности, получен-
ная оценка указывает на оптимальность такого метода на выделенном классе вари-
ационных неравенств, поскольку она оптимальна (с точностью до умножения на не
зависящую от параметров метода и размерности пространства константу) даже на
более узком классе задач минимизации относительно липшицевых и относительно
сильно выпуклых функций [7]. В п. 3 статьи рассматривается класс относитель-
но сильно монотонных и относительной гладких операторов и анализируется воз-
можность использования рестартованного адаптивного проксимального зеркального
метода для такого класса задач с обоснованием гарантии линейной скорости сходи-
мости. В п. 4 показывается, как предложенные ранее алгоритмы для вариационных
неравенств и полученные теоретические оценки их скорости сходимости могут быть
применены для решения относительно сильно выпукло-вогнутых седловых задач
с соответствующими предположениями о гладкости функционалов.

Будем рассматривать задачу нахождения решения 𝑥* (также называемого слабым
решением) вариационного неравенства

max
𝑥∈𝑄
⟨𝑔(𝑥), 𝑥* − 𝑥⟩ 6 0, (1.2)
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где 𝑄 – выпуклое замкнутое подмножество R𝑛, 𝑔 : 𝑄 −→ R𝑛. Предположим, что
удовлетворяющее (1.2) решение 𝑥* существует.

Всюду далее будем предполагать, что нам доступна некоторая выпуклая (вообще
говоря, не сильно выпуклая) дифференцируемая прокс-функция 𝑑, порождающая
расстояние, а также соответствующая ей дивергенция (расхождение) Брэгмана [1]

𝑉 (𝑦, 𝑥) = 𝑑(𝑦)− 𝑑(𝑥)− ⟨∇𝑑(𝑥), 𝑦 − 𝑥⟩. (1.3)

Введем следующий аналог понятия относительной сильной выпуклости функ-
ции [3] для вариационных неравенств.

Определение 1. Назовем оператор 𝑔 относительно 𝜇-сильно монотонным, где
𝜇 > 0, если для всяких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 верно неравенство

𝜇𝑉 (𝑦, 𝑥) + 𝜇𝑉 (𝑥, 𝑦) 6 ⟨𝑔(𝑦)− 𝑔(𝑥), 𝑦 − 𝑥⟩. (1.4)

Как правило, далее в статье мы будем использовать следующее неравенство, есте-
ственно вытекающее из (1.4).

Замечание 1. Если оператор 𝑔 является относительно 𝜇-сильно монотонным,
то для всяких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 верно неравенство

𝜇𝑉 (𝑥, 𝑦) 6 ⟨𝑔(𝑦)− 𝑔(𝑥), 𝑦 − 𝑥⟩.

Поясним на примере, почему относительная сильная монотонность вводится име-
нно согласно (1.4).

Пример 1. Если 𝑓 : 𝑄 −→ R – относительно 𝜇-сильно выпуклая функция

𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦) + 𝜇𝑉 (𝑥, 𝑦) 6 ⟨∇𝑓(𝑥), 𝑥− 𝑦⟩ ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄, (1.5)

то
𝑓(𝑦)− 𝑓(𝑥) + 𝜇𝑉 (𝑦, 𝑥) 6 ⟨∇𝑓(𝑦), 𝑦 − 𝑥⟩ ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄. (1.6)

После сложения двух последних неравенств получаем

𝜇𝑉 (𝑥, 𝑦) + 𝜇𝑉 (𝑦, 𝑥) 6 ⟨∇𝑓(𝑦)−∇𝑓(𝑥), 𝑦 − 𝑥⟩ ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄.

Таким образом, неравенство (1.4) верно при 𝑔(𝑥) = ∇𝑓(𝑥), где∇𝑓(𝑥) – произвольный
субградиент 𝑓 .

Относительно сильно выпуклые функционалы возникают в самых разных ситуа-
циях, среди которых мы упомянем задачу централизованной распределенной мини-
мизации эмпирического риска в предположении схожести слагаемых [9].

Пример 2 [9]. Минимизация эмпирического риска. Рассмотрим задачу
минимизации эмпирического риска

𝐹 (𝑥) =
1
𝑚

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑓𝑗(𝑥) =
1

𝑛𝑚

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑛∑︁
𝑖=1

ℓ(𝑥, 𝑧
(𝑗)
𝑖 )→ min

𝑥∈𝑄
, (1.7)

𝐹 (𝑥) =
1
𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

ℓ(𝑥, 𝑧𝑖), (1.8)
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в предположении, что исходные данные представляют собой набор 𝑛 выборок, каж-
дая из которых хранится на одном из 𝑚 серверов. При этом для достаточно большо-
го 𝑛 все 𝑓𝑗 суть 𝜇-сильно выпуклые и 𝐿-гладкие (удовлетворяют условию Липшица
градиента с константой 𝐿 > 0) функционалы, которые можно считать статистиче-
ски схожими [9]. Такая схожесть может быть описана в виде предположения [9]
о том, что для всякого 𝑥

‖∇2𝐹 (𝑥)−∇2𝑓𝑗(𝑥)‖2 6 𝛿

при всяком 𝑗 для некоторого достаточно малого 𝛿 > 0, причем здесь и всюдy далее
‖𝐴‖2 = max‖𝑥‖261 ‖𝐴𝑥‖2. При этом предполагается, что существует центральный
сервер (ему соответствует функционал 𝑓), на который передается информация о гра-
диентах 𝑓𝑗 в текущей точке, но не передается информация о значениях 𝑓𝑗 . В [9]
показано, что при таком допущении можно ввести прокс-функцию

𝑑(𝑥) := 𝑓(𝑥) +
𝛿

2
‖𝑥‖22 (1.9)

и для соответствующей дивергенции Брэгмана 𝑉 (𝑦, 𝑥) = 𝑑(𝑦)− 𝑑(𝑥)− ⟨∇𝑑(𝑥), 𝑦− 𝑥⟩
фyнкция 𝐹 будет относительно 1-гладкой и относительно 𝜇/(𝜇 + 2𝛿)-сильно выпук-
лой, т.е. для всяких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 верны неравенства

𝐹 (𝑦) 6 𝐹 (𝑥) + ⟨∇𝐹 (𝑥), 𝑦 − 𝑥⟩+ 𝑉 (𝑦, 𝑥),

𝐹 (𝑦) > 𝐹 (𝑥) + ⟨∇𝐹 (𝑥), 𝑦 − 𝑥⟩+ 𝜇

𝜇 + 2𝛿
𝑉 (𝑦, 𝑥).

Это означает, что при 𝛿 ≪ 𝐿 можно улучшить оценку скорости сходимости неуско-
ренного градиентного метода

𝑂

(︂
𝐿

𝜇
log

1
𝜀

)︂
для задач минимизации эмпирического риска (целевой функционал 𝐿-гладкий и
𝜇-сильно выпуклый) методами первого порядка до

𝑂

(︂(︂
1 +

𝛿

𝜇

)︂
log

1
𝜀

)︂
.

Отметим, что при сопоставимых значениях параметров 𝛿 и 𝜇 (этого ввиду мало-
сти 𝛿 возможно добиться, к примеру, регуляризацией задачи) такая оценка близка
к оценке сложности ускоренных методов

𝑂

(︂√︃
1 +

𝛿

𝜇
log

1
𝜀

)︂
.

При этом на каждой итерации метода, выполняемого центральным узлом, доступ-
на информация о градиенте целевого функционала 𝐹 , но не доступна информа-
ция о значении функционала 𝐹 . Доступность информации о градиенте позволяет
рассматривать поставленную задачу минимизации эмпирического риска как задачу
отыскания решения вариационного неравенства с относительно гладким и относи-
тельно сильно монотонным оператором 𝑔 = ∇𝐹 . Такой подход позволяет, в частно-
сти, предложить метод с полной адаптивной настройкой (см. п. 3 далее) на параметр
гладкости задачи (1.7), чего не удалось добиться для метода в [9].
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В рамках данной статьи мы рассмотрим численные методы решения вариацион-
ных неравенств с операторами, удовлетворяющими условиям относительной огра-
ниченности, а также относительной гладкости.

Определение 2 [12]. Назовем оператор 𝑔 : 𝑄 −→ R𝑛 относительно 𝑀 -огранич-
енным, где 𝑀 > 0, если для всяких 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄 верно неравенство

⟨𝑔(𝑥), 𝑥− 𝑦⟩ 6 𝑀
√︀

2𝑉 (𝑦, 𝑥). (1.10)

Определение 3 [10]. Назовем оператор 𝑔 : 𝑄 −→ R𝑛 относительно 𝐿-гладким,
где 𝐿 > 0, если для всяких 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑄 верно неравенство

⟨𝑔(𝑦)− 𝑔(𝑧), 𝑥− 𝑧⟩ 6 𝐿𝑉 (𝑥, 𝑧) + 𝐿𝑉 (𝑧, 𝑦). (1.11)

Отметим, что если функция 𝑓 𝐿-относительно гладкая [1], т.е.

𝑓(𝑦) 6 𝑓(𝑥) + ⟨∇𝑓(𝑥), 𝑦 − 𝑥⟩+ 𝐿𝑉 (𝑦, 𝑥) ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑄, (1.12)

то оператор 𝑔(𝑥) = ∇𝑓(𝑥) yдовлетворяет (1.11). Однако в слyчае непотенциального
оператора 𝑔 yсловие (1.11) не сводится, вообще говоря, к (1.12) для какой-нибyдь
фyнкции 𝑓 .

2. Субградиентный метод для вариационных неравенств с относитель-
но сильно монотонными и ограниченными операторами. Вслед за [5] пред-
ложим метод зеркального спуска (2.1), но уже для рассматриваемого в настоя-
щей работе класса вариационных неравенств с относительно сильно монотонными
и относительно ограниченными операторами (определения 1 и 2):

𝑥𝑘+1 := arg min
𝑥∈𝑄
{ℎ𝑘⟨𝑔(𝑥𝑘), 𝑥⟩+ 𝑉 (𝑥, 𝑥𝑘)}, (2.1)

где

ℎ𝑘 =
2

𝜇(𝑘 + 1)
∀ 𝑘 = 0, 1, 2, . . . .

Непосредственно можно проверить следующий вспомогательный результат для
шага метода зеркального спуска (2.1).

Лемма 1. Если для 𝑔 верно (1.10), а 𝑥𝑘 и 𝑥𝑘+1 удовлетворяют (2.1), то для
произвольного 𝑥 ∈ 𝑄 верно неравенство

ℎ𝑘⟨𝑔(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑥⟩ 6
ℎ2

𝑘𝑀2

2
+ 𝑉 (𝑥, 𝑥𝑘)− 𝑉 (𝑥, 𝑥𝑘+1).

Доказательство. Если применить стандартное условие экстремума 1-го поряд-
ка ко вспомогательной минимизационной подзадаче (2.1), то можно проверить при
ℎ𝑘 > 0 для всякого 𝑥 ∈ 𝑄 справедливость неравенств

ℎ𝑘⟨𝑔(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑥⟩ 6 ℎ𝑘⟨𝑔(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑥𝑘+1⟩+ 𝑉 (𝑥, 𝑥𝑘)− 𝑉 (𝑥, 𝑥𝑘+1)− 𝑉 (𝑥𝑘+1, 𝑥𝑘)
(1.10)
6 ℎ𝑘𝑀

√︀
2𝑉 (𝑥𝑘+1, 𝑥𝑘) + 𝑉 (𝑥, 𝑥𝑘)− 𝑉 (𝑥, 𝑥𝑘+1)− 𝑉 (𝑥𝑘+1, 𝑥𝑘)

6
ℎ2

𝑘𝑀2

2
+ 𝑉 (𝑥, 𝑥𝑘)− 𝑉 (𝑥, 𝑥𝑘+1).
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Согласно лемме 1 получим, что при всяких 𝑘 > 0 и 𝑥 ∈ 𝑄 верно

⟨𝑔(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑥⟩ 6
ℎ𝑘𝑀2

2
+

𝑉 (𝑥, 𝑥𝑘)
ℎ𝑘

− 𝑉 (𝑥, 𝑥𝑘+1)
ℎ𝑘

. (2.2)

Далее, с учетом (1.4) получим

⟨𝑔(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑥⟩ > ⟨𝑔(𝑥), 𝑥𝑘 − 𝑥⟩+ 𝜇(𝑉 (𝑥, 𝑥𝑘) + 𝑉 (𝑥𝑘, 𝑥)) ∀𝑥 ∈ 𝑄,

откуда при всяком 𝑘 > 0 имеем

2𝑘⟨𝑔(𝑥), 𝑥𝑘 − 𝑥⟩+ 2𝑘𝜇(𝑉 (𝑥, 𝑥𝑘) + 𝑉 (𝑥𝑘, 𝑥))

6
2𝑘𝑀2

𝜇(𝑘 + 1)
+ 𝜇𝑘(𝑘 + 1)𝑉 (𝑥, 𝑥𝑘)− 𝜇𝑘(𝑘 + 1)𝑉 (𝑥, 𝑥𝑘+1) ∀𝑥 ∈ 𝑄. (2.3)

Это означает, что

2𝑘⟨𝑔(𝑥), 𝑥𝑘 − 𝑥⟩+ 2𝑘𝜇𝑉 (𝑥𝑘, 𝑥)

6
2𝑘𝑀2

𝜇(𝑘 + 1)
+ 𝜇𝑘(𝑘 − 1)𝑉 (𝑥, 𝑥𝑘)− 𝜇𝑘(𝑘 + 1)𝑉 (𝑥, 𝑥𝑘+1) ∀𝑥 ∈ 𝑄. (2.4)

Пусть алгоритм (2.1) отработал 𝑁 шагов. Тогда можно просуммировать неравен-
ства (2.4) по 𝑘 от 1 до 𝑁 и учесть, что 𝑘/(𝑘 + 1) 6 1:

𝑁∑︁
𝑘=1

2𝑘(⟨𝑔(𝑥), 𝑥𝑘 − 𝑥⟩) + 𝜇𝑉 (𝑥𝑘, 𝑥) 6
2𝑁𝑀2

𝜇
, (2.5)

откуда с использованием 2(1 + 2 + · · ·+ 𝑁) = 𝑁(𝑁 + 1) имеем

𝑁∑︁
𝑘=1

2𝑘

𝑁(𝑁 + 1)
(⟨𝑔(𝑥), 𝑥𝑘 − 𝑥⟩) + 𝜇𝑉 (𝑥𝑘, 𝑥)) 6

2𝑀2

𝜇(𝑁 + 1)
∀𝑥 ∈ 𝑄. (2.6)

Если учесть, что 𝑉 (𝑥𝑘, 𝑥) > 0 для всех 𝑥 ∈ 𝑄 и всех 𝑘 > 0, то при

̂︀𝑥 =
𝑁∑︁

𝑘=1

2𝑘

𝑁(𝑁 + 1)
𝑥𝑘

будет верно неравенство

max
𝑥∈𝑄
⟨𝑔(𝑥), ̂︀𝑥− 𝑥⟩ 6

2𝑀2

𝜇(𝑁 + 1)
6 𝜀, (2.7)

после 𝑁 = 𝑂(𝑀2/(𝜇𝜀)) итераций алгоритма (2.1). Как известно, такая оценка слож-
ности оптимальна даже на классе относительно липшицевых и относительно силь-
но выпуклых минимизационных задач [7]. Это указывает на ее оптимальность и
для существенно более широкого класса относительно липшицевых и относитель-
но сильно выпуклых минимизационных задач, а значит, и для рассматриваемого
класса вариационных неравенств.
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Таким образом, можно сформулировать следующий результат.

Теорема 1. Пусть 𝑔 – относительно 𝜇-сильно монотонный и 𝑀 -относитель-
но ограниченный оператор. Тогда после 𝑁 итераций алгоритма

𝑥𝑘+1 := arg min
𝑥∈𝑄
{ℎ𝑘⟨𝑔(𝑥𝑘), 𝑥⟩+ 𝑉 (𝑥, 𝑥𝑘)}, ℎ𝑘 =

2
𝜇(𝑘 + 1)

,

будет верно неравенство

max
𝑥∈𝑄
⟨𝑔(𝑥), ̂︀𝑥− 𝑥⟩ 6

2𝑀2

𝜇(𝑁 + 1)
, (2.8)

где

̂︀𝑥 =
𝑁∑︁

𝑘=1

2𝑘

𝑁(𝑁 + 1)
𝑥𝑘.

Замечание 2. Если 𝑥* – сильное решение рассматриваемого вариационного не-
равенства, то можно выписать оценку скорости сходимости и “по аргументу”, по-
скольку ⟨𝑔(𝑥*), 𝑥𝑘 − 𝑥*⟩ > 0. Тогда (2.6) означает, что

𝑁∑︁
𝑘=1

2𝑘𝜇𝑉 (𝑥𝑘, 𝑥*)
𝑁(𝑁 + 1)

6
2𝑀2

𝜇(𝑁 + 1)
∀𝑥 ∈ 𝑄. (2.9)

Если же прокс-функция 1-сильно выпукла относительно некоторой нормы ‖·‖ в про-
странстве R𝑛, то из (2.9) вытекает следующая оценка:

‖𝑥* − 𝑥𝑘‖2 6
4𝑀2

𝜇(𝑁 + 1)
. (2.10)

Замечание 3. Если прокс-функция 𝑑 является 1-сильно выпуклой и оператор 𝑔
ограничен по двойственной норме на 𝑄, то неравенство из леммы 1 можно уточнить:

ℎ𝑘⟨𝑔(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑥⟩ 6
ℎ2

𝑘‖𝑔(𝑥𝑘)‖2*
2

+ 𝑉 (𝑥, 𝑥𝑘)− 𝑉 (𝑥, 𝑥𝑘+1). (2.11)

Тогда итоговая оценка (2.7) приобретает следующий вид:

max
𝑥∈𝑄
⟨𝑔(𝑥), ̂︀𝑥− 𝑥⟩ 6

2
𝜇𝑁(𝑁 + 1)

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑘‖𝑔(𝑥𝑘)‖2*
𝑘 + 1

6 𝜀. (2.12)

Правая часть предыдущего неравенства может оказаться существенно меньшей, чем
для оценки (2.8).

3. Адаптивный проксимальный зеркальный метод для вариационных
неравенств с относительно сильно монотонными и относительно гладкими
операторами. Настоящий пункт посвящен методике решения вариационных нера-
венств с относительно гладкими и относительно сильно монотонными операторами.
Предлагаемый подход основан на процедуре рестартов (перезапусков) адаптивного
варианта проксимального зеркального метода (алгоритм 1), недавно предложенно-
го в [11]. В [10; разд. 4] замечено, что этот алгоритм применим к вариационным
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неравенствам с монотонными и относительно гладкими операторами с сохранени-
ем оценки 𝑂(𝑁−1) скорости роста качества выдаваемого решения по мере роста
количества итераций 𝑁 . Мы же покажем, как на базе условия относительной силь-
ной монотонности (определение 1) можно ввести процедуру рестартов (алгоритм 2)
алгоритма 1, которая позволит обосновать линейную скорость сходимости.

Алгоритм 1. Адаптивный проксимальный зеркальный метод для вариационных
неравенств.

Require: 𝜀 > 0, 𝑥0 ∈ 𝑄, 𝐿0 > 0, 𝑑(𝑥), 𝑉 (𝑥, 𝑧).
1) 𝑘 = 0, 𝑧0 = arg min𝑢∈𝑄 𝑑(𝑢);
2) 𝑘 := 𝑘 + 1;
3) найти наименьшее 𝑖𝑘 > 0:

⟨𝑔(𝑧𝑘)− 𝑔(𝑤𝑘), 𝑧𝑘+1 − 𝑤𝑘⟩ 6 𝐿𝑘+1(𝑉 (𝑤𝑘, 𝑧𝑘) + 𝑉 (𝑧𝑘+1, 𝑤𝑘)), (3.1)

где 𝐿𝑘+1 = 2𝑖𝑘−1𝐿𝑘, причем

𝑤𝑘 = arg min
𝑥∈𝑄
{⟨𝑔(𝑧𝑘), 𝑥− 𝑧𝑘⟩+ 𝐿𝑘+1𝑉 (𝑥, 𝑧𝑘)}, (3.2)

𝑧𝑘+1 = arg min
𝑥∈𝑄
{⟨𝑔(𝑤𝑘), 𝑥− 𝑤𝑘⟩+ 𝐿𝑘+1𝑉 (𝑥, 𝑧𝑘)}; (3.3)

4) переход к п. 2.
Ensure: 𝑧𝑘.

Рассмотрим вспомогательное утверждение о поведении генерируемой алгорит-
мом 1 итеративной последовательности, часть доказательства которого (неравен-
ство (3.7)) базируется на [10; теорема 4.8]. При этом в отличие от [10], [11] мы
предполагаем существование точного решения 𝑥* вариационного неравенства (1.2)
на множестве 𝑄 и оцениваем “расcтояние” от выдаваемой методом элементов после-
довательности 𝑧𝑁 до ближайшего к точке старта решения 𝑥* вариационного нера-
венства (1.2).

Лемма 2. Пусть 𝑔 – монотонный и относительно гладкий оператор. Тогда для
алгоритма 1 верно неравенство

𝑉 (𝑥*, 𝑧𝑁 ) 6 𝑉 (𝑥*, 𝑧0), (3.4)

где 𝑥* – ближайшее к 𝑧0 точное решение вариационного неравенства (1.2).

Доказательство. Нетрудно показать, что в силу (3.2) и (3.3) для (𝑘 + 1)-й
итерации алгоритма 1 для всякого 𝑢 ∈ 𝑄 имеют место следующие неравенства:

⟨𝑔(𝑧𝑘), 𝑤𝑘 − 𝑧𝑘⟩ 6 ⟨𝑔(𝑧𝑘), 𝑢− 𝑧𝑘⟩+ 𝐿𝑘+1𝑉 (𝑢, 𝑧𝑘)− 𝐿𝑘+1𝑉 (𝑢, 𝑤𝑘)− 𝐿𝑘+1𝑉 (𝑤𝑘, 𝑧𝑘),
(3.5)

⟨𝑔(𝑤𝑘), 𝑧𝑘+1 − 𝑤𝑘⟩ 6 ⟨𝑔(𝑤𝑘), 𝑢− 𝑤𝑘⟩+ 𝐿𝑘+1𝑉 (𝑢, 𝑧𝑘)− 𝐿𝑘+1𝑉 (𝑢, 𝑧𝑘+1)

− 𝐿𝑘+1𝑉 (𝑧𝑘+1, 𝑧𝑘). (3.6)

Используя неравенство (3.5) при 𝑢 = 𝑧𝑘+1, а также (3.1) и (3.6), получаем, что

− ⟨𝑔(𝑤𝑘), 𝑢− 𝑤𝑘⟩ 6 𝐿𝑘+1𝑉 (𝑢, 𝑧𝑘)− 𝐿𝑘+1𝑉 (𝑢, 𝑧𝑘+1) ∀ 𝑘 > 0. (3.7)
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В силу относительной монотонности оператора 𝑔 слабое решение вариационного
неравенства является также сильным решением, т.е.

− ⟨𝑔(𝑥*), 𝑤𝑘 − 𝑥*⟩ 6 0, (3.8)

что приводит при 𝑢 = 𝑥* к неравенствам

0 6 −⟨𝑔(𝑥*), 𝑥* − 𝑤𝑘⟩ 6 −⟨𝑔(𝑤𝑘), 𝑥* − 𝑤𝑘⟩ 6 𝐿𝑘+1𝑉 (𝑥*, 𝑧𝑘)− 𝐿𝑘+1𝑉 (𝑥*, 𝑧𝑘+1). (3.9)

Таким образом, имеют место соотношения

𝑉 (𝑥*, 𝑧𝑘+1) 6 𝑉 (𝑥*, 𝑧𝑘) ∀ 𝑘 > 0, (3.10)

откуда и следует (3.4).

Теперь покажем, как соотношения (3.10), а также относительная сильная моно-
тонность оператора 𝑔 (определение 1) позволяет предложить процедуру рестартов
(алгоритм 2) алгоритма 1, гарантирующую достижение заданного качества прибли-
женного решения за линейное время. Отметим, что идеология организации за счет
предположения сильной выпуклости задачи процедуры рестартов (перезапусков)
оптимального метода для выпуклых задач оптимизации и вывода лучших оценок
скорости сходимости уже на классе сильно выпуклых задач возникла еще в 1980-х
годах (см., например, [13]) и нередко используется. Однако новизна предлагаемо-
го подхода заключается в его использовании для относительно сильно монотонных
вариационных неравенств в сочетании с адаптивным правилом перезапуска алго-
ритма 1 (см. пункт 3 листинга алгоритма 2).

Алгоритм 2. Рестарты адаптивного проксимального зеркального метода: метод
для относительно гладких и сильно монотонных ВН.

Require: 𝜀 > 0, 𝜇 > 0, Ω: 𝑑(𝑥) 6 Ω/2 ∀𝑥 ∈ 𝑄: ‖𝑥‖ 6 1; 𝑥0, 𝑅0 : 𝑉 (𝑥*, 𝑥0) 6 𝑅2
0.

1) 𝑝 = 0, 𝑑0(𝑥) = 𝑅2
0𝑑((𝑥− 𝑥0)/𝑅0);

2) repeat
3) 𝑥𝑝+1 – результат работы алгоритма 1 с прокс-функцией 𝑑𝑝( · ) и критерием

остановки 𝑆𝑁 :=
∑︀𝑁−1

𝑖=0 𝐿−1
𝑖+1 > Ω/𝜇;

4) 𝑅2
𝑝+1 = Ω𝑅2

0/(2(𝑝+1)𝜇𝑆𝑁𝑝
);

5) 𝑑𝑝+1(𝑥)← 𝑅2
𝑝+1𝑑((𝑥− 𝑥𝑝+1)/𝑅𝑝+1);

6) 𝑝 = 𝑝 + 1;
7) until 𝑝 > log2(2𝑅2

0/𝜀).
Ensure: 𝑥𝑝.

Замечание 4. Сделаем комментарий о работе алгоритма 2. Для заданной на-
чальной точки 𝑥0, а также 𝑅0 и 𝑑0(𝑥) применяется алгоритм 1 с критерием остановки
п. 3) листинга алгоритма 2. После не более, чем 𝑁0 = ⌈2𝐿Ω/𝜇⌉ итераций алгоритма 1
мы фиксируем выходную точку 𝑥1, обновляем 𝑅1 и 𝑑1(𝑥) и производим процедуру
рестартов (перезапусков) алгоритма 1 с начальной точки 𝑥1. Описанная процедура
повторяется до тех пор, пока не будет выполнено количество рестартов алгоритма 1
согласно п. 7) листинга алгоритма 2.
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Следующая теорема характеризует оценку сложности алгоритма 2.

Теорема 2. Пусть оператор 𝑔 является относительно 𝜇-сильно монотонным
и относительно 𝐿-гладким при 𝐿 > 0 и 𝜇 > 0. Тогда для точки выхода 𝑥𝑝 алго-
ритма 2 имеет место следующая оценка:

𝑉 (𝑥*, 𝑥𝑝) 6 𝜀. (3.11)

При этом общее количество итераций алгоритма 1 не превосходит

𝑁 =
⌈︂

2𝐿Ω
𝜇

log2

𝑅2
0

𝜀

⌉︂
.

Доказательство. В силу относительной сильной монотонности оператора име-
ем

𝜇𝑉 (𝑥*, 𝑧𝑝+1) 6 −⟨𝑔(𝑥*), 𝑧𝑝+1−𝑥*⟩− ⟨𝑔(𝑧𝑝+1), 𝑥*− 𝑧𝑝+1⟩− ⟨𝑔(𝑧𝑝+1), 𝑥*− 𝑧𝑝+1⟩. (3.12)

Пусть 𝑝 = 0. Тогда после не более чем 𝑁0 = ⌈2𝐿Ω/𝜇⌉ итераций алгоритма 1
справедливы соотношения

− ⟨𝑔(𝑥*), 𝑤𝑁0−1 − 𝑥*⟩ 6 − 1
𝑆𝑁0

𝑁0−1∑︁
𝑘=0

⟨𝑔(𝑤𝑘), 𝑥* − 𝑤𝑘⟩
𝐿𝑘+1

6
Ω𝑅2

0

2𝑆𝑁0

:= 𝑅2
1, (3.13)

где 𝑤𝑁0−1 = 𝑥1 в обозначениях алгоритма 2. Предположим, что данное неравенство
выполнено для некоторого 𝑝 > 0:

𝜇

𝑆𝑁𝑝

𝑁𝑝−1∑︁
𝑘=0

𝑉 (𝑥*, 𝑤𝑘)
𝐿𝑘+1

6 − 1
𝑆𝑁𝑝

𝑁𝑝−1∑︁
𝑘=0

⟨𝑔(𝑤𝑘), 𝑥* − 𝑤𝑘⟩
𝐿𝑘+1

6
Ω𝑅2

𝑝

2𝑆𝑁𝑝

. (3.14)

Покажем, что неравенство (3.14) верно и для 𝑝 + 1. Действительно, в силу нера-
венства (3.4) из леммы 2 имеем

𝑁𝑝−1∑︁
𝑘=0

𝑉 (𝑥*, 𝑤𝑘)
𝐿𝑘+1

> 𝑉 (𝑥*, 𝑤𝑁𝑝−1) · 𝑆𝑁𝑝
.

Поэтому
𝜇

𝑆𝑁𝑝

𝑁𝑝−1∑︁
𝑘=0

𝑉 (𝑥*, 𝑤𝑘)
𝐿𝑘+1

> 𝜇𝑉 (𝑥*, 𝑤𝑁𝑝−1),

откуда в силу пп. 3) и 4) листинга алгоритма 2 получаем

𝑉 (𝑥*, 𝑥𝑝+1) 6
Ω𝑅2

𝑝

2𝜇𝑆𝑁𝑝

= 𝑅2
𝑝+1.

Неравенство (3.11) теперь следует из сделанного допущения о количестве рестартов
алгоритма 1 при реализации алгоритма 2.

Замечание 5. Адаптивность предложенного метода заключается в том, что для
запуска алгоритма 2 не требуется информация о константе относительной гладко-
сти 𝐿, которая фигурирует лишь в оценке скорости сходимости.

Замечание 6. Для корректного использования алгоритма 2 в рамках решения
задачи о минимизации эмпирического риска [9] необходимо сделать дополнительное
допущение о том, что приведенная ранее прокс-функция (1.9) (или, что эквивалент-
но, функционал центрального сервера 𝑓) ограничена на единичном шаре.
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4. Оценки скорости сходимости для относительно сильно выпукло-вог-
нутых седловых задач. Хорошо известно, что вариационные неравенства с моно-
тонными операторами естественно возникают при рассмотрении выпукло-вогнутых
седловых задач, важных для самых разных прикладных проблем. Поэтому в дан-
ном пункте статьи мы покажем, как полученные в предыдущих пунктах результаты
о методах для вариационных неравенств можно применить к седловым задачам вида

𝑓* = min
𝑢∈𝑄1

max
𝑣∈𝑄2

𝑓(𝑢, 𝑣), (4.1)

где 𝑓 – относительно сильно выпукла по 𝑢 и относительно сильно вогнута по 𝑣, 𝑄1

и 𝑄2 – выпуклые замкнутые подмножества пространств R𝑛 и R𝑚 соответственно.
Как известно, необходимость решения вариационных неравенств мотивируется,

в частности, как раз задачами вида (4.1). В качестве примера можно рассмотреть
лагранжеву седловую задачу, порожденную задачей относительно сильно выпуклого
программирования.

Пример 3. Рассмотрим задачу относительно сильно выпуклого программирова-
ния (все функционалы ̂︀𝑓, 𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑚 относительно сильно выпуклы):{︃

min𝑥∈𝑄
̂︀𝑓(𝑥),

𝑔1(𝑥), 𝑔2(𝑥), . . . , 𝑔𝑚(𝑥) 6 0.
(4.2)

Рассмотрим соответствующую (4.2) лагранжеву седловую задачу следующего ви-
да

min
𝑥∈𝑄

max
𝜆=(𝜆1,...,𝜆𝑚)𝑇∈R𝑚

+

𝐿(𝑥, 𝜆) := ̂︀𝑓(𝑥) +
𝑚∑︁

𝑝=1

𝜆𝑝𝑔𝑝(𝑥)− 𝜀
𝑚∑︁

𝑝=1

𝜆2
𝑝. (4.3)

Для данного типа задач можно ввести следующую дивергенцию Брэгмана [13]:

𝑉new((𝑦, 𝜆), (𝑥, 𝜆′)) = 𝑉 (𝑦, 𝑥) +
1
2
‖𝜆− 𝜆′‖22, ∀ 𝑦, 𝑥 ∈ 𝑄, 𝜆, 𝜆′ ∈ R𝑚

+ .

Введенная таким образом дивергенция Брэгмана позволяет ослабить требования
к условиям на 𝜆.

Приведем некоторые примеры задач оптимизации с относительно сильно выпук-
лыми функционалами. Начнем с примера относительно гладкого и относительно
сильно выпуклого функционала.

Пример 4 [3]. Пусть

̂︀𝑓(𝑥) :=
1
4
‖𝐸𝑥‖42 +

1
4
‖𝐴𝑥− 𝑏‖44 +

1
2
‖𝐶𝑥− 𝑑‖22,

где 𝐴, 𝐶 и 𝐸 – положительно определенные квадратные матрицы 𝑛× 𝑛, 𝑏, 𝑑 ∈ R𝑛 –
векторы размерности 𝑛, ‖ · ‖4 – норма в пространстве ℓ4. В [3] показано, что ̂︀𝑓 –
относительно 𝐿-гладкая и относительно 𝜇-сильно выпуклая для

𝑑(𝑥) :=
1
4
‖𝑥‖42 +

1
2
‖𝑥‖22

на множестве 𝑄 = R𝑛, где

𝐿 = 3‖𝐸‖42 + 3‖𝐴‖42 + 6‖𝐴‖32‖𝑏‖2 + 3‖𝐴‖22‖𝑏‖22 + ‖𝐶‖22 и 𝜇 = min
{︂

𝜎4
𝐸

3
, 𝜎2

𝐶

}︂
,

причем 𝜎𝐸 и 𝜎𝐶 – наименьшие сингулярные числа матриц 𝐸 и 𝐶.
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Теперь приведем пример относительно липшицева и относительно сильно выпук-
лого функционала.

Пример 5 [8]. Пусть ̂︀𝑓(𝑥) := ‖𝑥‖𝑝2/𝑝 для 𝑝 > 2 и 𝑄 = [−𝛼, 𝛼]𝑛, 𝛼 > 0. Заметим,
что

∇ ̂︀𝑓(𝑥) = ‖𝑥‖𝑝−2
2 𝑥 и ∇2 ̂︀𝑓(𝑥) = ‖𝑥‖𝑝−2

2 𝐼 + (𝑝− 2)‖𝑥‖𝑝−4
2 𝑥𝑥𝑇

(𝐼 – единичная матрица). Тогда ̂︀𝑓 является относительно 𝑀 -липшицевой при 𝑀 = 1
относительно прокс-фyнкции 𝑑(𝑥) := ‖𝑥‖2𝑝

2 /(2𝑝). При этом ̂︀𝑓 не сильно выпукла
в обычном смысле, так как∇2 ̂︀𝑓(𝑥)−𝜇𝐼 не является положительно полуопределенной
в окрестности 0 ни при каком 𝜇 > 0. Тем не менее, при

𝜇 =
𝑝− 1

(2𝑝− 1)(
√

𝑛𝛼)𝑝
(4.4)

матрица ∇2 ̂︀𝑓(𝑥)− 𝜇∇2 𝑑(𝑥) уже будет положительно полуопределенной, что влечет
относительную сильную выпуклость ̂︀𝑓 .

Перейдем теперь к методике для нахождения приближенного решения задачи
(4.1). Для всякого 𝜀 > 0 под 𝜀-точным решением задачи (4.1) будем понимать пару
(̂︀𝑢, ̂︀𝑣) такую, что

max
𝑣∈𝑄2

𝑓(̂︀𝑢, 𝑣)− min
𝑢∈𝑄1

𝑓(𝑢, ̂︀𝑣) 6 𝜀.

Обозначим 𝑥 = (𝑢, 𝑣), 𝑦 = (𝑧, 𝑡), а также введем оператор

𝑔(𝑥) :=
(︂

𝑓 ′𝑢(𝑢, 𝑣)
−𝑓 ′𝑣(𝑢, 𝑣)

)︂
. (4.5)

Тогда ввиду выпукло-вогнутости 𝑓 имеем

⟨𝑔(𝑥), 𝑥− 𝑦⟩ =
(︂

𝑓 ′𝑢(𝑢, 𝑣)
−𝑓 ′𝑣(𝑢, 𝑣)

)︂
(𝑢− 𝑧, 𝑣 − 𝑡) = ⟨𝑓 ′𝑢(𝑢, 𝑣), 𝑢− 𝑧⟩ − ⟨𝑓 ′𝑣(𝑢, 𝑣), 𝑣 − 𝑡⟩

> 𝑓(𝑢, 𝑣)− 𝑓(𝑧, 𝑣)− 𝑓(𝑢, 𝑣) + 𝑓(𝑢, 𝑡) = 𝑓(𝑢, 𝑡)− 𝑓(𝑧, 𝑣). (4.6)

Будем предполагать относительную ограниченность оператора (4.5). Тогда ме-
тод (2.1) для задач (4.1) приводит к оценкам вида

𝑁∑︁
𝑘=1

2𝑘

𝑁(𝑁 + 1)
⟨𝑔(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑥⟩ 6

2𝑀2

𝜇(𝑁 + 1)
. (4.7)

Если 𝑥𝑘 = (𝑢𝑘, 𝑣𝑘), 𝑥 = (𝑢, 𝑣), то

⟨𝑔(𝑥𝑘), 𝑥𝑘 − 𝑥⟩ > 𝑓(𝑢𝑘, 𝑣)− 𝑓(𝑢, 𝑣𝑘) ∀ (𝑢, 𝑣). (4.8)

Далее, (4.7) означает, что

𝑁∑︁
𝑘=1

2𝑘

𝑁(𝑁 + 1)
(𝑓(𝑢𝑘, 𝑣)− 𝑓(𝑢, 𝑣𝑘)) 6

2𝑀2

𝜇(𝑁 + 1)
. (4.9)

Положим

(̂︀𝑢, ̂︀𝑣) :=
1

𝑁(𝑁 + 1)

𝑁∑︁
𝑘=1

2𝑘(𝑢𝑘, 𝑣𝑘). (4.10)
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Тогда получаем, что

𝑁∑︁
𝑘=1

2𝑘

𝑁(𝑁 + 1)
(𝑓(𝑢𝑘, 𝑣)− 𝑓(𝑢, 𝑣𝑘)) > 𝑓(̂︀𝑢, 𝑣)− 𝑓(𝑢, ̂︀𝑣), (4.11)

откуда ввиду (2.8) получаем для задачи (4.1) следующую оценку:

max
𝑣∈𝑄2

𝑓(̂︀𝑢, 𝑣)− min
𝑢∈𝑄1

𝑓(𝑢, ̂︀𝑣) 6
2𝑀2

𝜇(𝑁 + 1)
. (4.12)

Замечание 7. Оценка теоремы 2 применима к сильно выпукло-вогнутой сед-
ловой задаче (4.1) в случае, если порожденный ею оператор (4.5) удовлетворяет
условию относительной гладкости (1.11).

5. Заключение. В данной статье было введено понятие относительной силь-
ной монотонности операторов вариационного неравенства и рассмотрены два типа
предположений о непрерывности (гладкости) операторов: относительная ограни-
ченность и относительная гладкость. Для решения вариационных неравенств ука-
занных типов были исследованы следующие численные методы градиентного типа:
вариант субградиентного метода (зеркального спуска), а также рестартованный
адаптивный проксимальный метод.

Рис. 1. Результаты сравнения для 𝑛 = 1000, 𝛼 = 0.5, 𝑝 = 2.

Стоит отметить, что субградиентный метод (2.1) оптимален на классе вариацион-
ных неравенств с относительно сильно монотонными и относительно ограниченными
операторами, как и на классе относительно сильно выпуклых и относительно лип-
шицевых задач минимизации [7], [8]. В то же время для рестартованного варианта
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адаптивного проксимального метода (алгоритм 2) доказывается линейная скорость
сходимости на классе вариационных неравенств с относительно сильно монотонны-
ми и относительно гладкими операторами.

Также были проведены численные эксперименты, демонстрирующие преимуще-
ства в использовании предложенных в настоящей работе методов. В частности,
скорость сходимости метода (2.1) численно сравнивалась с недавно предложенным
адаптивным алгоритмом (алгоритм 2 из [14]). Эксперименты проводились для опе-
ратора 𝑔 = ∇𝐹 , где относительно липшицева и относительно сильно выпуклая
функция 𝐹 выбрана согласно примеру 5 (более подробное описание можно най-
ти в [8]), результаты экспериментов приведены на рис. 1. Анализируя полученные
результаты, стоит отметить, что учет относительной сильной монотонности с пара-
метром (4.4) может привести к тому, что предложенный в настоящей работе алго-
ритм (2.1) на практике работает лучше, чем адаптивный метод [14], не учитывающий
свойство относительной сильной монотонности оператора 𝑔.
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