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СИМПЛЕКТИЧЕСКИЕ ФОРМЫ НА ПРОСТРАНСТВЕ ПЕТЕЛЬ 
И РИМАНОВА ГЕОМЕТРИЯ 

О. и. Мох о в 

З а д а ч а . Найти все операторы V. ковариантного дифференцирования вдоль 
замкнутой кривой у на римановОхМ или псевдоримановом многообразии М с метрикой gij^ 
порождающие на касательном пространстве к пространству гладких замкнутых кривых 
на многообразии М симплектическую форму (о(|, т]) = \ <g, V.i]>. 

*} у 
у 

З а м е ч а н и е . 1) Класс локальных симплектических структур на функциональ­
ных пространствах впервые рассмотрен (в рамках формального вариационного исчисления) 
в [1] (см. также пример в [2]); 2) в [3] введены и изучены скобки Пуассона гидродинамиче­
ского типа, порождаемые метрикой (метрика в этом случае обязана быть плоской); рас­
смотрение таких скобок Пуассона мотивировано эйлеровой гидродинамикой и уравнениями 
усреднения Уизема. 

Рассмотрим произвольное риманово или псевдориманово iV-мерное многообразие М 
с локальными координатами (гг̂ , . . ., и ). Пусть g ĵ (̂ ?̂ • • •» ^ ) — метрика на М (не­
вырожденное симметричное тензорное поле типа (О, 2)), П (М) — пространство гладких 
параметризованных отображений у: S^ -^ М, у (х) = {и^ (х)}, х е S'^\ Ту П (М) — ка­
сательное пространство к П (И) в точке у, состоящее из гладких векторных полей g \ 
1 ^ t ^ iV, вдоль замкнутой кривой 7 (^)-

Т е о р е м а 1. Оператор V. ковариантного дифференцирования вдоль замкнутой 
кривой у (х) задает на пространстве П (М) замкнутую 2-форму 

с о ( | , г 1 ) = 5 < | , V^n>dx, <bif]y = gijlW; | , т 1 е Г ^ П ( Л / ) , 7 = К } ' (1> 

т^огда и только тогда, когда 
1) дифференциально-геометрическая связность Г]̂ .̂ согласована с метрикой g^f 

^n^ij = 9s, jl^^'' - ^г .Г | , - gj.Vl^ = 0; 

2) тензор кручения Tijii = gi^T^x-^^, J L = Г|^ — Г^-, абсолютно кососимметричен и 
его градиент равен 0: 

(^ЛгДт = 0. (2) 

Условие (2) получено из необходимого соотношения на компоненты тензора римановой 
кривизны: i ? ^ ^ = ^ , ^ , , . TJ,^Щ^^ = ~~дV]Jдu^ + дVyдu^~V\^T]^+^^^ Щ^^~ 
тензор кривизны связности Ц^ = Г^^, Щ.^^ = ёгзЩкт' 

С л е д с т в и е 1. Для всякого риманова или псевдориманова многообразия (Л/, gij) 
определена симплектическая форма вида (1), порождаемая связностью Леей — Чивита 
{симметричной и согласованной с метрикой gij). 

С л е д с т в и е 2. Дифференциально-геометрическая связность Г]^^, определяемая 
симплектической формой вида (1), имеет вид FL = g (dg Jdu^-\~ dg. jdu —dg..jdu + 

Т е о р е м а 2. Класс вамкнутых 2-форм вида (1) на пространстве П (М) гладких 
замкнутых кривых на многообразии (М, gif) находится во взаимно однозначном соответствии 
с пространством замкнутых 3-форм на многообразии М. 

С л е д с т в и е . На двумерном римановом (или псевдоримановом) многообразии 
{М, gij) существует единственная симплектическая структура вида (1), она порождается 
связностью Леей — Чивита. 

Для трехмерных многообразий с произвольной фиксированной метрикой gij симплек­
тическая структура вида (1) определяется (локально) произвольным заданием компоненты 
^123 тензора кручения, при этом все остальные компоненты определяются однозначно и 
равны +^123 или 0. В случае четырехмерного многообразия (М, gij) компоненты тензора 
кручения ^1 — Г234> ^2 = 1̂34» ^3 = 1̂24> ^4 = ^123 локально связаны единственным 
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4 
линейным соотношением ^ (—1) дТ^/ди = 0 , а остальные компоненты определяются 

г=1 
однозначно и равны 4; ^г или 0. 

П р е д л о ж е н и е . Локально для произвольной метрики gij симплектическая фор-
ма (1) определяется произвольной кососимметрической матрицей atj (и): aij = —aji, при 
•этом Т-j^ = da^^.jdu^ -f- da.^jdu'^ + da^JduK 

Теорема 1 дает полное описание однородных симплектических операторов первого 
порядка 

Ч - = Sij (и i^Wdx + fei., {и {X)) ul (3) 

С невырожденной матрицей gij, определенных глобально на пространстве петель произ­
вольного многообразия М с локальными координатами {и^, . . ., и^). Операторы, обратные 
к симплектическим, обычно называются гамильтоновыми (см. [4]): они задают скобку Пу­
ассона {и^ (х), и^ {у)} = (L~ )̂̂ ^6 {х — у) (условие симплектичности оператора Lij).\ 

Отметим, что нулевое пространство 2-формы (1) состоит из параллельных векторных 
полей вдоль замкнутой кривой у (х). В частности, векторное поле скорости {и].} кривой 
у (х) = {и'^ (х)} принадлежит нулевому пространству 2-формы (1) тогда и только тогда, когда 
у (х) является замкнутой геодезической на многообразии М. 

Для /V-мерных римановых многообразий {М, gij), геодезические которых периодичны 
и имеют одинаковую длину, определено (2N — 2)-мерное симплектическое многообразие 
геодезических СМ, симплектическая структура на котором задается формой кривизны S^-
связности в главном расслоении над СМ единичных касательных векторов UM многооб­
разия (М, gij) (iSi-связность порождается канонической 1-формой а на Т*М) ([5, б, 7, 8]). 
Касательное пространство ТуСМ многообразия геодезических СМ в точке у изоморфно 
пространству нормальных якОбиевых полей вдоль геодезической у многообразия М. 

Т е о р е м а 3. Ограничение симплектической формы (1), определяемой на П (М) 
•связностью Леей — Чивита, на конечномерное подпространство нормальных якобиевых 
полей вдоль геодезической у совпадает с формой Риба — замкнутой невырожденной 2-формой 
на СМ. задающей симплектическую структуру. 

В заключение докажем гамильтоновость (симплектичность) некоторых лагранжевых 
систем классической теории поля. 

Т е о р е м а 4. Лагранжевы системы 6S/du^ — О, задаваемые действием вида 
S=\ [fij {и) uluj + // {и, и^, и^^, . . .)] dx dt, (4) 

зде fij (w), Н (и, Uxi\ Uxxi •••) — произвольные функции, являются гамильтоновыми систе­
мами вида 

где Lij — однородный симплектический оператор первого порядка (3) {метрика gij (и) в этом 
случае может быть вырожденной). Верно и обратное: всякая гамильтонова система (5) 
с произвольным однородным симплектическим оператором первого порядка Lfj является 
лагранжевой системой, задаваемой действием вида (4). 

Результаты легко обобщаются на случай произвольного числа независимых про­
странственных переменных х, у, z, . . . Отметим также, что лагранжиан в (4) вырожден 
по t, и стандартное построение канонического гамильтонова формализма (для многомер­
ных лагранжианов см. (13) в [9]) для динамики по t невозможно. 
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