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НЕПОТЕНЦИАЛЬНЫХ ВНЕШНИХ СИЛАХ 

А. Новотны, М. Падула 

1. Введение 

В статье рассматривается установившийся поток вязкого сжима­
емого газа в Ж^, где N = 2, 3. Установившееся движение описывается 
следующей системой относительно неизвестных функций р, u , 0 ; р > О, 
0 > О : 

pv • Vv — div T + Vp = р / , 
- div(*r div 6 ) + 0p > 0 div v + cvpv • V 0 - [2/ЛГ : T + A(div v)2] = pg} (1.1) 

div(pv) = 0, 

где использованы следующие обозначения (iyj — 1 , . . . ,N) : p — p(x) — 
плотность, v = (vi(x)) — поле скоростей, 0 = 0(x) — температура, 
p = p(p, 0 ) — давление (известная функция от р, 0 ) , Т = (Tij(p, 0 , Vt;)), 
Tij = XSij divv + 2/ittj — тензор напряжений, Т(*,-;), Uj = |(v»,j -f ^,«) — 
тензор скоростей деформаций, / = (/»(#)) — плотность внешних сил, 
д = д(х) — плотность внешнего теплового потока, А = А(р, 0 ) — объ­
емный коэффициент вязкости, р. = р(р, 0 ) — коэффициент сдвиговой 
вязкости, х = х(р, 0 ) — коэффициент теплопроводности, cv = cv{p) 0 ) — 
удельная теплоемкость при постоянном объеме. 

Как обычно, исходя из физических соображений на в е л и ч и н ы р, А, 
р, х, сь н а к л а д ы в а ю т с я следующие ограничения: 

Р,Р > 0, Р,е > 0, р > 0, А + (2/3)р ^ 0, х > 0, с„ > 0 (1.2) 

равномерно относительно р, 0 . 
Пусть П — ограниченная область с достаточно гладкой границей 

dQ, (внешняя нормаль и единичный касательный вектор обозначают­
ся через v и т соответственно). В литературе, посвященной разреши­
мости системы (1.1), обычно рассматриваются следующие граничные 
условия: либо 

v\dn = vr, vr-i/ = 0 (1.3i) 
(этот случай включает в себя как частный случай граничное условие 
прилипания ^г = 0), либо 

v . j / = 0, r - T . | / = 0 (1.32) 
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(так называемые условия проскальзывания) и 

Э|ап = 6 Г (1.4) 
(идеально теплопроводящие стенки). 

Д а д и м краткий обзор результатов, посвященных существованию 
решений. Во-первых, удобно отделить случай, когда рассматривают­
ся только потенциальные силы, нулевой тепловой поток и заданы гра­
ничные условия v\dn = О, Q\da = 0 = const > 0, от других . Обсудим этот 
частный случай. 

Интуитивно ожидаемое решение — это состояние покоя, т. е. ре­
шение типа __ 

p = p > 0 , v = 0, 0 = 0 . 
Основная трудность связана здесь с условием р > 0, когда задана пол­
ная масса. Точное решение (с возможными ограничениями на вели­
чину потенциальных сил) может быть гарантировано только д л я по-
литропного газа, характеризуемого условиями (см. [1]) 

cv = const > 0, р(р, 0 ) = 0G(p), G > 0, G р > 0. (1.5) 
Рассмотрим сначала изотермическое движение идеального газа, т. е. 
р — /Зр^ /3 = RQ = const > 0 (R — универсальная газовая постоянная). 
Результат тривиален: 

Лемма 1.1. Пусть v\dn = 0, / = УФ, Ф Е С* (О), к ^ 1 и М > 0 (полная 
масса газа в объеме Q). Тогда существует единственное решение р = 
р Е Ck(Q)i v = 0 системы (1.1)ь (11)з, имеющее вид 

p = c p e x p ( / T 4 ) . 

Здесь константа ср > 0 определяется из соотношения f pdx = M. 
a 

Существование состояния покоя в случае больших потенциальных 
сил и произвольного конечного значения полной массы д л я политроп-
ного газа недавно было доказано в [2] при дополнительных предполо­
жениях 

— as —• +оо при г —• +оо, 
S 

(1-6) 
PAS>Q) 

I 
I . 
Р 

ds —» —со при г —• 0. 

Здесь р = М/|П|, где |fi| — мера Лебега множества Q. (Очевидно, так 
называемый идеальный газ (р = RpQy R > О — универсальная газо­
вая постоянная) удовлетворяет условию (1.6).) А именно, установлен 
следующий результат. 

Лемма 1.2. Рассмотрим политропный газ, удовлетворяющий ус­
ловиям (1.6). Пусть 

f = УФ, Ф Е С* (£2), р Е С*+1((0, +оо) х (0, +оо)), 4 ^ 1 . 

Тогда_сушествуют единственное решение р = р > О, t; = 0, 0 = 0 , 
р Е С*(П) системы (l.l)i—-з и единственное Ф = const такие, что 

JE^b + t^ (1.7) 
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Предположим, что условие (1.6)2 не выполнено, т. е. что 
г 

/ 
•ds<+oo. (1.8) 

Т о г д а теорема существования остается справедливой, если полная 
масса газа достаточно большая. Определим функцию рс(х) равенством 

/ P > p ( s , 6 ) ds = -Ф(я) + sup Ф Ы . 
/ S П 

Т о г д а справедлива следующая лемма (см. [2]). 

Л е м м а 1.3. Пусть что выполнены условия (1.6)i, (1.8) и 

/ = УФ, Ф Е С*(0), р Е С*+1((0, +оо) х (0,+оо)), * ^ 1. 

Предположим, что 

pc(x)dx<p. (1.9) 
/ • 

Тогда, существуют единственное решение p = p>Oyv = Q±Q = Q, 
р Е Cfc(Q) (состояние покоя) систем ( l . l ) i_3 и единственное Ф = const, 
удовлетворяющие (1.7). 

Очевидно, леммы 1.2, 1.3 верны также д л я баротропного газа (в 
этом случае р = G(p)). Условие (1.9) представляет собой условие на ве­
личину потенциальных сил относительно полной массы газа. Лемма 
1.3 гарантирует существование состояния покоя д л я заданных потен­
ц и а л ь н ы х сил при условии, что полная масса превышает некоторое 
критическое значение (зависящее от потенциала). Если полная масса 
меньше этого критического значения, состояние покоя может не суще­
ствовать (см. пример в [3]). 

За&ершим обсуждение вопросов существования состояния покоя, 
отметив, что состояние покоя первоначально изучалось только д л я 
малых потенциальных сил и первые результаты были получены в [4] 
(политропный газ) и в [5, 6] (идеальный теплопроводный газ). 

Устойчивость состояния покоя исследована в [3] (см. также [2]) и в 
частных случаях однородных гравитационных сил и нестационарной 
з а д а ч и Бенара — в [7] (см. также [8]). 

Второй класс з а д а ч соответствует произвольным (потенциальным 
и л и непотенциальным), но малым внешним силам и / и л и м а л ы м гра­
ничным данным (если мы рассматриваем задачу Дирихле) . Все до­
казательства начинаются с возмущения состояния покоя р = р, v = О, 
0 = 6 , являющегося единственным решением системы ( l . l ) i_3 с / = О, 
g = 0 и граничными условиями v|#n = 0, 6|#п = 0 . 

Кратко напомним о некоторых последних публикациях с гранич­
ными д а н н ы м и Дирихле . Начнем с наиболее простого случая , когда 
ж и д к о с т ь баротропна, т. е. р = р(р) не зависит от температуры. В этой 
ситуации рассматривается система (1.1)ь (11)з с граничными услови­
ями (1.3), (1.4) относительно неизвестных функций р, v. В [4, 9, 10] с 
использованием некоторой схемы последовательных приближений и 
теоремы о неподвижной точке построено единственное стационарное 
решение v,p при условии, что А,/х постоянны, (A + 2/i) достаточно вели­
ко по сравнению с /х, число Маха мало, т. е. газ почти несжимаемый, 
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v\dn — 0 и / произвольное, но малое. Валли в [11] находит единствен­
ное стационарное решение (A,jz постоянны, v\ea = 0, / мало) как пре­
дел нестационарных решений при стремлении времени к +оо и в [12] 
доказывает существование стационарного решения при тех же пред­
положениях, что и в [11], используя идеи Падулы [10]. Заметим, что 
все э т и результаты, так же как и их доказательства , могут быть об­
общены на случай А = А(р), р = р(р) (достаточно гладкие функции), 
у\дп = г>г, ^г • ^ == 0, vr и / малы. Теплопроводящий газ описывается 
более сложной системой ( l . l ) i_3, тем не менее э т а сложность вызыва­
ет только технические трудности. В [13] доказаны существование и 
единственность стационарного решения как предела нестационарных 
решений при стремлении времени к -foo (р = р(/>, в ) , А, р, х , cv посто­
янны, / , д малы, г?|ап = ^г, ^г * v = 0, vr мало, 0|эп = ©г» ©г — © мало). 
Прямое доказательство наличия стационарных решений при тех же 
предположениях дано Фарвигом [14] с помощью эффективной схемы 
аппроксимации и теоремы о неподвижной точке. 

Теми же авторами э т и методы были применены и к задаче ( l . l ) i_3 
с условиями прилипания (1.З2), см. [15]. 

Заметим, что обобщение всех перечисленных результатов на слу­
ч а й А = А(р, 0 ) , р = //(/?, 0 ) , х = х(р, 0 ) , cv = cv(p, 0 ) — лишь техническая 
проблема. 

До сих пор речь шла о результатах, тесно связанных с гильберто­
вой структурой, исследования в пространствах U только начинают­
ся. Авторам известна лишь статья [3] (р = р(р, ©), А, р, х , сь постоянны, 
v\dct = 0, 0|ап = ©, / , 9 малы), распространения ее результатов на гра­
ничные условия проскальзывания изучались в [16]. 

Вопросы разрешимости стационарных уравнений в неограничен­
ных областях и связанные с ними полностью открыты и весьма ин­
тересны. Авторам известны лишь две работы на э т и темы: [17] (лля 
внешних областей) и [18] (для Ж4). 

Настоящая работа тесно связана с гильбертовой структурой, и мы 
изучаем систему (1.1)х_з с граничными условиями (1.3i), (1.4) (т. е. за­
д а ч у Дирихле) в ограниченной области с достаточно гладкой гра­
ницей. Наши исследования отличаются по существу от упомянутых 
статей, в частности, двумя особенностями: 

(г) силы могут быть большими; мы допускаем такие внешние си­
лы, которые могут быть разложены на сколь угодно большую потен­
циальную часть и малую непотенциальную часть (один из приме­
ров — гравитация) ; 

(it) мы возмущаем состояние покоя (р, 0 ,0) , соответствующее по­
тенциальным силам (отсюда р не является постоянной и не обяза­
тельно близко к постоянной). 

Обсудим более детально систему (1.1)х_з с граничными условия­
ми (1.3i). Мы устанавливаем глобальное существование и единствен­
ность стационарных решений д л я малых vr, ©г — ©> 9 и непотенци­
альной части внешней силы. Основной результат приведен в разд. 6 
(в то время как разд. 2-5 посвящены его доказательству) . Очевидно, 
мы рассматриваем только политропный газ (для которого состояние 
покоя, соответствующее потенциальным силам, может быть гаранти­
ровано). Мы используем пространства типа L2 (гильбертову структу­
ру). Основной метод доказательства — алгоритм Узавы [19], исполь­
зуемый также Фарвигом [14, 15]. Доказательство опирается на новую 
оценку Х2-нормы возмущения плотности (см. следствие 4.2). Исполь­
зуется искусственный (но естественный с физической точки зрения) 
прием, состоящий в подходящей линеаризации уравнений в соответ-
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ствующем состоянии покоя (см. также [2]). При такой линеаризации с 
помощью подходящих весовых норм возмущений плотности, соответ­
ствующей невозмущенному потоку, мы можем работать с потенциаль­
ными силами точно так же, как в случае несжимаемого газа. Способы 
обхода существенных трудностей (отсутствие рассеяния для возму­
щений плотности) и приемы использования специальной структуры 
V х V х к д л я оценок вблизи границы можно найти в классических 
работах Матсумуры и Нишиды [5, 6]. 

Аналогичный результат, похоже, верен д л я граничных условий 
проскальзывания (1.3г). Его можно получить , по-видимому, обычны­
ми способами, комбинируя результаты Фарвига [15] с оценкой из след­
ствия 4.2. Короткая заметка об этой задаче будет опубликована позже. 
В одной из ближайших статей мы также намерены и з у ч и т ь устойчи­
вость стационарных решений. 

Мы используем следующие функциональные пространства: гиль ­
бертово пространство #*(fi) интегрируемых с квадратом функций, ко­
торые имеют интегрируемые с квадратом производные до порядка 
к, снабженное обычным скалярным произведением (соответствующая 
норма обозначается через || • ||fc); гильбертово пространство #o(ft) функ-
ций из Hl(Q) с нулевыми следами; гильбертово пространство Н (Q) 
функций 6 Е Нк(0,), таких что fbdx = 0; как обычно, по определе-

п 
н и ю H°(Q) = L2(Q). В обозначениях мы не будем д е л а т ь р а з л и ч и я 
между пространствами скалярных и векторнозначных функций, так 
что Hk(Q;WN) кратко обозначается #*(fi), и т. д . Сопряженное к #о(£2) 
обозначается через # - 1 ( f l ) , сопряженное к банахову пространству X 
обозначается через Х'\ нормы обозначаются через || ||_i и || \\xf со­
ответственно. Банахово пространство непрерывных на С1 функций с 
непрерывными до порядка к в П производными обозначается через 
Ск(С1) (с компактным носителем — через С* (О)), норма в нем — через 
| |*. Через .4(Ж+) обозначается множество функций на М+, и м е ю щ и х 
аналитическое продолжение на С х С, где С — комплексная плоскость. 

Авторы в ы р а ж а ю т благодарность Г. П. Галди из Феррары и Яши-
ма-Фуджита из Пизы за полезные комментарии и замечания. М. Паду-
ла признательна MPI за контракт, обеспечивший 40% финансирования 
работы и the University of Ferrara и G.N.F.M Italian C.N.R. за обеспечение 
остальных 60%. А. Новотны благодарен HIMONT Centro Richerche G. 
Natta, Феррара, и G.N.F.M. C.N.R. за финансовую поддержку. 

2. Уравнения для возмущений, аппроксимации, 
нелинейный оператор 

Прежде всего, укажем основные предположения, касающиеся газа. 
Рассматривается политропный газ (см. (1.5)); давление удовлетворя­
ет либо условиям (1.2)i, (1.6)1-2, либо условиям (1.2)i, (1.6)i, (1.8), и 
внешний потенциал относится к полной массе в том смысле, что вы­
полнено (1.9). (Достаточно даже предполагать , что р = QG(p), G > 0, 
G>p > 0 и газ таков, что состояние покоя (р > 0 ,0 ,6 > 0) существует.) 
Коэффициенты A,/i,x в общем случае суть заданные функции от (/>, 0 ) , 
удовлетворяющие условиям (1.2)2- Мы предполагаем, что 

р, х, А, реЛ(Ш1), (2.1) 

П — ограниченная область, dQ E С' , (2.2) 
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vr Е # 5 / 2 (df i ) , 0 Г Е # 3 / 2 (df t ) . (2.3) 
Очевидно, в силу теоремы о следах (см. [20]) существуют такие v Е 
Н3(П) И 1 Е Я 2 ( Щ , что 

@\эп = 6 Г , Щэп = vr, 3 , 

Р - в | | 2 ^ с | | в г - в||3/2.0П, Р1|з ^ c||vr||5/2,an, 

где с — универсальная постоянная, зависящая только от ft, JV. Внеш­
няя сила может быть разложена на потенциальную и непотенциаль­
ную части УФ и 6 соответственно, 

/ = УФ + 6, 6 = rot а, (2.4) 

где предполагается 

Ф Е C3(Q) (или р Е C3(Q)), 6 Е Я *(ft). (2.5) 

Внешний тепловой поток удовлетворяет условию 

9 Е L\Q). (2.6) 

Основной метод доказательства существования стационарных ре­
шений — теорема Шаудера о неподвижной точке. Поэтому запишем 
систему (1.1) в таком виде, чтобы стационарное решение было непо­
движной точкой некоторого нелинейного оператора ЛЛ По существу, 
мы линеаризуем (1.1) в (0 ,0 , р). 

В силу леммы 1.2 (или 1.3) существует единственное состояние по­
коя (0 ,0 , р), р > 0, удовлетворяющее уравнению 

р,р(р,в)Ър = рЪФ, (2.7) 

откуда 
р 

уФ = ©уад, в(р)= f QAitds. 
Q 

Положим __ 
u = v — й, 0 = 0 — 0 , a = р — р. 

Как известно, для достаточно гладкой Л имеет место разложение Тей­
лора 

Щр,э)-Щр,ё) = н,р(р + <;1{<т,э + <;?[е + @-Щ)* 
+ ft,© ( ^ C3V е + cf[* + (^-©)])(* + ( ^ - ©)). 

и л и 

ЩР, е) - Щр, в) = н,р{р, ё)(т+п,&(р, Щ(в + (в" - в)) 
+п<РР(р+^<т,ё+с^[в+(^-Щ]у + [пМр+(:?^+<"^+^-Щ) 

+ П,р& (р + <9V в + <fo[0 + (б" - ё)])И* + (©" - 6)) 
+ W,0e(p + Cii^e + Cf2[̂  + (I-e)])(6 + ( I -0 ) ) 2 , 

где 
< г , е е ^ = { ( М ) ; k l ^ i m i n p , l ^ u i m i n e } , (2.8) 
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Cf1 (г = 1, . . . , 12) — гладкие функции от /?, р + <г, в , в + в такие, что 
О ^ Cf* ^ 1- В наших вычислениях % будет означать G, piP, -В, A, /i, x в 
зависимости от ситуации. Положим для простоты 

П = Н(р, 0), % = П,р(р + (if а, в + С?[в + (Щ- О)]), 

%Р = «.РДР + Свя', в + <f [* + (1 - в)]) 
и т. д. Имеем 

V(0G) - /Л7Ф = V(0G) + V((f - S)G) + 0VG - />УФ; 
в частности, для Л = В получаем (см. (2.7)) 

0VG - рУФ = ep({G,,{p)WP ~ (<?,,//>) div p) 
= 0/5V(5 ;<т) + 0>V(fp,<r2 + 0>V(B „ет + Ърр<т2) (2.9) 

Таким образом, задача нахождения (u,Q,p) преобразована в зада­
чу нахождения решения (и, в, <т) системы 

- div(/iV«) - V[(A + p.) div u] + epV(BiPcr) + V(G0) = J^ti, в, a), (2.10i) 

- div(xV0) + 0G div и = G(u, в, <т), (2.102) 
div(<r(« + »)) = f (u) (2.10s) 

с граничными условиями 

«Ian = 0, 0|efi = 0 (2.110 
и дополнительным условием на а: 

/ • 
<т<*х = 0. (2.112) 

п 
Здесь 

F(ti, 0, <т) = div(fiVv) + V[(A + /i) div 5] 4- pb - pv • V§ - V(G(0 - 0)) 

— av • Vv — pw • Vv — ptS • Vu + <r& 4- div^0(© — 0)Vtz) 

+ V[(^ 0 4-A 0 ) (§-0)divtz] -У(5 р ( т (1 -0 ) )+^у[ (Д р (7 + Д0(9)У^] 

+ V[((A, + AP)<T + (Дв + A0)0) divu] - ч(&Йа0) - 0pV(Ipp(j2) 

— 0crV(5p(7 + BPP<T2) — (ти • Vt5 — pu • Vu — <rv • Vt/ — au • Vu, 

(?(u, 0, cr) = pg- cvpv • V0 - 0Gdiv t/ + 2/iT(S) : T(S) + A(div 5)2 

+ div(xV(§ - 0)) + <rg- cvpu • V(§ - 0) - cvpv • V0 - 0G div v 
- ( § - 0)G div n + 4jiT(ti) : T(S) + 2A div и div v + div(^0(l> - 0)V0) 

- 2/iT(u) : T(ti) + A(div u)2 + div[(5?,<r + ^ e 0) V0] - cvau • V ( l - 0) 
- cvpu • V0 - cvav • V0 - cv<ru • V0 - G0 div ti, 

£(ti) = -div(#t | + 3)). (2.12) 
N 

(A : IB для матриц А = (а,Д IB = (by) означает сумму £ a»;Ar) 



Существование и единственность стационарных решений 127 

Выражения д л я F, Q содержат члены, не зависящие от гх, 0, <т, 
члены, линейные относительно г/, 0, а и их производных по простран­
ственным переменным (пренебрегая зависимостью от 0, а в А, /х, х , G, 
замечаем, что Л, /i, x, G и их производные ограничены в ^"), и члены, 
нелинейные относительно и, 0, <т. Коэффициенты в линейной зависи­
мости малы в подходящих нормах, если только 0 — 0 , v, 6, g также 
малы. Это служит первым намеком на применимость теоремы Шау-
дера о неподвижной точке, формулировку которой мы приведем д л я 
полноты изложения. 

Л е м м а 2 .1 . Пусть X — банахово пространство и К — компактное 
выпуклое множество в X. Пусть Я : К —> К — непрерывный (в топо­
логии пространства X) оператор. Тогда Я имеет неподвижную точку 
в К. 

Определим гильбертовы пространства 

Х = { ( М , ( т ) ; ^ Е Я 2 ( « ) П Я 0
1 ( О ) , веН*(П), ^ Я 1 ^ ) } , (2.13) 

V={(ti ,0,<r); и€Нг(П)ПНЬ(П), в G #2(fi) ПН^П), <т G Я2(П)} (2.14) 

с нормами 

IKti, в, сг)\\х = ( |М|! + \\0\\\ + |М|?)1 / 2 , ||(«, 0, a)\\v = (\\ч\\1 + \\в\\1 + \\<т\\1)1/2 

соответственно. Очевидно, V <а X, так что любой шар 

К(Е) = {(и, в, a) G V, ||(«, 0, <r)||v ^ Я, £ > 0} 

я в л я е т с я компактным выпуклым множеством в X. 
Определим нелинейный оператор Я, исследуемый нами в д а л ь ­

нейшем. Д л я (u ,,0 ,,(7/) G V, h > 0 пусть (и,0,(т) — решение следующей 
пары задач : 

- div(/iVti) - V[(A + /i) div ti] + V(G0) = F(ti', 0', <r') - 0pV(B ,<т') = T, 

- div(xV<9) + 0 G div u = g(u', 0', cr'), 
u\dn = 0, 0|an = 0 (2.15) 

и д л я известного из (2.15) и значение а находится из симметричной 
системы 

(l//i)(<r - а') + div(cr(ti + 5)) = £(и) (2.16) 
с (tz + !f) • i/|en = 0. 

Из технических соображений (см. разд. 4) нам удобнее рассматри­
в а т ь (2.16) в эквивалентной форме 

(1/Л)((т - с') + div(,3i0 = Е(а, и) Е(<г, и) = - div(<r(ti + 5)) - div(pw). (2.16;) 
Нелинейный оператор Я формально определяется следующим обра­
зом: 

Щи'в'<т')) = (и,в,<т). (2.17) 
ЗАМЕЧАНИЕ 2.1. Д л я возможности применения теоремы Шаудера о 

неподвижной точке к оператору Я достаточно установить существо­
вание такого Е' > 0, что 

(i) Я определен на К^Е1) С V (см. первую часть разд. 3); 
(ii) Я непрерывен на К(Е*) В ТОПОЛОГИИ пространства X (устанавли­

вается во второй части разд. 3); 
(iii) Я является «сжатием», т. е. ЯК^Е1) С К^Е1) (доказывается в 

разд. 4 и 5). 
Завершим текущий раздел замечанием об эквивалентных нормах. 
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ЗАМЕЧАНИЕ 2.2. Известно (и легко доказывается), что нормы 

IMU = £ иут^Но - ikir* = E nvnviio 
\ m = 0 / \ m = l / 

t. _ _ _ _ 

эквивалентны в Я (£2). Пусть Г Е C*(Q) такова, что Г > 0 в й, т. е. 
p-i ^ £*(£}). Тогда функционалы 

/ * \ 1 / 2 

1Икг= Е Hvm(r<r)Ho • HI* 
Km=0 

k 
являются эквивалентными нормами на Я (ft). Это следует из нера­
венства 

1И1,г < |Г|Лк||2 < 71|Г|2|к||? ^ lM\T-l\l\\°\\l,r, (2-18) 
где 7i > 0 зависит только от TV, П. 

3. Задание и непрерывность оператора М 
Начнем с вспомогательных результатов. 
Следствие 3.1. Предположим, что Т,Q E Я""1 (ft) и выполнены ус­

ловия (2.1)—(2.6). Тогда система (2.15)i_3 имеет единственное решение 
(ti,0) E Hl(Q) х Щ(П), такое что 

н к ^ ) н и cdmi2.!+1101110. (3.i) 
Если Т Е Я 1 ^ ) , Q E L2(ft), то (ti,0) E Я3(П) х Я2(П) и 

iHi+iHiUc(imi?+«) (з.2) 
(константа с > О зависит только от N, ft, |G|2, в). 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Соотношения (2.15)i_3 в слабом смысле означа­
ют, что 

UfiVu : Vv? + {ft + A) div u div £>) dx + f e~1xV9 Чфс1х 
a n 

= - J(Gdivuil> + V(60).<p)dx + (r,<p) + ( е П 1 ^ ) (3.3) 
n 

для любой пары (у?,V0 Е Яо(О) х Я<)(П). Здесь (•, •) — двойственность 
в HQ(Q). В силу (1.2)г интеграл в левой части является HQ(Q) X Яр(П)-
коэрцитивной билинейной формой. При <р = и, ф = в интеграл в пра­
вой части обращается в нуль. Это обосновывает оценку (3.1), и этого 
достаточно для доказательства существования решения с использо­
ванием метода Галеркина. Далее, div и Е L2(ft) и из (2.15)г с помощью 
известных результатов о регулярности для эллиптических уравнений 
(см. [20]) имеем 

*€# 2 (П) , 1И1ис'(|5|о + 1)2(1И1-1 + 11̂ 1о), С>0. 
Используя регулярность эллиптической системы (2.15)i (с нулевыми 
граничными условиями Дирихле), заключаем: 

и € Я3(П), IMU < с'(в|С|2 + 1)2(||JF||2 + H0II2)-
Последние две оценки дают второе утверждение и оценку (3.2). • 

Уравнение (2.16) представляет собой симметрическую систему в 
смысле Фридрихса [21]. 
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Следствие 3.2. Пусть dQ Е С2, u,v E Я3(П), £ Е Ь2(£2), <т' Е Ь 2 («) , 
(u+v)-i/ = 0. Тогда существует ho такое, что д л я Л, 0 < Л < Ло, уравнение 

2 / (2.16) имеет единственное решение <т 6 L2(Q). Если£,<т' G L (П), ТО И 
г-2, 

or E L (fi). 
Более того, если £, <т' Е #*(ft), dQ E С*+2, ife = 1,2, то (7 Е Hk(Q) и 

NU<2(* | | f |u + |KiU). (3.4) 
Доказательство см. в [22]. 
В ближайшем следствии будет показано, что Т Е Hl(Q), Q Е Ь2(П), 

если только {и'.в'^а') Е V (это завершит обоснование области опреде­
ления ]\f)y И ЧТО 

стремятся к нулю при (ui,0i,0"i) —• (и^в^а^) в X (это даст непрерыв­
ность N в X). 

Определим следующие коэффициенты: 

А = (1 + |р|2)2(1 + р | | з ) 2 (1 + с„)2(1 + | | 1 | | 2 + в ) 2 

х (1 + Нз,я + |А|3,я + |G|2,^ + l * M 2 ( I H | i + ||</||о + ||в - в||2 + \\Щ\3)\ 

AW = (1 + с„)2(1 + \p\2 + \p\l)\l + ||5||з + \\v\\l)\l+e+ | | I | | 2 ) 2 

x ( И з , * + |А|з,* + |G|4,^ + |x |2 >^)2 , (3.5) 

где T — прямоугольник в Ж+: 

T — <{p16), -min/5 ^ /? ̂  max/? + -min/?, - m i n G ^ в ^ m a x 0 + - minG >. 
L 2 n n 2 n 2 n n 2 n J 

Используя неравенство Гельдера и теоремы вложения Соболева, 
стандартными, но д л и н н ы м и вычислениями легко убедиться в спра­
ведливости следующего утверждения. 

Следствие 3.3. Пусть выполнены условия (2.1)—(2.6) и (и', 0', <т;) Е V, 

k'io ^ «minp, |^|о ^ - minG (или Ц^Цг ̂ т " 1 о™11/3 ' ll^'lh ^ Т""1^ mm©, 

г д е 7 — положительная константа из вложения # 2(f i ) С C°(Q)). Тогда 
F,Te Я 1 ^ ) , S Е L2(fi), 8 Е L2(Q) и 

||£| |2 + | И | 2 ^ сЛ + cA\\(u'f 0', c')\\l + cAW(l + ||(u', 0', < r ' ) | k ) 4 | | « 0', <т')\\Ъ, 
||^||2 + | | j r | | 2 ^ c A + cA| |K,^ ,^) l | 2 v 

+ c^W(l -h ЦК,^,^)|k)4||(^, ^,^)llt + c|S|i|p|?||^||i, 

||£||2^Ф|зр||з + Ф|з|Н|з (3.60 
с положительной константой с, зависящей только от TV, Q. Пусть 
К , ^ ) , K , ^ , < T ' 2 ) E V , 

kilo, kilo ^ o11^11^ ' l^iloJ^lo ^ тт1™11©-
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Тогда 

\\9i - 02||_1 + ||Fx - F2||o + ||fi - fc||i ^ c A ^ H K ^ X ) - (u'2,02v2)\\x 

+ ̂ w)1 / 2(i + II K,«X)L + II («4 ̂ 2 ) II v)2 

><(||K^i^)||v + ||K2)^)|lK)IIK^X)-K,^)||x, 

||0i -0211-1 + Р ч - * 2 | | o + ||ft - u l l i ^ сА^Щ^а',) - (и'2,в2,а'2)\\х 

+ c(^))l/a(l + |K,^y i)||v + fl(^,^y2)||v)a(IIW.ei.«i)llv 
+ | | K ^ 2 ^ 2 ) | | v ) l l ( « ^ ^ ^ 0 - ( « 2 ^ 2 ^ 2 ) | | X + c | % H l | K - C T 2 | | 1 . (3.62) 

Здесь Q\, Qi, . . . соответствуют 0(4^, 0[, <т[), Я{и'2,в'2, сг'2), 
О б ъ е д и н я я результаты следствий ЗД-3.3, получаем, что справед­

л и в а 
Л е м м а 3.1. Существует положительная постоянная /го, такая что 

для любого Л, 0 < h < ho, оператор N определен на К^Е) С X для 
любого Е > 0, 

0 < Е ^ min 7" 1 о Щ^Р) Т"1 о Щ*11® 
L 2 п 2 п J 

(7 определяется из следствия 3) и непрерывен на К(Е) относительно 
топологии в X. 

4. Глобальные оценки 
Д л я упрощения обозначений в теоремах положим 

а ( ' ) = а С ) ( £ , Р Л з ) = £ + р | | з , а = P i l l N = М\1\\и\\3. (4.1) 
В дальнейшем С,, С,-, €j, hj (г = 1 , . . . ,5; j — 1,2) суть положительные 
постоянные, зависящие от 

N, О, |p|s, | Д , | 2 , \G\2, 0 , |/k|2> |A|2j | х | ь l/T^o, lA^lo, \Ъ~%, \р~\, \В;р\. 
(4.2) 

Постоянные С[ используются как общие константы, различные в раз­
ных ситуациях. 

Следствие 4 .1 . Существуют постоянные С\у fti,€\, h\ ^ fto (fto опре­
деляется в следствии 3.2) такие, что для любых е, ft, 0 < е ^ £i, 0 < Л ^ 
fti, будет 

^ Сх(1И12-! + HCIlii) + Сге-1а + С1а^\\а'\\1 + CXN. (4.3) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Умножим (2.15)i на и, (2.15)2 на 0~ 0, (2.16')i на 
QBtP(T) сложим полученные уравнения и проинтегрируем по fi, исполь­
зуя интегрирование по частям: 

/io|M|? + e ^ x o l H I ? + j f(o- - <Т')АР<7 dx^-в f div(pu)B)P(a - <т') dx 

+ 6 / EBpadx+ (Fu + Q~lg6)dx (//0 = min/i, x 0 = minx) . 
J } J n o 
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Имеем 
( , _ • ) , = 1<г>- 1„» + \{«-<т')\ (4.4) 

jdiv(p«)5 Д а - а') rfx = -jr|| Д W - <т')||о + ЩВ,МР\\\Н1 (4-5) 
п 

/ EBiP(Tdx = / div(pt})jB)Pcr dx + / div^t^B^crdx 
a n a 

-f /div(<ni)£p<rdx = /i + /2 + /3 , 

h = I div(pv)BiP(a — (r')dx+ I diy(pv)B)Pa' dx a n 

8/1' 

|2 

^ i-HB1/2^ - «OH; + 4Л|Д,Ш?РШ + е-'ФМрШИ + Ф'\\1 е > О, 

h ^ |В,р|1||5||з|И|§ < |B1p|i|B,,|o1||S||3||B1/2(«r-(T')||J + |В,,|1р||з|И|2, 

/з ^ |Др|1||«||з|к|12 (4-6) 
(в оценках /2, ^з использовано равенство 

/ 6(div a)adx = — - / a2V6rfx, 

справедливое д л я a Е Я 1 (0 ) , 6 Е #o(f2)). Возьмем £i, h\ так, что £j * ^ 

4АЬ |Др|1|ДР |о ^ЗПз ^ (8ft i )"\ /ii ^ А0. Тогда 

| я Д , « г d x ^ ^ | | Д У V - a')\\l + C[e~la + C[a^\\*'\\l + C[N. (4.7) 
n 

Доказательство закончено. • 

Следствие 4.2. Существует постоянная Съ такая, что 

\\<r'\lHC2(\\F\\l1 + \\(u,e)\\l). (4.8) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим вспомогательную задачу 

divy = gfB-ldx-B-1fgdx, g € Ь2(П), 
(4.9) 

У\ап = 0. 

Согласно [23] существует решение У £ WQ' (Q) такое, что 

2 
'1Ш|2 ^ Ĉ UffHS. (4.10) 
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Умножим уравнение (2.15i) скалярно на (6р) 1У и проинтегрируем по 
Q. Получим 

- fv(B}P<r,)-ydx = - [(Sp)-1^ -V(G0)) -ydx-
а а 

= Ae,3)-4iv( /<Vu). ;y<fx- [(вр)-1Щ([А + Х)д1Уи]'У(1х. 
a а 

Мы вправе интегрировать по частям в левой части и в последних 
д в у х интегралах в правой (интегралы по границе обращаются в нуль 
в в и д у условия У\эп — 0). Имеем 

(J В-1 dx) j В Уд dx = - J(ep)-l(F ~ V(G0)) • У dx 
а а а 

+ [(Qp)~1№u:Vydx+ j pS/(Qp)-1 -Vu-ydx 
a a 

+ / (0^ ) " 1 (А + \)divudivydx+ f(fi + \)V(ep)-1 -ydivudx (4.11) 
a a 

(в левой части использовано свойство J crl dx = 0.) В силу (4.10) правая 
а 

часть может быть оценена величиной 

C2(\\F\\-i + \\M\\i)\\9\\o-
Взяв в (4.11) супремум по д Е L2(fl) таким, что ||^||о ^ 1, получаем 
требуемое. 

Другое доказательство оценки (4.8) см. в [2]. • 
Умножим уравнение (2.16;)i на В}Р и продифференцируем по про­

странственным переменным: 

i [ V ( B ,<г) - V{BУ)] + BppVdivti = V(B, ,£) - V(ti • VpB,,) - divtiV(B lPp). 

(4.12) 
Используя тождество 

Au = V div u - V x V x u, (4.13) 
найдем Vdivu из уравнения моментов (2.15)i и подставим в (4.12). Обо­
значив z = £?р, z' = В%ри\ получим 

\[Vz - Vz'l + ^ ^ V z ' = - ^ ^ V x V x и + V(2? ,Д) + ДГ, (4.14) 
^L 2/i + A 2/x + A ,P 

где 

2fi + A 
Возьмем дивергенцию от (4.12). Имеем 

| [ Д * - Az'] + ^ I S A Z ' = A(B PE) + A", (4.15) 
л 2/i + A 

где __ 
X' = f V l ^ S - V (V x V x «) - {V*>^V V,' + div X. 
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Следствие 4.3. Существуют постоянные Сз, £2, Лг > 0, /12 ^ hi, 
£2 ^ £i (£i>/*i определены в следствии 4.1) такие, что д л я любых £, 
Л, 0 < £ ^ £2, 0 < Л ^ Л2, 

^ [ | | A . | | 0
2 - | | A z ^ ] + | | A ^ 

^ С3£-Ха + C3( | |F | | ; + ||(ti,0)|| ' + И | ? ) + CsaVyWl + C3N, (4.16) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Умножим (4.15) на Az и проинтегрируем по ft. В 
левой части используем алгебраическое неравенство 

(а - 6)а + ааб £ 1(а2 - б2) + \(1 - <*){а - б)2 + | б 2 , (4.17) 

справедливое д л я всех а, 6 £ Ж и а £ (0,1). Отсюда 

^27 
[(Az-Az')Azdx + [ В'рР & Az'Azdx 

J J Та + A 2/i + A 
л: ft 

^ ^ ( | |Д* | | 2 - HAz'Hg) + ^ | | Д * - Az'\\l + R\\Az'\\l 

(c R = ( l /2)min(5 p p 2 0/ (2 / i+A)) и /i2 таким, что Л 2 |В> 2 ё / (2Д+А) | 0 ^ 1/2). 

В правой части имеем (см. (4.6), (4.7)) 

/ 
A(BtPE)Az dx ^ i -ЦДг - Дг'Ц2 + | | | Д г ' | | 2 + С^а + с'3а^\\<т'\\\ + C'3N, 

п 

J X'Az dx < ±-\\Az - Az% + | | | Д г ' | | 2 + C'3(\\F\\l + ||(«, 0)||2 + ||<r'||2) 
П 

д л я подходящего Лг, Лг ^ ^i (0 < h ^ /12). Дальнейшее доказательство 
очевидно. • 

С л е д у ю щ и е д в а утверждения непосредственно вытекают из эл­
липтических оценок д л я эллиптической системы (2.15)i и эллиптиче ­
ского уравнения (2.15)2 (см. [20, 24]). 

Следствие 4.4. Существует постоянная С4 такая, что 

\\0\\HC4(\\u\\l + \\g\\l). (4.18) 

Следствие 4.5. Существует постоянная С*> такая, что 

H\HC5(\\F\\l + \\g\\l + \\cr'\\l). (4.19) 

5. Внутренние оценки и оценки вблизи границы 

Пусть ft £ С'1' (/ ^ 1, ь £ (0,1)); тогда согласно определению грани­
цы можно найти v0 > 0, удовлетворяющее следующим условиям. Лля 
любого v, 0 < v < vo, существуют семейство линейных ортогональ­
ных отображений А^ , . . . , А ^ ч (m(v) £ N) пространства RN на RN и 
открытые подмножества [/{ , . . . , U^). в MN такие, что 

(i) <9ft С U £/г
М, Л^ } = t/ r

M П <9ft; 
г = 1 
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(ii) пусть Аг (а?!,... ,#лг) = (х{ , . . . , #дг ); тогда существует семей­
ство функций Or , 

4 W ) : {4"> = *(Г)' = («{Р)1, • • • , * i & ) . l*(rVl < «} - Л1, 
такое что 

И 

{*('); *<г)' G Д<">, а(">(*(г>') < * # < а<">(*<г>') + г;} = tfW П О, 

{х(г>; ж(Г); G Д<">, а<">(*(г>') - v < *£> < а^\х^)} = U^v) П (RN - О). 

Далее, положим J7o = ^ ~ U ^г » г ^ е {W }^=i — семейство о т к р ы т ы х 
г=1 

множеств такое, что J7?0' С tfr
(v). Очевидно, семейство {U^}™^ — 

открытое покрытие Q и существует разбиение единицы {Ur• , ̂ (г)}^=о • 
Введем локальные координаты на границе. Положим 

и з а д а д и м новые координаты у(г) = (t/j , . . . , j/дг ) Е Вг : 

^ ' = (#>...,&U) = «<* = («<'\...,«<&), й> = «<?-«("V*). 
Очевидно, з/г) отображает Ur HQ на 5;]+. Заметим, что определитель 
матрицы Якоби 

w i w » 
равен J = det J = 1, и если сЮ € С4, то 

т а х ( | а ^ | 4 ) ^ ^ ь Кх > 0. 

Внешняя нормаль к an n с/г
(,;)

 равна 

v = 
\ / / \ 2 / ^ 2^ " 1 / 2 

<9аг <9аг . \ / . / 9а г \ / даг My""dx^r-i' 7V1+Uir7 +""+U(P) 
N-l, 

и может быть распространена на Ur П П по формуле 

! / ( « ! , . . . ^XN-I^XN) = I / ( « i , . . . , X A T - l , a r ( x i , . . . ,XAT-l). 

Начиная с этого места мы фиксируем t> > 0 и не упоминаем об этом 
в дальнейшем. Далее, мы будем писать f(y) вместо f(x(y)) ( / — произ­
вольная функция), когда это не приведет к недоразумениям. Посколь-
ку Аг ' представляет только вращения и перемещения, д л я простоты, 
не уменьшая общности, можно положить А)? = 0. 

Если (м,0,<т) удовлетворяет уравнениям (2.15), (2.16), то, очевидно, 

( U ( r ) , 0 ( r ) , < 7 ( r ) ) = (U^(r) , fy>(r) ,<^(r)) 
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удовлетворяет в Q следующей системе уравнений: 

- div(/iVu ( r )) - V[(A + р) div U ( r )] + V(G0 ( r )) + epVB,fia'(r)) = F^\ 

- div(xVfl(r)) + 6Gdivu ( r ) = 0<r>, 
«(r)|»n = 0, tf(r)|en = 0, (5.1) 

-[(r ( r ) - o[r)] + div(pu(r)) = E^ + pu • V p ( r ) . (5.2) 

Здесь 

F^ = F<f(r) — Vv?(r) • (£Vu) - V^(r) • V(/iu) - A<p(r) • ри — Vv?(r)A div u 
- Vy?(r) div(Au) - Ду>(г)Аи + G0Vy>(r) + QpB:P<r'V<p(r), 

Q(r) = Sv>(r) - Vp ( ,) • (xVfl) - Д ^ ( г ) ^ , 

E<r> = £<p(p). (5.3) 

Обозначим 

Легко видеть , что V(r)V6 = VV(r)6 — 6,7vVV(r)ar. 
Продифференцируем (5.1)i(r) по пространственным переменным с 

использованием V( r): 

-div( / iVV ( r) t i ( r ) - V[(A4-/i)divV ( r )r/ ( r )] + 0 ^ V ( B p V ( r ) ^ r ) ) = F$ (5.4) 

с 

F[l] = V ( f ) fW - 0 V ( r ) p V ( 5 p<r(r)) - 0 p V ( V ( r ) £ ,<7(r)) + V • [V ( r ) / iVu ( r )] 

+ V[V(r)(A + A) div ti(r)] - 0V ( r )V(G0 ( r ) ) + вр(Др^ ( г ) ) | J V VV ( r ) a r 

- div(VV(r)ar/i!i(r)iiV)VV(r)ar • (/хУи(г)),лг 

- V[(/i + A)ti(r)|Ar • VV ( r )a r] - [(ft + A) div i / ( r )] ) NVV ( r )a r . 

Подействуем на (5.2)(г) оператором V(r): 

I [V(r)^(r) - V ( r )4)] + div(pV(r)ti(r)) = V(r)^r> + £{;}. (5.5) 

где 
^(r) = ~ V * ( v ( r )P%)) + (pix(r)),iv • VV ( r ) a r 4- V ( r )(pti • Vy>(r)). 

В дальнейшем С,-, С,-,' £j, /ij (г = б, . . . , 17, j = 3 , . . . , б) суть положи­
тельные постоянные, зависящие от (4.2) и 

max(|a r |3), тах(|у?г |3). (5.6) 

Следствие 5.1. Существуют постоянные Сб, £з> ^з > 0, h^ ^ Лг> 
£з ^ £2, такие что для любых е, Л, 0 < /г ^ /гз, 0 < е ^ £з, имеем 

Е р(г)«(г)||? + ^ l l s f v m o t - 11*У2*оУ(,)К) 
r=0 L 

^ Ce(W\l + ||(«, 0)||? + IHIJI) + C6a<*V| |? + Cee-'a + C6N. (5.7) 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмем г ^ 0. Поскольку V(r)t/(r) = 0, использу­
ем соображения, аналогичные рассуждения следствия 4.1. Умножим 
(5.4)(г) на V(r)t/(r), (5.5)(г) — на 05f/>V(r)(7(r), сложим полученные уравне­
ния и проинтегрируем по Q. Получим 

nvWn(r)ii?+^(iisv2vw^)ii: - m2virrir)\u 
+ | l |5ya(vW ir ( r ) .vWa( r )) i i ; 

^ - 0 / div(pV ( r )ti ( r ))B Д V(r)<r(r) - V ( r ) ^ r ) ) dx 

+ / F(r)V(r)U(r)dx + 0 J V(r)E^Bf,V(;)<r(r) dx + У £ $ B,V ( r ) (7 ( r ) dx. 

a, ft ft 

Первый интеграл в правой части может быть оценен (ср. с (4.5)) ве­
л и ч и н о й 

-||5,Уа(*(г)*(г) - V(r)»(r)||; + 4AQ|V(r)U(r)||2, 8Л 
второй — 

||^(г)«(,)||? + св(||Л|? + ||(«,в)||? + |К||2),' 

т р е т и й (ср. с (4.6), (4.7)) — величиной 

^||5V2(V(r)«T(r) - V(r)<r(r)) (J + <><• V| |J + C'6e-ia + C'6N, 

и четвертый — 

/ *£}£. ,V ( r ) ( r ( r ) «fa = 1 4 r > B p(V ( r )<r ( r ) - V(r)<r(r)) dx 

п n 

+ J E$B,,V(r)<r'(r) dx < ^ | | S 1 / 2 (V(r)cr(r) - V(r)<r(r)) И 
ft 

+ 4Л^||«ц2 + I £ \\V(r)4r)\\\ + cUlMI? + 1И12,). 
r=0 

В последней оценке (во втором интеграле) мы использовали соотно­
шения 

/ V6V ( r )cdx = - / 6VV(r)c(fx = - / bV(r)Vcdx 
urnn urnct 

— / 6cArVV(r)ar dx = / V(r)6Vcdx 
i/rnft c/rnft 

- У 6c ̂ V V ( r ) a r dx ^ C^llV^felUllcllo -h ||6||i||c||0), 

Urnn Urnil UrnCl 

urnn 
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справедливые д л я всех Ь Е Hl(Ur П ft), c G H2(Ur П Q). О т с ю д а д л я 
л ю б ы х е, Л, 0 < £ < £з, 0 < А ^ Аз, где А3,£з выбраны подходящим 
образом, получаем требуемое. Доказательство закончено. • 

Умножим (5.2) на В}й и продифференцируем по пространственным 
переменным (ср. с (4.12)). Тогда, используя тождество (4.13) в уравне­
нии (5.1), получаем 

-(А + 2£)Vdivu ( r ) = -epV(BtPo[r)) - /i(V x V х u ( r )) + F<r», (5.8) 
где 

J P W = F(r) _ V (G0 ( r ) ) + V/i • Vti ( r ) + V(A + fit) div ii ( r ) . 
Найдем VdivtZ(r) из уравнения (5.8) и подставим его в исходное урав­
нение. Получим (ср. с (4.14)) 

± [ V z ( 0 - V z ( r ) ] + | ^ 5 v * ( r ) = - ^ 0 V x V x U ( r ) + V ( g , p ^ ) ) + ^ ) . (5.9) 

Здесь 2Г(Г) = В ^ ( Г ) , ^ г ) = Др<т[г), и 

Д-И = -V( t i ( r ) • V£B,,) - V(B ,pt* • Vp ( r ) ) 

+ J L ^ [F(rV + v / i . Vti ( r ) + V(/i + A) div M( r ) - V(G0 ( r ))] . 
2/i +A 

Умножим (5.9)r=i)...)m(t,)) скалярно на v. Тогда 

1 r^ r-r / l ВррЩ^ , 
I lv(«0*(r) - VW*(r)J + T^XV(")z(0 

= - ^ ^ r v • (V x V x ti ( r )) + V(j,)(Bf,£<r>) + г/ • *<r>. (5.10) 
2Д + A 

Следствие 5.2. Пусть г = l , . . . ,m(t>). Тогда существуют Ст, £4, 
/14 > 0, £4 < £з> /ц ^ Лз, такие что для любых £, Л, 0 < е ^ £4, 0 < h < /14, 
имеем 

^(Н^с-)^(оИВ - ll^c-j-collo) и- il^(-)^V)llo 
^ C7e-'a + C7(||F||S + ||(u,0)||? + ||V(r)tx(r)||? + ||<r'||g) + С7а^\\<т'\\\ + C7N. 

(5.11) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмем г ^ 1. Умножим (5.10)(г) на V(„)Z(r) и 
проинтегрируем по Q. В левой части используем алгебраическое не­
равенство (4.17). Правая может быть ограничена сверху следующим 
образом. Представим 

* < v * v * O M ) = | £ ^ ^ ^ (,12) 

с коэффициентами a'aj-, aj из JL°°. Таким образом, 

Hi/ • (V х V х «(г))||» < С7(||« (г) | |? + | |V ( r )« ( r ) | |?) . 

Тогда первый интеграл в правой части может быть оценен так: 

~/ FTI1"(V x V x U(r))' V(v)Z'(r) dx * СИ11«Н?+liv(r)«(r)||?) + f | v ( „ * ( r ) | ; 
n 
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( # > О, R определяется в доказательстве следствия 4.3). Второй инте­
грал удовлетворяет оценке 

y ' v ( , ) ( B / , ^ ' - ) ) V ( l , ) z ( r ) ^ i | | V ( l , ) z ( r ) - V ( ( , ) z ( r ) | | J + a a ( ' ) | | < T ' | | ? + C ^ - 1 a + C ^ . 
п 

(используются соображения типа (4.6), (4.7)). Оценим т р е т и й инте­
грал: 

J и- *<r>V(„)Z(r) ^ ^r||V(„)*(r) - V ( r )z(r ) | ; 
п 

+ C'7(\\F\\l + \\(и, 0)||? + Н^Н?) + | |Vwz('r)||J. 

Суммируя результаты, приходим к оценке с подходящими е$, h$. Ш 
Рассмотрим уравнение (5.8). 

Следствие 5.3. Пусть г = 1 , . . . , m(v). Тогда, существует постоянная 
С% > О такая, что 

ИV(J,J div « с о | | | ^ Cedl^Mi +1|(«, «>)||?4-1|V(0«(r)||? + M l̂lg + || V ( v >^01|J). (5.13) 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмем г ^ 1. Умножим (5.8) скалярно на ве­

личину i/V(i/) div ii(r) и проинтегрируем по П. Результат вытекает из 
непосредственной оценки правой части. • 

Следствие 5.4. Существует константа С$ > 0 такая, что 

/ m(v) 

N i l + 1И1? < с 9 1 ||F||20 + ||(г/, 0)||? + £ ||v(r)t*(r)||? 

m(v) \ 

+ l k ' l l ? + E H V W d i v u w l l o • (5-И) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Запишем (2.15)i (с и\эп = 0) как задачу Стокса 
д л я /ш и 0/>2;: 

-A(/iti) + eV(pz') = F- V(G0) H- V(A + Д) div tx + div(V/i • tx) -f 9Vpz ' , 
div(/xtt) = div(/m), 

(/*u)lan = О. 
Из известных оценок сильных решений неоднородной системы Стокса 
имеем (см. [25]) 

IMI2 + HV(P*')II2 < C9(\\F\\l + \\9\\l + || div «||? + |K||§). 
В силу замечания 2.2 нормы \\<т'\\1 + ||V(/3z')||o и \\<т'\\1 эквивалентны в 
Н (П). Из явной формы divtt(r), V(r)U(r) и V(„)divtX(r) в локальной си­
стеме координат (y i , . . . ,2/N) получаем, что ||divu||f может быть огра­
ничена сверху величиной 

m(v) m(v) 

L l l V (r)«(r) l l l + E H V W d i v u ( r ) l l o + N i l -
r=0 r=l 
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Последнее неравенство вместе с этими двумя фактами и следствием 
4.2 приводит к результату. • 

Продифференцируем уравнения (5.4)(г) и (5.5)(г) по пространствен­
ным переменным, применив V? у Получим 

-d iv( / iVV 2
r ) U ( r ) ) - V[(A + Ц)div Vf r )u ( r )] + 0 p V ( 5 „ V (

2
r ) ^ r ) ) = Fgr), (5.15) 

I [V?r)«r(p) - V(
2
r)<r(r)] + div(pV(

2
r)«(r)) = E$r) + V 2

r ) ^ ) . (5.16) 

Здесь 

F(r?r) = V(r)F$ + div( V ( r )/i VV ( r )K ( r j) + V[V(r)(/i + A) div V ( r ) t i ( r )] 

- ev (
2

r )v(G0 ( r )) - ev ( r )pv(5 l Pv ( r )cr( r )) - epv(v ( r ) B f P v ( r ) ^ ( r ) ) 
- div[/iVV(r)ar • (V(r)ti(r))fjv] - VV ( r ) o r • (fiW(r)u))N 

- V[(/i + A)(V(r)ti(r))fjv • VV ( r )a r ] - [(£ + A) div V ( r)ti ( r)],jvVV ( r )a r 

~ e p ( 5 p V ( r ) ( 7 ( r ) ) ) N V V ( r ) a r , 

^(r.0 = V(r)^((r) - div(V ( r )pV ( r)ti( r )) + (pV ( r )ti ( r )) | j V • VV ( r ) a r . 

Следствие 5.5. Существуют Сю, £s, Л5 > 0, €$ ^ £4, fts ^ ft4, такие 
что для любых Л, 0 < Л ^ As и £, 0 < £ ^ £Г5, выполняется 

Е \\\чы\1+|(ii5,v2v2
r).(r)ij - i ^ v f o ^ e 1 

< Cio(\\F\\l + ||(«, 0)||2 + | И | 2 ) + С ю е ^ а + С10а<'>|И|2 + C10N. (5.17) 
г=0 u 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмем г ^ 0. Умножим (5.15)(г) на V r
2

r^/ ( r ). 
(5.16)(г) н а 0 £ ) Р У ? чСГ(г), сложим полученные уравнения и проинтегриру­
ем по Q. Поскольку V?r4W(r)|an = 0, доказательство можно продолжить 
так же, как доказательство следствия 5.1. • 

Из (5.4) имеем 

-(А + 2/i)V div ( r ) u ( r ) + epVV{r)(B)P(r[r)) = - / i (V x V x V ( r ) t i ( r )) + F ^ ' , (5.18) 

где 
pW' __ P(r) 

4) = F(r) + V ( A + #div VW t t(r) + V / i ' У У И " ( 0 + ©pV(V ( r )Д,<r( r )). 

Умножим (5.2) на Б>р и д в а ж д ы продифференцируем, используя VV( r). 
Получим 

r ( v V ( r ) * ( r ) - W ( r ) z ( r ) ) + S>Vdiv (V ( r ) t i ( r ) ) * VV ( r ) (B „£<'>) + * # , (5.19) 

*( ') = - V V ( r ) ( B , ^ « • V<p{r)) - V[V (p )(B,,Vp • ti(r))] 

- V [ V ( r ) ( B » d i v u ( r ) ] - V ( B » d i v V ( r ) u ( r ) + V(BtPpu(r)>N • VV ( r )oP) . 
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Подставим в (5.19) вместо Vdiv V(r)i/(r) выражение, найденное из 
(5.18). С помощью процедуры, аналогичной использованной при вы­
воде (4.14), получим 

£[VV (p)z ( r ) - VV(r)2('r)] + ^ - | w ( r ) z ( ' r ) 

= Xt) ~ J £ T T V x V x V(')«(r) + VV ( r )(S„i^>), (5.20) 

y(r)/ _ y(r) . Btfip ( r ) / 

^ ~ *<'> + 2jT\{r) " 
Следствие 5.6. Пусть г = 1,... , m(u). Тогда, существуют Сц, ее, Лб, 

£б ^ £s> Лб ^ Лб, такие что для любых h, 0 < h ^. he, и е, 0 < е ^ бе, 
выполняется 

^(iiv ( , )V ( r ) , ( r ) i |2 - i|v(lf)v(r)z(r)ii;) + i|v( l / )v(r)z(r)n; 
^ d i (|| Л I? + IKK *)lG + II V(

2
r)"(r) | ; + |И|?) + Cue"1 a + С^Цст'^ + CnN. 

(5.21) 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Умножим уравнение (5.20)(г) скалярно на вели­

чину ^V(t/)V(r)Z(r) и проинтегрируем по Q. Доказательство завершает­
ся рассуждениями, аналогичными использованным при обосновании 
следствия 5.2. • 

Следствие 5.7. Пусть г = 1,... , m(v). Тогда, существует константа, 
С\2 та,кал, что 

||V(j,)divV(r)U(r)||2 

^ С12(||Л1? + Н(М)||2 + ||V(
2

r)ti(r)||; + ||</||? + ||V(i/)V(r)z( 'r)||2). (5.22) 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмем г ^ 1. Умножим (5.18) скалярно на ве­

личину j/V(y)div V(r)W(r) и проинтегрируем по Q. Дальнейшие рассу­
ждения аналогичны использованным при доказательстве следствия 
5.3. • 

Запишем (5.4)(г^о) (с ^(r)u(r)\da = 0) как задачу Стокса для /iV(r)t/(r) 
и QpBtPV{r)<r'{ry 

- A(/kV(r)ti(r)) + QV(j>BtPV{r)<j[r)) 

= ^ й + V((A + A) div V(r)i*(r)) + div(V/i • V(r)ti(r)) + Ш*,,VpV(r)<7(r), 
div(/iV(r)u(r)) = div(/}V(r)u(r)), 

(/iV(r)ti(r))|en = 0. (5.23) 
Следствие 5.8. Существует постоянная С\з такая, что 

m(v) 

E[l|V(r)«(r)||i + | | V ( ^ V ( r ^ r ) ) | | J ] 

•.Cl3(\\F\\l + \\(u,6)\\l + \\atx 

+ 2 1 [IIV(2D«(0llJ + «5(011 V(,) div V(r)U(r)||g] ) , (5.24) 
r=0 ' 

где 5(0) = 0, S(r) = 1 для г > 0. 

r=0 

m(v) 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Оценка Стокса (см. [25]), примененная к (5.23), 
дает 

IIV(r)«(r)||i + e||v(p5,pv(r)<r(r))||; 
*s C'^HX + M l̂ii + 1И1? + II divv(r)«(r)||?). 

Требуемый результат следует из очевидных неравенств 

l|divVU(o)||?^||V2
U(0)ll? + I H i r (r = 0), 

l|diW ( r )« ( r ) | |2 ^ ||V(„)divV(r)«(r) | |g+ |Vfr)U(r)||J + |H|l (r ^ 1).И 
Умножим (5.8)r=:if... ,m(v)) на i/ и применим оператор V. Получим 

-(А + 2/i)VVW div u(r) = -AV(i/ • (V x V x ti(r))) + F ^ " , (5.25) 

FW" - V(i/ • F ^ ' ) + V(epVw(^,<r( r ))) 
- V/ii/ • (V x V x !i(r)) + V(A + 2/i)i/ • V div u(r). 

Следствие 5.9. Существует постоянная Си такая, что 
m(v) I m(v) 

J2 | |VWdiv« ( r ) | |? <С 1 4 |И|? + | | (М)| | ! + И | ? + £ Н*(г)«<г)||2 
r=l У r=l 

m(f ) 

+I^1l2+Ellv(^vw^(r))llj • (5-26) l |v^^pv ( r )<r ( r ) ; | | 2 

r=0 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Умножим (5.25)г=1э...,m(v)) скалярно на величину 
VV(r)divti(r), проинтегрируем по Q и сложим полученные уравнения. 
Оценив члены в правой части, имеем 

m(v) I m ( f ) 
£ IIVW div U(r)||? ^ C[4 \\F\\l + ||(«, 9)\\l + \\a'\\l + £ l|V(r)«(r)Hl 
r=l у r=l 

(При оценке члена 

fi I V(i/ • (V x V x ti(r))) • VV(„) div ti(r) dx 
n 

использована специальная структура i/ • (V x V x ii(r)), см. (5.12).) Экви­
валентность норм 

m(v) 

1И1? + 1|Д*'НЗ + E l l v ( ^ v ( ^ ( r ) ) | | o - \W'\\l 
2 

в H (Q) (см. замечание 2.2) приводит к требуемой оценке. 
Запишем (5.1)i как задачу Стокса относительно /ш(г) и &рВ)Р<т',. 

(г = 0,. . . ,m(t>)): 
-A(/iti(r)) + ev05B iP^ ( r )) = F<r>"' + V((A + /i)divti(r)), 

div(/kti(r)) = div(/ku(r)), 
/iw(r)|en = 0, (5.27) 

где __ 
F{r)m = F ( r ) _ V ( G 0 ( r ) ) + 6 V p 5 p ^ r ) + d i v ( V / i t l ( r ) ) . 
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Следствие 5.10. Существует постоянная С\ъ такая, что 

M\l + y\\Ucu(\\F\\l + \\(u,e)\\l + y\\l 
m(v) 

+ £ (5(r)||V(l/) div U(r)||? + ||V(r)U(r)||2) (5.28) 
r=0 ' 

(S(r) определено в следствии 5.7). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмем г ^ 1. Применим оценку Стокса (см. 

[25]) к неоднородной задаче Стокса (5.27). Получим 

ll«(r)||2+ \\V(pB,p<r{r))\\ < C{5(| |FH'"| |? + | | d iv U ( r ) | | | ) . 

Норма Цсг'Цо 4- Yl ll^(P^,pcrrr,))lli эквивалентна норме в Н (см. замеча­
л о u 

ние 2.2) и выражение ||divu(r)||^ может быть ограничено сверху вели­
чиной 

Ci6(5(r)||V(l>)divtt(r)||? + |V^« ( r ) | |J + ||U||>) 
(как легко обнаружить из явной формы divw(r), V(„)divti(r), V? )U(r) B 

локальной системе координат ( t / i , . . . , улг) £ #г + ( г ^ !))• Это вместе со 
следствием 4.2 обеспечивает оценку. • 

Подведем итог результатов следствий 4.1-4.5 и 5.1-5.9. 
Л е м м а 5.1. Существуют положительные числа е, hy Е, EQ, E ^ 

(1 /2)7 _ 1 min(/?,6) (где у — положительная постоянная, определенная в 

следствии 3.3) такие, что если 

\\b\\l + \\9\\l + \$-mi + \ml$Eo, (5.29) 

то 
ЯК(Е) С К(Е) 

(где К(Е) — сфера в V, а именно АГ(£) = {(и',0',<7') е V, ||(w',6>',<7')||^ ^ Е}). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Найдем 

m(v) 

(4.3) + «,(4.8) + «2(5.7) + £ [«з(5.11)(г) + «4(5.13)(г)] 
г=1 

+ «5[(4.18) + (5.14)] + «6(4.16) + «7(5.17) 

+ £ [«8(5.21)(г) + «9(5.22)(г)] + «ю(5.24) + XI *"(5-26)(г) + *1з(5.28) (5.30) 
г=1 г=1 

с « t , . . . , 6i2 > 0 такими, что 

«iC2 ^ 1/8, «2С6 ^ min(l/8,«х/8), 63C7m(v) ^ min(l/8, «х /8,«2 /8), 
«4C8m(v) ^ min(l/8,«1/8,«2/8,«з/8), *>(С4 + С») < min(l /8,«х /8 ,«2 /8 ,«4 /8) , 

«бС3 ^ «5/8, бтСю ^ «s/8, «eCnm(w) < min(«5/8, <57/8), 
69Cl2m(v) ^ min(«5/8, «7/8, «8/8), «IOCIS ^ min(«5/8, «7/8, «9/8), 
SnCiMv) ^ («5/8, «б/8,«10/8), 6nCib ^ min(«5/8,«10/8, «11/8). 
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Положим 
, m ( f ) 

М2= Щв^41+б№\\1+ £ (*5|Зу%.)«мЕ + 5re||5V2vfr)c(r)||5 
r=0 

m(v) 

+ E (2*3||V(„)*(r)||2 + «e||V(l0V(r)z(r)||2). 
r = l 

2 
Ввиду замечания 2.2 это эквивалентно норме в Я (Q). Отсюда и из 
(5.30) получаем 
1Н11 + 1И11 + ^а«-В-]^Й) <<^т(НЛ1? + 11̂11а) + С т̂бг-1а + С^таС-)|М|а + с 1 т Л Г . 

(5.31) 
Пусть Е > 0 и 

I K t ^ V O I I v ^ S - (5-32) 
Коэффициенты К{ (г = 1,2,3,4) зависят от величин (4.2), (4.6) и от £", 
причем К{(Е) остаются ограниченными при Е —> 0. Возьмем £о (0 < 
£о ^ £б), £о > 0 так, что 

С( 7 а( ' ) (е 0 ,^ / 2 )<1/2 . 
В силу следствий 3.3, 4.5, (3.3) и (5.31) получаем, что существуют такие 
KUI<2 > 0, что для Е0} 0 < Е0 ̂  £о, будет 

IMII + 1И11 + lMl< a + a(\\u'\\l + \\0'\\l) + ̂ ]^В), (5.33) 
где 

г) = 1/2Л - Xi(^o /2 + Я1/2), « = ^2(1 + ео Х)Е0, 
a = #2(£70 + Я), i/ = 1/2Л - 1 - ^2(^о + Я). (5.34) 

Подберем Л (0 < h ̂  Л6), Е0 (0 < 2?о ̂  TSo) и £ так, что 0 < rjf < rj. Тогда 
(5.33) дает 

11«Н§ + 11*11? + ЧИН" + «(ч/»/)(||«'||1 + 11̂*113 + vVil)- (5.35) 
В силу эквивалентности норм существует положительное число Е' (за­
висящее от EQ} E, h) такое, что 

\\«'\\1 + \\П1 + г,)АЫЕ', 
при условии справедливости (5.32). Ясно, что для Л, Е достаточно 
малых (но постоянных) имеем 

ari/rf _> q G (0,1), a -> 0, 
при EQ —• 0. Для таких Л, £" существуют Ео > 0 и g', q < q' < 1, для 
которых 

а < ( 1 - ? ' ) £ , ЩМ <Ч\ (5.36) 
откуда и следует требуемое. • 

Из лемм 5.1 и 3.1 и теоремы Шаудера о неподвижной точке (лемма 
2.1) вытекает 

Лемма 5.2. Существуют такие положительные числа £, Л, £*, £*о, 
£* ̂  (1/2)7 -1 min(/3,0) (где 7 — положительная постоянная, определен-

п 
нал в следствии 3.3), что если 

\\Ь\\2г + Ы\1 + т-Щ\1 + \\ЧНЕ0, 
то оператор М (см. лемму 3.1) имеет по крайней мере одну неподвиж­
ную точку в шаре К^Е) {К^Е) определен в лемме 5.1). 
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6. Существование и единственность решений 
Теорема 6.1. Пусть П С Ж^, N = 2,3, — ограниченная область с 

границей <90 класса С4. Пусть р имеет вид 

р(р,е) = ес{Р), 
и предположим, что существует состояние покоя 

(р,О,0), р > 0 , /$EC3(fi), 9 = cons t>0 , 
соответствующее внешней потенциальной силе УФ (см. леммы 1.1-
1.3). Пусть р, A, /i, х, cv удовлетворяют условиям (1.2) и требованиям 
регулярности (2.1). Предположим, что 

g Е L2(Q, R" ) , 0 Г Е Н3'2(дП) ( 5 Е Я 2 («) ) , г;г Е Я 5 ' 2 ( 0 ) (5 Е Я 3 (0 ) ) 

и 
/ = УФ+ 6, ФЕС3(П), ЬеН1(£1). 

Тогда найдутся Е, Е0 (зависящие от N, П, |/?|з, 0 ) , # < 7~"1( 1/4) min(p, 0 ) , 
0 

обладающие следующими свойствами. Пусть 

\\Ь\\21 + \\9\\1 + \$-Щ\1 + ННЕо. 
Тогда в окрестности К(Е) ( (5 ,0 , р)) С Я3(П) х Я2(П) х Н2(&) существует 
единственное классическое решение (v, 0 , р) задачи (1.1) с граничными 
условиями (1.3)i, (14), 

v = v + u, 0 = 0-1- 0, р = р + (т 

cue Я3(П) П Я^(0) , в Е Я 2 (0 ) П #£(fi), <т Е Я2(П) такое, что выполнены 
следующие оценки: 

IMII +1И12 + IMI2 ^ с(||бц? + \\9\\1 + т-ё\\1 +1|5|||) (ел) 
(С — положительная постоянная, зависящая от EQ, E, N, Q, |р|з, 0 ) . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Существование следует из леммы 5.2. Оценка 
(6.1) вытекает из (5.35) и определения а (см. (5.34)). Покажем един­
ственность. Пусть (tii,6i,<Ti), (1*2,^2^2) — Два решения в V системы 
(2.11)х_з с одними и теми же граничными условиями, внешней силой 
и внешним тепловым потоком. Разность (щ — U2,#i —02»01 — 0*2) удовле­
творяет следующей системе: 

- V • [AV(ui ~ ii2)] - V[(/k + A) div(t*i - t*2)] 

+©A>V(£ p(<n - <т2)) + V(G(fli - tf2)) = *\ - *2, 

- div(>cV(0i - 02)) + 6Gdiv(iii - ti2) = 6 1 - 6 2 , 
div(p(ui - u2)) + div[<7i(t/i + v) - cr2(u2 + v)] = 0. (6.2) 

Здесь F\ = F(u\,9\,(Ti) и т. д . Умножая первое уравнение на (и\ — W2), 
второе на 0 (в\ — 02) и третье на QBtP(ai -02) и складывая полученные 
уравнения, после интегрирования по Q получаем 

|/*о||«1 - «2||? + *b||*i - *а||? ^ А'з(11^1 " ^ l l ' - i + Н«?1 ~ & | | i i ) 

(6.3) + 0 / BlP(<ri - <r2) div[o-!(ui +1>) - <72(u2 + v)] dx 
n 
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Уравнение 

Pi - Р 2 = Р , р ( р 2 + 6 ( ^ 1 -Я"2), в 2 + 6 ( 0 1 -^2 ) ) (^1 - ^ 2 ) 4 - С ( р 2 + 6 ( ^ 1 ~^2))(^1 - ^ ) , 

О ^ & ^ О, д а е т 

||<П -<т2||» < [ max ( Р Г Д С Р Г , 1 ) ] ^ - fc||8 + IIPI -р2||2о]. (6.4) 

Из системы Стокса (записанной для разностей) 

-/z0A(iii - u2) + V(pi - р2) = div((/i - /x0)V(tii - ti2)) 
+V((p + Л) div(t/i - ti2)) - (pivi • Vvi - P2̂ 2 • Vv2), 

div(wi - u2) — div(wi - ti2), (wi - u2)|dn = 0 

получаем 

ll«i - «2II1 + HPI - PallS ^ A'4(||«i - «2||? + ||fli - e2\\\ + \\cn - (TJH»). (6.5) 

Складывая (6.3) и (6.5), умноженное на достаточно малый положитель­
ный коэффициент, и принимая во внимание (6.4), имеем 

1к-г*2 | |? + ||01-02||? + | |Р1-Р2| | ;ио, 
откуда и вытекает единственность. • 
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