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УДК 517.95 

Долгопериодная асимптотика peuiennu 
эволюционных задач 

© 1993. Ю . П. К Р А С О В С К И Й 

Рассматривал решение эволюционной задачи без начального условия как 
функцию времени на всей числовой оси, можно определить его долгопериод­
ную составляющую. Она соответствует низкочастотной части преобразова­
ния Фурье этого решения. Выделение долгопериодных колебаний, описывае­
мых этой составляюп];ей, представляет значительный интерес при исследова­
нии ряда прикладных задач, например, в геофизике и климатологии [1]. Здесь 
будет дано построение такой составляюп];ей. Для этого построения мы ис­
пользуем приближенное решение задачи, которое обладает асимптотическими 
свойствами близости к точному решению на низких частотах и малости на 
высоких. 

Будет рассмотрена следуюп];ая граничная задача: 

du/dt = Аи + / при X G О, (1) 

BjU = Lpj при X G 5*, j = 1, . . . , m, (2) 

где О — область А^-мерного евклидова пространства, х = (xi , . . . , хдг), 5* — 
граница области О. ж А^ Bj — линейные, может быть, неограниченные опе­
раторы. Эти операторы являются замкнутыми и имеют область определения 
D ^ всюду плотную в ^ 2 ( 0 ) . Оператор А действует в ^ 2 ( 0 ) , а операторы Bj 
действуют из L2{^) в L2{S). Функции и^ / определены в бесконечном цилин­
дре О X (—ос, ос), Lpj определены на его границе S х (—ос, ос), / G ^ 2 ( 0 ) , 
ifj Е L2{S) ^ и = и{х^ t) ^ f = f{x^t) ^ ^j = ^j{x^ t). Вопросы суп];ествования и 
единственности решения здесь не рассматриваются. Если (1), (2) — параболи­
ческая граничная задача, такое рассмотрение не вызывает затруднений, как 
показано в [5]. 

Решением задачи (1), (2) назовем функцию и^ если эта функция при любом 
t имеет непрерывную производную du/dt, и Е D ^ ж удовлетворяет соотноше­
ниям (1), (2). 

Вместо начального условия мы используем ограничение роста решения по 
времени, т.е. будем предполагать, что и{х^ t) удовлетворяет условиям 

\\и\\ь,{п) ^ C e ^ l ' l , - o c < t < o c , (3) 

\\Au\\L,^n^^Ce^\ t > 0 , (4) 

где Of > О — некоторая константа, а (7 не зависит от t. 
Наряду с задачей (1), (2) нам понадобится соответствуюп];ая стационарная 

задача. Она состоит в нахождении функции v Е D ^ которая удовлетворяет 
следуюп];им уравнению и граничным условиям: 

{pI-\-A)v = f при X G О, (5) 

BjV = cpj при X G 5*, j = 1, . . . , m . (6) 
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Здесь / — тождественный оператор, р — комплексная величина, р = ^ -\- if] -
Если эта задача имеет единственное решение при любых / G ^ 2 ( 0 ) , cpj G 
^2(5'), то мы можем определить оператор Грина задачи (5), (6) {р1 + А)~^ 
и записать ее решение в виде и = {р1 + А ) ~ ^ / , где / — вектор-функция, 
/ = ( / , (^1, . . . , срт). Предположим, что оператор {р1 + А)~^ суп];ествует при 
любом р , удовлетворяюп];ем условию 

Rep<(3, (7) 

и его норма допускает оценку 

\\{р1 + А)-'\\^С{1 + \рП-\ (8) 

где /? > Of, 7 > 1/2 —некоторые фиксированные числа, а константа С зависит 
лишь от величины /? — Rep > О. Кроме того, предположим, что при некотором 
^, Of < ^ < /?, суп];ествует интеграл 

о т 
e'^'Wfix, t ) |pdt , где ll/lp = | | / | | i^(^) + Y. Ш\' 

Заметим, что неравенство (8) может выполняться при 7 ^ 1̂  если (5), (6) 
— эллиптическая граничная задача [2, 3]. 

С помоп];ью преобразования Лапласа u{x^t) доказывается следуюп];ая 
Т Е О Р Е М А 1. Пусть u{x^t), решение задачи {1), {2), удовлетворяет усло­

виям (3); (4)^ а оператор А — условию (8). 
Тогда справедлива оценка 

ЫхЖыщ^сС e-2«(*-)| |7(x,T)| |2(iT, (9) 
^ — О С 

где а < ^ < /3, а константа С не зависит от f, t, С = C{/3 — ^ ) . 
Полученную оценку (9) используем для построения приближенного решения 

задачи (1), (2). Вначале приблизим при иомоищ полиномов от t — т степени 
п при фиксированных х , t функции / , cpj в метрике, определяемой правой 
частью неравенства (9): 

п 

/(Х, r)=Y, ^г(х, t){t - ту + Rn{x, Т, t), (10) 

г=0 
п 

Коэффициенты а^, bij определяются из условия минимума следуюп];их величин 
J , Jji 

rt 
J = f Rle-^^^'-^Чт, Jj= f К'^]е-^^^'-^Чт. (12) 

J— oo J— 00 

Здесь /X > 0 — некоторая константа, Rn и R'- выражены через / , а̂  и (рj, 
bij с помоп];ью равенств (10) и (11) соответственно, а J , J j рассматриваются 
как функции от а^, bij . 
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Запишем соотношения (10), (И) с номоп];ью вектор-функции: 

\ " ; / ( х , т) = 2 ^ аДх, t){t - тУ + Rn, 
i=0 

где приняты обозначения 

Определим функции Vi{x^t) как решения следуюп];ей рекуррентной системы 
уравнений (г = О, . . . , п): 

^п = -А~^ап, Vi = A"^ai - (i + l )A"^^ i+ i , i = n - 1, . . . , 0 , (13) 
где ^г = ('̂ Z5 • • • 5 0), a A~^ — оператор, даюп];ий решение задачи (5), (6) при 
р = 0. Теперь приближенное решение задачи (1), (2) Un^{x^ t) мы определим с 
помоп];ью равенства 

Свойства приближенного решения описываются следуюп];ими теремами. 
Т Е О Р Е М А 2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда имеет место ра­

венство 
lim \\и-ип,^\\ь2т = 0. 

Т Е О Р Е М А 3. Пусть выполнены условия теоремы 1 и преобразования Фурье 
по t функций и, Аи, / непрерывны на некотором интервале |а; —CJQI < 5, 
^ > О. Тогда имеет место оценка 

\\и*{х, с.) - < Д ж , u;)|U,(n) ^ М(а; /м ' )"+^7*(а: , и;)||, 
г^е ii' = 11 при 11 ^ (3, ji' = /3 при /i > /3, константа М не зависит от ио, 
11, а и"", '̂ п/х^ / — преобразования Фурье функций и, Пп^, f • 

Главный член асимптотического разложения и^)^^ согласно (13), при п = О 
можно записать в виде 

Щ^ = -А~^Щ {Щ = (ао, 6о1, . . . , бош)), 

ао(х, t) = 2/х / e-^^^^-^^f{x, т) dr, 
J — оо 

J —ОО 

где ao, boj найдены из условий минимума величин J , Jj из (12): 

dJ/dao = 0, dJj/dboj = 0. 
Аналогичным образом можно представить коэффициенты а^, bij при п т̂  О, 

которые выражаются через коэффициенты разложения / , cpj как функций 
от S = 2(1 [t — т) по многочленам Лагерра. В этом случае весовая функция 
g-2/x(t-r) заменяется произведением ее на некоторый многочлен степени п по 
t — T. Поэтому из преобразования Фурье свертки и определения Пп^ через а^, 
bij ^ согласно (13), для гг* получается оценка 

l l< / . (^ .^ ) IU2W ^M{^luj)\\f\x,uj)\\, 
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где о; > /X и константа М не зависит от о;, /х. Она позволяет оценить нрибли-
женное решение на высоких частотах, если / непрерывно на этих частотах. 
Параметр /х, входящий в приближенное решение, определяет его свойства на 
низких и высоких частотах. 

В случае когда (1), (2) является параболической граничной задачей, бли­
зость точного и приближенного решений может быть оценена в более сильной 
метрике, чем метрика пространства L2 , на основе априорных оценок решения 
при достаточной гладкости правых частей задачи [4]. 

Эволюционная задача (1), (2) может рассматриваться как естественное обоб-
п];ение параболических граничных задач без начального условия. Легко видеть, 
что решение этой задачи может быть определено как предел решений задач с 
нулевым начальным условием при t = to, если to —> —сю. Такое определение 
решения задачи Дирихле для параболического уравнения было использовано 
в [5], где получена оценка, аналогичная (9). Там же показано, что константа 
/?, ограничиваюп];ая показатель экспоненты в этой оценке, является точной, 
т.е. не может быть увеличена. 
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Рассмотрим в пространстве С^ с координатами z — х -\- iy ^ w = и -\- iv 
вещественно-аналитическую гинерноверхность М вида v = F{x^u^y). Пусть 
форма Леви этой поверхности в некоторой ее точке невырожденна. Тогда после 
плоской нормализации [4] в новом уравнении гиперповерхности М 

F{x, и, у) = 2у2 + J ^ F k { x , и)уК 
к>А 

При этом функциональные коэффициенты F4,{x^u)^ F^(x^u) удовлетворяют 
некоторым дополнительным требованиям. 

В заметке рассматривается приведение к плоской нормальной форме семей-


