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В. М. Шахвердиев 
Доказано, что в зависимости от выпуклости или вогнутости 

функции / (х) соответствующая ей последовательность обобщен­
ных многочленов С .Н. Бернштейна — А. О. Гельфонда явля­
ется убывающей или возрастающей. Аналогичные результаты 
приведены в случае функций двух переменных. Библ. 3 назв. 

1. О. Арамэ [1] доказал теорему о монотонности мно­
гочленов С. Н. Бернштейна 

**</.*> = 2 ^ ( 0 ' ( 4 - ) **<*-* >n" <i.i) 
в зависимости от знака разделенной разности второго 
порядка вещественной функции f(x). Известно [2], что 
знак разделенной разности соответствующего порядка 
связан с поведением графика функции f(x). 

О п р е д е л е н и е 1. Вещественная функция / (х) 
называется выпуклой, невогнутой, полиномиальной, не­
выпуклой, вогнутой k-то порядка на [а, Ь], если соответ­
ственно 

[хи х2,..., xk+2\ > 0, > 0, = 0, < 0, < О 

для любой системы (к + 2) точек из [а, Ъ]. 
В этом определении через [xly х2,..., xk+2] обозначена 

разделенная разность (к + 1)-го порядка функции f(x) 
в точках хг, х2,.., xk+2. 

Настоящая заметка посвящена нахождению условий 
монотонности обобщенных полиномов С. Н. Бернштейна 
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— А. О. Гельфонда, которые определяются следующим 
образом [3]. Рассмотрим последовательность чисел 

U = а0 < а± < а2 < а3 < ... < ап < ..., 
шп ап = оо, V 1/ап = сю. 

Для дальнейшего нам удобно считать аг = 1. Введем 
следующие обозначения: 

- — П 1 , + 1 ( 1 - ^ ) . *».* = ! (» = 1,2,...), 
^,п(ж) = (—l)n-*a*+1...an[cx*f <х*41, ..., ап] , 

где locft, а ^ , ..., ап] —разделенная разность функции 
х в узлах а&,..., ап. 

Обобщенный полином С. Н. Бернштейна — А. О. Гель­
фонда имеет следующий вид: 

Yn{f\ х) = ^J{хКп) РКп{х). 

Для этих полиномов справедлива следующая 
ГЕОРЕМА. Разность между полипомами Гп+1 (/; х) 

и ГЛ(/; х) можно представить в следующем виде: 
Гп+1 (/; «) — г п (/;«) = 

п 
= = / , , 1^/г-1, п\ ^k, n'i 4>k, r?+l> / J X 

*—r#=l 

X %k n Pk, n+i ( # ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Используя рекуррентную 
формулу для разделенной разности [3], можем написать 

[аЛ, ..., аЛ] = (a/i — ап+1) [aft, ..., ап+1\ + [aft+1, ..., an + i] . 

Следовательно, 

Гп (/; *) = 2 L o / (t*-n) ("~1)n~*(a* ~ an+l) x 

X a,k+i...an[akt..., ап+1] + 

fc—1/2=0 

Выделяя из первой суммы нулевой член, а из второй —п-& 
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и заменяя во второй сумме к на (к — 1), получим 

Гп(/; х) = /(0)а1...апа,н1(—1)п+1[^о, -.., ап+i] + 

X (ап+1 — а*>) [а*, ..., ап+1] + 

+ Z L i ^ ( T / ^ ' n) ( - 1 ) n _ " + 1 ^ - ап [<**, ..., «n+i]. (1.2) 
Напишем теперь выражение для Г т 4 (/; х) в виде 
1 V I ( / ; S ) =/(0)(—l^ax.^an+jfoto, — , an+1] + /(l)[an+1] + 

+ 2 L i / (т^'п+^ (—1)n"*+1(X*+i -• <W<**> ..., an + 1]. (1.3) 

Вычитая (1.2) из (1.3), получим 

Г„+1(/; * ) - Г п ( / ; *) = 

—an+lf(xkrn+l)} (— 1 )*-*-* *аЛ+1. . . ап [ak . . . an + 1]. (1.4) 
Легко вычислить, что разделенная разность второго 

порядка функции / (х) в точках Т£_Ьп, тл,я, т^,п+1 имеет 
вид 

[ГА;_1, 7Ь Т*, П ; Т/,, П + 1 ; / ] = — — - / ( t ^ , п ) + 

Н £ / (**, п) — — ^ — / (Ik, п+1). 
т/г, ?1 ( a n+l"~ a fc) T ' / fe > n 

Учитывая это, из (1.4) получаем 
Гя+1(/; x)-Tn(f; x) = 

= - 2 [Xk^ ">х*- »> Xk> *•*; / ]
 a ! - a 2 *Т2, nP*. n+ iW' 

^k n + l 

Теорема доказана полностью. 
Эта теорема позволяет выявить условия монотонности 

полиномов Tn(f; х). Очевидно, что знак разности 
{Tn+1(f; x)—Tn(f; х)} зависит только от знака разделен­
ной разности [xk-i, n\ %k,n\ ^к,пл\\ / ] • Так как в силу 
условий, наложенных на последовательность чисел {<хп}, 

*n+l~*k 

выражение ъ х\ всегда положительно. Кроме 
akCCnll 
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того [3], 
Pk, 77+1 (ж) = (— \)n-k+1ak^. . .ап + 1[а л , . . . , a n + i ] > 0 . 

Следовательно, из доказанной теоремы с учетом опреде­
ления 1 вытекает 

С л е д с т в и е 1 . Если функция f(x) является соответ­
ственно выпуклой, невогнутой, полиномиальной, невыпук­
лой, вогнутой первого порядка на [0,1], то последователь­
ность обобщенных полиномов С. Н. Бернштейна —А. О. 
Гельфонда является соответственно убывающей, невоз-
растающей, стационарной, неубывающей, возрастающей. 

С л е д с т в и е 2 (теорема О. Арамэ [1]). Если функ­
ция f(x) определена в промежутке [0,1] и в нем она соответ­
ственно выпукла, невогнута, полиномиальна, невыпукла, 
вогнута первого порядка, то последовательность интерпо­
ляционных полиномов С. Н- Бернштейна (1.1) является 
соответственно убывающей, невозрастающей, стационар­
ной, неубывающей, возрастающей. 

Доказательство немедленно следует из нашей теоремы, 
если заметить, что при а& = к многочлены Гп (/; п) пре­
вращаются в многочлены Bn(f; x), определяемые равенст­
вом (1.1), и мы получаем равенство 
Bn+i(f; x)~Bn(f; x) = 
= п* (п+ 1) 2*=i к°п 1^~ ' ~ ' ^~+Т; /J^(l— X)n~k+1. 

2. Аналогичным методом можно установить монотон­
ность обобщенных полиномов С. Н. Бернштейна — 
А. О. Гельфонда для функций двух переменных. Мы сфор­
мулируем необходимые определения и приведем относя­
щийся в этому разделу результат без доказательства, так 
как доказательство очень сложно в техническом отноше­
нии. Определим полиномы С. Н. Бернштейна —А. О. 
Гельфонда следующим образом: 
Гп, т (/; X, у) = 

= 5 С У™ f(*k,n] tUm)Pk,n(x)ai>m(y), (2,1) 
^= ^=0«А—1г=о 

где 

a б и Рг — последовательности чисел, удовлетворяющих 
условиям 
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О = а 0 < а 1 < а 2 < а 3 < . . . < , l iman=oo, ^ ^ 1/ап= ос, 
оо 

О = Р о < р ! < Р 2 < Р з < . . . < , limpn.= oo, Y, l / p m = o o , 
причем мы считаем, что ах = рх = 1. Величины 
Pk, n (х) и Qi, m (у) определяются с помощью разделен­
ных разностей функций хг и yz в узлах ^ и Р^ следую­
щим образом: 

Pk, п(х) = (— i)n~k ak+1 . . . ап [ak . . . ос J , 
Qi, m(y) = (-1)™-*Рн1 • • • Pmlpi . . • P J . 

Известно, что вещественная функция f(x) называется 
выпуклой, если 

§Е|/(*!>+ I^./^»)-/^»0^! <*<'»)• (2-2) 
Очевидно, что для функции двух переменных f(x,y) вы­
полнение этого условия по # и по г/ дает условие выпукло­
сти этой функции по каждому переменному в следующем 
виде: 

х2 — х г/2 — у 

%2 — #1 у 2 — 2/1 ' 
Х2 — Х у — ух , X — Xiyz — y 

/to, *!) + -£=££=£/(*!. гь) ^2 — ^1 2/2 — 2/i v •L7 " e / ' ^2 — ^ 1 2 / 2 — 2 / 1 

/(*i> yi)+ IZZy^yJi^ »«)-/(*, »)>0, (2.3) 
где ^ < я < я2, у±<у < у2. 

Для сокращения записи нам удобно ввести некоторые 
обозначения, которые будут использованы в формулиров­
ке основной теоремы. В дальнейшем левую часть неравен­
ства (2.3) будем обозначать через {х, хг, хг\ г/, уг, у2\ / } , и, 
следовательно, условие выпуклости функции f(x, у) 
по каждому переменному примет вид 

{х, хх, х2) г/, z/x, г/2; /} > 0. (2.4) 
По аналогии с этим при выполнении условия (2.2) для 
функции f(x, у) при фиксированном у = у0 будем писать 

{X, Х1, #2» J }у=У0 ^> ^» (^•") 

а выполнение этого условия при # = х0 запишем в виде 
{У, Уп Уа; /}х=х0>0. (2.6) 

Очевидно, что выполнение (2.5) и (2.6) влечет (2.4). 
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Исходя из этих обозначений, мы можем сформулиро­
вать следующее 

О п р е д е л е н и е 2. Функция двух переменных 
f(x, у) называется выпуклой, невогнутой, вогнутой, невы­
пуклой, полиномиальной по каждому переменному, если 
одновременно {х, хх, х2; f}y=y0 и {у, ух, г/2; / } х = = Х о будут 
соответственно > 0, > О, < 0 , ^ 0 , = 0 . 

Теперь сформулируем основную теорему для полино­
мов (2.1). 

ТЕОРЕМА 2. Разность между полиномами 
Гти1, m4i (/; х, у) и Гп> т (/; х, у) можно представить в виде 

Гл+1, m ^ l ( / ; X, у)—Тп, т ( / ; X, у) = 

= = 2L^h— 2j-— ХУ^, n+1> *^^-lf n> ^^. n> H.fcWi+l» H-l , m\ H, m\ / / X 

X Pk, n+i ( ^ ) v i , m+1 (2/) — Pn+l, nvl \x) X 

X / ! . _ . \ H , m+l | n - 1 , m\ Ч , тп5 /}х=1^г, т+1\У) ^— i—1 

— Qm+l, m+1 (У) ^ j ^ = 1 (^^» wi-fl» ^ - 1 , wj tfc, nj /}y=lPk, ml{%) 

•* 0, n+i (#) У\*__ X^i, m+lj H-l, m\ *i, т}х=0\г, т+1\У) " 

' Qo, т+1(У)^\и_ i^k> n+i' ^k-l, m', tk, n}y=oPk, v+l\x)' ( ^ - ' ) 

С л е д с т в и е . Если функция f(x, у) является соот­
ветственно выпуклой, невогнутой, невыпуклой, полино­
миальной, то последовательность обобщенных полиномов 
(2.1) будет соответственно убывающей, невозрастающей, 
неубывающей, стационарной. 

В заключение приношу свою благодарность И . И. Иб­
рагимову и А. Д. Гаджиеву за внимание к работе. 
Институт математики и механики Поступило 
АН Азербайджанской ССР 1.VII.1968 
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