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Аннотация. В работе доказана однозначная разрешимость задачи Коши для линейного неодно-
родного уравнения в банаховом пространстве, разрешенного относительно дробной производной
Герасимова—Капуто. Предполагается, что оператор при искомой функции в уравнении порожда-
ет экспоненциально ограниченное аналитическое в секторе, содержащем положительную полуось,
семейство разрешающих операторов соответствующего однородного уравнения. Получен вид ре-
шения исследуемой задачи Коши. Общие результаты использованы при исследовании однознач-
ной разрешимости одного класса начально-краевых задач для уравнений в частных производных,
разрешимых относительно дробной производной Герасимова—Капуто по времени, содержащего
в простейшем случае начально-краевые задачи для дробного диффузионного или диффузионно-
волнового уравнения.
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1. Введение

Пусть A : DA → Z— линейный замкнутый оператор с областью определения DA, плотной в
банаховом пространстве Z. Для уравнения

Dα
t z(t) = Az(t) + f(t), t ∈ [0, T ), (1)

где α > 0, Dα
t — дробная производная Герасимова—Капуто (см. [2, 11]), f : [0, T ) → Z, T ∈ (0,∞],

рассмотрим задачу Коши
u(k)(0) = uk, k = 0, 1, . . . ,m− 1. (2)

При α = 1 одним из важнейших является случай существования аналитической в содержащем
положительную полуось секторе полугруппы операторов, разрешающей уравнение ż(t) = Az(t)
(см. [3, 5, 6]). Оператор A, порождающий такую полугруппу, называется секториальным (см. [4]).
Условия, обобщающие секториальность, т.е. условия существования экспоненциально ограничен-
ного аналитического в секторе разрешающего семейства операторов однородного уравнения (1),
сформулированы в [10, теорема 2.14] как следствие более общей теоремы о разрешимости эво-
люционных интегральных уравнений (см. см. [15, теорема 2.1] и [12]). Однако эти работы не
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содержат результатов об однозначной разрешимости и виде решения задачи Коши для неодно-
родного уравнения (1), (2). Именно этим вопросам посвящена данная работа.

Полученные результаты позволили исследовать один класс начально-краевых задач для урав-
нений в частных производных, разрешимых относительно дробной производной Герасимова—
Капуто по времени. Простейшими представителями этого класса являются начально-краевые
задачи для дробного диффузионного или диффузионно-волнового уравнения, которые другими
методами исследовалось многими авторами (см., например, обзор в [13]).

Отметим, что если оператор A порождает экспоненциально ограниченное разрешающее семей-
ство операторов однородного уравнения (1) при α > 2, то он является ограниченным (см. [10,
теорема 2.6]), и исследование задачи (1), (2) существенно упрощается. В случае же α = 2 соответ-
ствующие результаты получены ранее методами теории косинус оператор-функций (см. обзор [1]).
Поэтому далее будет рассматриваться только случай α ∈ (0, 2).

2. Разрешающие операторы

Пусть Z— банахово пространство. Обозначим через L(Z) банахово пространство линейных
непрерывных операторов из Z в Z. Множество линейных замкнутых операторов с плотной в
Z областью определения, действующих в Z, будем обозначать Cl(Z).

Для β > 0 введем обозначение gβ(t) = tβ−1/Γ(β), t > 0, и

Jβ
t h(t) = (gβ ∗ h)(t) =

t
∫

0

gβ(t− s)h(s)ds =
1

Γ(β)

t
∫

0

(t− s)β−1h(s)ds.

Пусть α > 0, m— наименьшее целое число, большее или равное α, Dm
t — обычная производная

порядка m ∈ N, Dα
t — дробная производная Герасимова—Капуто, т.е.

Dα
t f(t) = Dm

t Jm−α
t

(

f(t)−
m−1
∑

k=0

f (k)(0)gk+1(t)

)

.

Пусть R+ = R+ ∪ {0}. Для оператора A ∈ Cl(Z), α ∈ (0, 2), рассмотрим уравнение

Dα
t z(t) = Az(t), t ∈ R+. (3)

Напомним, что область определения DA линейного замкнутого оператора A, снабженная нормой
графика ‖ · ‖DA

= ‖ · ‖Z + ‖A · ‖Z, является банаховым пространством, которое также будем

обозначать символом DA. Функция z ∈ C(R+;DA) ∩Cm−1(R+;Z), для которой

gm−α ∗
(

z −
m−1
∑

k=0

z(k)(0)gk+1

)

∈ Cm(R+;Z),

называется решением уравнения (3), если для всех t ∈ R+ выполняется равенство (3).
Множество операторов {Z(t) ∈ L(Z) : t ∈ R+} называется разрешающим семейством операто-

ров для уравнения (3), если выполняются следующие условия:

(i) отображение Z(·) сильно непрерывно на R+, Z(0) = I;
(ii) для всех t ∈ R+ имеем Z(t)[DA] ⊂ DA, Z(t)Az0 = AZ(t)z0 при любом z0 ∈ DA;

(iii) для каждого z0 ∈ DA функция Z(t)z0 является решением задачи Коши z(0) = z0, z
(k)(0) = 0,

k = 1, 2, . . . ,m− 1, для уравнения (3).

Обозначим через ρ(A) резольвентное множество оператора A. В обозначениях работы [10] опе-
ратор A ∈ Cl(Z) принадлежит классу операторов Aα(θ0, a0) при θ0 ∈ (π/2, π), a0 > 0, если
существует разрешающее семейство операторов {Z(t) ∈ L(Z) : t ∈ R+} для уравнения (3), до-
пускающее аналитическое продолжение в сектор Σθ0 ≡ {t ∈ C : | arg t| < θ0 − π/2, t 6= 0} и для
любых θ ∈ (π/2, θ0), a > a0 найдется такая константа C(a, θ), что для всех t ∈ Σθ выполняется
неравенство ‖Z(t)‖L(Z) 6 C(a, θ)eaRe t. Согласно теореме 2.14 из [10] (см. также более общую тео-
рему 2.1 из [15]) A ∈ Aα(θ0, a0) при α ∈ (0, 2) тогда и только тогда, когда выполняются следующие
условия:
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(i) при всех λ ∈ Sa0,θ0 ≡
{

µ ∈ C : | arg(µ− a0)| < θ0, µ 6= a0
}

выполняется λα ∈ ρ(A);
(ii) для любых a > a0, θ ∈ (π/2, θ0) найдется такая константа K = K(a, θ) > 0, что при всех

µ ∈ Sa,θ
∥

∥Rµα(A)
∥

∥

L(Z)
6

K(a, θ)
∣

∣µα−1(µ− a)
∣

∣

,

где Rµα(A) = (µαI −A)−1 — резольвента оператора A в точке µα.

Будем писать A ∈ Aα(θ0, a0), α > 0, если для оператора A выполняются условия (i) и (ii) из
предыдущего абзаца. Таким образом, в силу теоремы 2.14 из [10] имеем Aα(θ0, a0) = Aα(θ0, a0)
при α ∈ (0, 2). Введем обозначение N0 = N ∪ {0}.

Лемма 2.1. Пусть α > 0, A ∈ Aα(θ0, a0), Γ = ∂Sa0+1,θ0. Тогда семейства операторов






Zα,β(t) =
1

2πi

∫

Γ

µα−β(µαI −A)−1eµtdµ ∈ L(Z) : t ∈ R+







, β ∈ R,

аналитически продолжимы в сектор Σθ0 =
{

τ ∈ C : | arg τ | < θ0 − π/2, τ 6= 0
}

. При этом для
любых a > a0, θ ∈ (π/2, θ0), n ∈ N0, существует такая константа Cn,β = Cn,β(a, θ), что при
всех τ ∈ Σθ =

{

τ ∈ C : | arg τ | < θ − π/2, τ 6= 0
}

∥

∥Z
(n)
α,β(τ)

∥

∥

L(U)
6

Cn,β(a, θ)e
aRe τ

|τ |n+1−β
. (4)

Доказательство. Возьмем контур

Γ = Γε =
{

µ ∈ C : µ = ε− |x| − ix tg θ0, x ∈ R

}

, ε > a0, (5)

лежащий в Sa0,θ0 . Для краткости введем обозначение − tg θ0 = h > 0. Нетрудно видеть, что в
определении операторов Zα,β(t) контур Γε можно заменить контуром Γε1 с другим ε1 > a0.

Интегралы

Gτ
k =

1

2πi

∫

Γ

µk+α−βRµα(A)eµτdµ, k ∈ N0,

сходятся равномерно по параметру τ ∈ BR(0) ∩ [Σθ \ Br(0)], где Br(0) =
{

µ ∈ C : |µ| < r
}

,
0 < r < R, θ ∈ (π/2, θ0). Пусть a ∈ (a0, ε). Положив τ = b+ ic, получим неравенство

‖Gτ
k‖L(Z) 6

K(a, θ)

2π

∫

Γ

|µ|k+1−β|µ− a|−1|eµτ ||dµ|.

Используя симметрию контура Γ, его параметризацию (5) и тот факт, что сразу для всех b+ ic ∈
Σθ \Br(0) выполняется неравенство −b− hc 6 −c3 < 0, получим

‖Gτ
k‖L(Z) 6

K(a, θ)
√
1 + h2

π

∞
∫

0

(

(ε− x)2 + h2x2
)(k+1−β)/2(

(ε− a− x)2 + h2x2
)−1/2

e(ε−x)b−hcxdx 6

6
K(a, θ)eεR

√
1 + h2

π

∞
∫

0

(

(ε− x)2 + h2x2
)(k+1−β)/2(

(ε− a− x)2 + h2x2
)−1/2

e−c3xdx.

Для любого τ ∈ Σθ0 имеем τ ∈ BR(0) ∩ [Σθ \ Br(0)] при некотором θ ∈ (π/2, θ0), достаточно
малом r > 0 и достаточно большом R > 0. Следовательно, упомянутая равномерная сходимость

влечет бесконечную дифференцируемость Zα,β(τ) внутри сектора Σθ0 , и равенства Z
(k)
α,β(τ) = Gτ

k

выполняются при всех k ∈ N0.
При θ ∈ (π/2, θ0), δ = θ0 − θ, ε > a > a0, −ε cos θ0 > a, k ∈ N0 возьмем контур

Γ2 =
{

ν ∈ C : ν = ε− |x| − ix tg
(π

2
+ δ
)

, x ∈ R

}

.
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Для любого τ ∈ Σθ построим контур Γτ =
{

µ ∈ C : µ = a + ντ−1, ν ∈ Γ2

}

. Легко увидеть, что
Γτ ⊂ Sa0,θ0 . Действительно, для µ ∈ Γτ

∣

∣ arg(µ − a)
∣

∣ =
∣

∣ arg(ντ−1)
∣

∣ =
∣

∣ arg ν − arg τ
∣

∣ 6 | arg ν|+ | arg τ | < θ0.

С помощью рассуждений, аналогичных использованным выше, легко показать сходимость инте-
гралов

∫

Γτ

µk+α−βRµα(A)eµτdµ =

∫

Γ

µk+α−βRµα(A)eµτdµ = 2πiZ
(k)
α,β(τ),

поскольку µτ = aτ + ν, | arg ν| = π/2 + δ ∈ (π/2, π). Равенство интегралов при этом следует из
аналитичности подынтегральных выражений на множестве Sa0,θ0 .

При β 6 k + 1

∥

∥Z
(k)
α,β(τ)

∥

∥

L(Z)
6

K(a, θ)

2π

∫

Γτ

|µ|k+1−β |eµτ |
|µ − a| |dµ| 6

K(a, θ)eaRe τ

2π

∫

Γτ−a

(

|λ|+ a
)k+1−β |eλτ |

|λ| |dλ| 6

6
K(a, θ)eaRe τ

2π

(

1− a

ε cos θ0

)k+1−β ∫

Γτ−a

|λ|k−β|eλτ ||dλ|.

В случае β > k + 1 имеем

∥

∥Z
(k)
α,β(τ)

∥

∥

L(Z)
6

K(a, θ)eaRe τ

2π

∫

Γτ−a

(

|λ| − a
)k+1−β |eλτ |

|λ| |dλ| 6

6
K(a, θ)eaRe τ

2π

(

1 +
a

ε cos θ0

)k+1−β ∫

Γτ−a

|λ|k−β|eλτ ||dλ|.

Сделаем замену переменной λ = ντ−1, и правая часть последнего неравенства в каждом из
случаев примет вид соответственно

K(a, θ)eaRe τ

2π|τ |k+1−β

(

1± a

ε cos θ0

)k+1−β ∫

Γ2

|ν|k−β|eν ||dν| = Ck,β(a, θ)e
aRe τ

|τ |k+1−β
,

где

Ck,β(a, θ) =
K(a, θ)

2π
max

{

(

1− a

ε cos θ0

)k+1−β

,

(

1 +
a

ε cos θ0

)k+1−β
}

∫

Γ2

|ν|k−β|eν ||dν|.

�

Замечание 2.1. Как известно, разрешающим семейством операторов уравнения (3) явля-
ется {Zα,1(t) : t ∈ R+}, где Zα,1(0) = I (см. [10]).

3. Неоднородная задача Коши

Рассмотрим задачу Коши

z(k)(0) = zk, k = 0, 1, . . . ,m− 1, (6)

для неоднородного линейного уравнения

Dα
t z(t) = Az(t) + f(t), t ∈ [0, T ), (7)

где A ∈ Aα(θ0, a0) в банаховом пространстве Z, f : [0, T ) → Z при заданном T > 0. Решением
задачи (6), (7) называется такая функция z ∈ C([0, T );DA) ∩Cm−1([0, T );Z), что

gm−α ∗
(

z −
m−1
∑

k=0

z(k)(0)gk+1

)

∈ Cm([0, T );Z)
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и выполняются равенства (6) и (7) при всех t ∈ [0, T ).

Теорема 3.1. Пусть α > 0, A ∈ Aα(θ0, a0), f ∈ C([0, T );DA). Тогда при любых zk ∈ DA,
k = 0, 1, . . . ,m− 1, существует единственное решение задачи (6), (7). При этом оно имеет вид

z(t) =

m−1
∑

k=0

Zα,k+1(t)zk +

t
∫

0

Zα,α(t− s)f(s)ds.

Доказательство. Для w0 ∈ DA рассмотрим отображение из R+ в пространство Z, задаваемое
равенством

wβ(t) = Zα,β(t)w0 =
1

2πi

∫

Γ

µα−βRµα(A)w0e
µtdµ.

Для m ∈ N, α ∈ (m− 1,m), β ∈ {1, 2, . . . ,m}, k ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}, β 6= k + 1, имеем

w
(k)
β (t) =

1

2πi

∫

Γ

µk−β(µαI −A)Rµα(A)w0e
µtdµ+

+
1

2πi

∫

Γ

µk−βARµα(A)w0e
µtdµ =

1

2πi

∫

Γ

µk−βRµα(A)Aw0e
µtdµ.

При θ ∈ (π/2, θ0), ε > a > a0, t ∈ [0, 1] норма последнего интеграла ограничивается сверху
выражением

K(a, θ)eε

π

√

1 + h2

∞
∫

0

[

(ε− a− x)2 + h2x2
]−1/2[

(ε− x)2 + h2x2
](k−α−β+1)/2

dx‖Aw0‖Z.

Последний интеграл сходится, так как k + 1 < α+ 1 < α+ β. Следовательно,

w
(k)
β (0) =

1

2πi

∫

Γ

µk−βRµα(A)Aw0dµ. (8)

Проинтегрируем функцию µk−βRµα(A)Aw0 по части Γ, попадающей в круг BR(ε) ≡
{

µ ∈ C :

|µ− ε| 6 R
}

, дополненной правой частью ΓR окружности ∂BR(ε) до замкнутого контура. В силу
сходимости интеграла (8) интеграл по части контура Γ, внешней по отношению к кругу BR(ε),
стремится к нулю при R → ∞, и

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∫

ΓR

µk−βRµα(A)Aw0dµ

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Z

6
2πRc

Rα+β−k
→ 0 при R → ∞.

В результате w
(k)
β (0) = 0, β ∈ {1, 2, . . . ,m}, k ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}, β 6= k + 1.

Аналогичным образом при k ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}, β = k + 1 получим

w
(k)
k+1(t) =

1

2πi

∫

Γ

µ−1w0e
µtdµ +

1

2πi

∫

Γ

µ−1Rµα(A)Aw0e
µtdµ = w0 +

1

2πi

∫

Γ

µ−1Rµα(A)Aw0e
µtdµ,

w
(k)
k+1(0) = w0.

Через L[f ] обозначим преобразование Лапласа функции f , а символом L−1[F ]— обратное пре-
образование Лапласа функции F . При Reλ > a выберем ε ∈ (a,Reλ); тогда при β > 0

L[wβ](λ) =

∞
∫

0

e−λt 1

2πi

∫

Γ

µα−βRµα(A)eµtw0dµdt =
1

2πi

∫

Γ

µα−βRµα(A)w0

λ− µ
dµ = λα−βRλα(A)w0. (9)
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Используя свойства преобразования Лапласа для производной Герасимова—Капуто (см. [14]), при
k ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} получим

L[Dαwk+1] = λαL[wk+1]−
m−1
∑

l=0

λα−l−1w
(l)
k+1(0) =

= λ2α−k−1Rλα(A)w0 − λα−k−1w0 = λα−k−1ARλα(A)w0 = L[Awk+1]

в
{

λ ∈ C : Reλ > ε
}

, где

Awk+1 = A
1

2πi

∫

Γ

µα−1Rµα(A)w0e
µtdµ =

1

2πi

∫

Γ

µα−1Rµα(A)Aw0e
µtdµ.

Таким образом,
m−1
∑

k=0

Zα,k+1(t)zk

при zk ∈ DA, k = 0, 1, . . . ,m− 1 является решением задачи Коши (6) для однородного уравнения
Dα

t z(t) = Az(t).
Введем обозначение

Zf (t) =

t
∫

0

Zα,α(t− s)f(s)ds.

Рассуждая, как прежде, докажем, что Z
(k)
α,α(0) = 0 при α > 1, k = 0, 1, . . . ,m− 2. Действительно,

при t ∈ [0, 1]

∥

∥Z(k)
α,α(t)

∥

∥

L(Z)
6

1

2π

∫

Γ

|µ|k‖Rµα(A)‖L(Z)|eµt||dµ| 6

6 ceε
∞
∫

0

[

(ε− a− x)2 + h2x2
]−1/2[

(ε− x)2 + h2x2
](k−α+1)/2

dx,

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∫

ΓR

Rµα(A)dµ

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

L(Z)

6
2πRc

Rα
→ 0 при R → ∞,

так как α− k > 1. Здесь ΓR — тот же контур, что и в доказательстве леммы 2.1. Таким образом,
для α > 0, k = 0, 1, . . . ,m− 1

Z
(k)
f (t) =

t
∫

0

Z(k)
α,α(t− s)f(s)ds.

Отметим также, что в силу неравенства (4)

‖Z(m−1)
f (t)‖ 6 t max

s∈[0,t]

∥

∥Z(m−1)
α,α (s)

∥

∥

L(Z)
max
s∈[0,t]

‖f(s)‖Z 6 tα+1−meat‖f‖C([0,t];Z) → 0 при t → 0+.

Доопределим Zα,α и f нулем вне полуинтервала [0, T ) с конечным T > 0; тогда Zf = Zα,α ∗ f
является сверткой, поэтому

L[Zf ] = L[Zα,α]L[f ] = Rλα(A)L[f ]

в {λ ∈ C : Reλ > 0} в силу (9). Кроме того,

L[DαZf ] = λαL[Zf −
m−1
∑

l=0

λα−l−1Z
(l)
f (0) = λαRλα(A)L[f ] =

= ARλα(A)L[f ] + L[f ] = Rλα(A)L[Af ] + L[f ] = L[ZAf ] + L[f ] = L[AZf ] + L[f ],
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так как f ∈ C([0, T );DA); следовательно, Zf ∈ C([0, T );DA), AZf = ZAf .
Таким образом, Zf является решением задачи Коши (6) с zk = 0, k = 0, 1, . . . ,m − 1, для

неоднородного уравнения (7), и
m−1
∑

k=0

Zα,k+1(t)zk + Zf (t)— решение задачи (6), (7).

Если существует два решения ẑ1 и ẑ2 задачи (6), (7), то их разность z = ẑ1 − ẑ2 является
решением задачи Коши (6) с zk = 0, k = 0, 1, . . . ,m−1, для уравнения Dα

t z(t) = Az(t). Используя
преобразование Лапласа обеих частей однородного уравнения, получим L[Dαz] = λαL[z] = AL[z],
поэтому L[z] ≡ 0 в полуплоскости {λ ∈ C : Reλ > a0}, так как A ∈ Aα(θ0, a0). Таким образом,
z(t) ≡ 0. �

4. Один класс начально-краевых задач

Пусть заданы многочлены

Pn(λ) =
n
∑

i=0

ciλ
i, Qn1

(λ) =

n1
∑

j=0

djλ
j ,

ci, dj ∈ R, i = 0, 1, . . . , n, j = 0, 1, . . . , n1, cn, dn1
6= 0, n < n1. Пусть, кроме того, Ω ⊂ R

s —
ограниченная область с гладкой границей ∂Ω, а пучок операторов Λ, B1, B2, . . . , Br регулярно
эллиптичен (см. [7, с. 454]); здесь

(Λv)(x) =
∑

|q|62r

aq(x)D
q
xv(x), aq ∈ C∞(Ω),

(Blv)(x) =
∑

|q|6rl

blq(x)D
q
xv(x), blq ∈ C∞(∂Ω), l = 1, 2, . . . , r,

Dq
x = Dq1

x1
Dq2

x2
. . . Dqs

xs
, Dqi

xi
= ∂qi/∂xqii , q = (q1, q2, . . . , qs) ∈ N

s
0. Пусть линейный оператор

Λ1 : DΛ1
→ L2(Ω), действующий по правилу Λ1u = Λu, замкнут, имеет плотную в L2(Ω) область

определения DΛ1
= H2r

{Bl}
(Ω) ≡

{

v ∈ H2r(Ω) : (Blu)(x) = 0, x ∈ ∂Ω, l = 1, 2, . . . , r
}

, самосопря-

жен, имеет ограниченный справа спектр. В таком случае спектр σ(Λ1) оператора Λ1 является
дискретным, вещественным и сгущается к −∞ (см. [7]). Пусть {ϕk : k ∈ N}— ортонормиро-
ванная в L2(Ω) система собственных функций оператора Λ1, занумерованных по невозрастанию
соответствующих собственных значений {λk : k ∈ N} с учетом их кратности.

Рассмотрим начально-краевую задачу

Dα
t Pn(Λ)u(x, t) = Qn1

(Λ)u(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ Ω× [0, T ), (10)

BlΛ
ku(x, t) = 0, k = 0, 1, . . . , n1 − 1, l = 1, 2, . . . , r, (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ), (11)

u(x, 0) = u0(x),
∂u

∂t
(x, 0) = u1(x), . . . ,

∂m−1u

∂tm−1
(x, 0) = um−1(x), x ∈ Ω, (12)

где α ∈ (0, 2), m— наименьшее натуральное число, большее или равное α.

Лемма 4.1. Пусть α ∈ (1, 2) и выполняются условия

∃θ1 ∈ (π/2, π) ∃a0 > 1 ∀µ ∈ Sa0,θ1 µα ∈ ρ(A),

∃C1 > 0 ∀µ ∈ Sa0,θ1 ‖Rµα(A)‖L(Z) 6
C1

|µα − a0|
.

Тогда существует такое θ0 ∈ (π/2, θ1), что A ∈ Aα(θ0, a0).

Доказательство. Имеем min{|µ| : µ ∈ Sa0,θ0} = a0 sin θ0. При α > 1 возьмем θ0 достаточно
близким π/2 и получим неравенства

sin θ0 > a
1−α

α

0 , sinα θ0 > a1−α
0 , 0 < 1− a1−α

0

sinα θ0
= 1− a0

(a0 sin θ0)α
6 1− a0

|µ|α
при всех µ ∈ Sa0,θ0 .
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С другой стороны при s = sup
{

|1− a0/µ| : µ ∈ Sa0,θ0

}

возьмем

C =
1

s

(

1− a0
(a0 sin θ0)α

)

> 0

и получим при µ ∈ Sa0,θ0

1− a0
|µ|α > 1− a0

(a0 sin θ0)α
> C

∣

∣

∣

∣

1− a0
µ

∣

∣

∣

∣

= C
|µ− a0|

|µ| ,

∣

∣µ− a0µ
1−α
∣

∣ = |µ||1− a0µ
−α| > |µ|

∣

∣

∣

∣

1− a0
|µ|α

∣

∣

∣

∣

> C|µ− a0|,

1

|µα − a0|
=

1

|µα−1||µ − a0µ1−α| 6
C−1

|µα−1||µ − a0|
.

Осталось заметить, что при a > a0, θ ∈ (π/2, θ0), µ ∈ Sa,θ неравенство |µ − a0| > (a − a0) sin θ
очевидно, поэтому

|µ− a| 6 |µ− a0|+ a− a0 6

(

1 +
1

sin θ0

)

|µ− a0|,
1

|µ− a0|
6

1 + 1
sin θ0

|µ− a| .

Лемма доказана. �

Лемма 4.2. Пусть α ∈ (0, 1) и выполняются условия

∃θ1 ∈ (π/2, π) ∃a0 ∈ (0, 1) ∀µ ∈ Sa0,θ1 µα ∈ ρ(A),

∃C1 > 0 ∀µ ∈ Sa0,θ1 ‖Rµα(A)‖L(Z) 6
C1

|µα − a0|
.

Тогда существует такое θ0 ∈ (π/2, θ1), что A ∈ Aα(θ0, a0).

Доказательство. При θ0, достаточно бликом к π/2, получим неравенство sinα θ0 > a1−α
0 . Остается

повторить доказательство предыдущей леммы. �

Замечание 4.1. Заметим, что условия леммы 4.2 ограничительнее, чем в лемме 4.1, по-
скольку величину a0 всегда можно увеличить и сделать больше 1, но не уменьшить.

Положим

Z =
{

v ∈ H2rn(Ω) : BlΛ
kv(x) = 0, k = 0, 1, . . . , n − 1, l = 1, 2, . . . , r, x ∈ ∂Ω

}

, (13)

DA =
{

v ∈ H2rn1(Ω) : BlΛ
kv(x) = 0, k = 0, 1, . . . , n1 − 1, l = 1, 2, . . . , r, x ∈ ∂Ω

}

. (14)

При условии, что существует оператор [Pn(Λ)]
−1 : L2(Ω) → Z, определим в пространстве (13)

оператор Az = [Pn(Λ)]
−1Qn1

(Λ)z с областью определения (14).

Теорема 4.1. Пусть n1 > n, (−1)n1−n(dn1
/cn) < 0, спектр σ(Λ1) не содержит корней мно-

гочлена Pn(λ), 0 /∈ σ(Λ1). Тогда для α ∈ [1, 2) существуют такие θ0 ∈ (π/2, π), a0 > 0, что
A ∈ Aα(θ0, a0). Если, кроме того, max

k∈N
{Qn1

(λk)/Pn(λk)} < 1, то A ∈ Aα(θ0, a0) при α ∈ (0, 1).

При этом σ(A) =
{

µ ∈ C : µ = Qn1
(λk)/Pn(λk)

}

для любого α ∈ (0, 2).

Доказательство. Так как Pn(λk) 6= 0, k ∈ N, то существует обратный оператор

[Pn(Λ)]
−1 =

∞
∑

k=1

〈·, ϕk〉ϕk

Pn(λk)
: L2(Ω) → Z,

непрерывность которого нетрудно показать.
Последовательность

{

µk ∈ R : µk = Qn1
(λk)/Pn(λk)

}

стремится к −∞ в силу условий n1 > n,

(−1)n1−n(dn1
/cn) < 0, и µk ∼ (dn1

/cn)λ
n1−n
k при k → ∞. При α ∈ (1, 2) возьмем ε < π/α − π/2,



НЕОДНОРОДНОЕ ЭВОЛЮЦИОННОЕ УРАВНЕНИЕ ДРОБНОГО ПОРЯДКА. . . 111

θ1 = π/α − ε, a = max
k∈N

{Qn1
(λk)/Pn(λk)} ∈ R, a0 = max{2, a}. Для всех µ ∈ R \ {µk : k ∈ N}

существует оператор

(µI −A)−1 =

∞
∑

k=1

〈·, ϕk〉ϕk

µ−Qn1
(λk)/Pn(λk)

: Z → Z.

При всех z ∈ Z, µ ∈ Sa0,θ1

∥

∥(µαI −A)−1z
∥

∥

2

Z
=

∞
∑

k=1

(1 + λ2n
k )|〈z, ϕk〉|2

|µα −Qn1
(λk)/Pn(λk)|2

6
sin−2(αε)‖z‖2Z
|µα − a0|2

,

так как
∣

∣ arg(µα)
∣

∣ < αθ1 < π,
∣

∣µα −Qn1
(λk)/Pn(λk)

∣

∣ > |µα − a0| sin(αε).
В силу леммы 4.1 получим требуемое.

Для α ∈ (0, 1) возьмем θ1 ∈ (π/2, π), a = max
k∈N

{Qn1
(λk)/Pn(λk)} ∈ (−∞, 1), a0 = max{1/2, a} ∈

(0, 1); тогда для каждого µ ∈ Sa0,θ1 имеем
∣

∣ arg(µα)
∣

∣ < θ1 < π,
∣

∣µα −Qn1
(λk)/Pn(λk)

∣

∣ > |µα − a0| sin(αθ1).
Рассуждения, аналогичные доказательству в предыдущем случае, и ссылка на лемму 4.2 приво-
дят к требуемому результату.

Случай α = 1 доказывается аналогично, напрямую, без ссылки на лемму. �

Теорема 4.2. Пусть n1 > n, (−1)n1−n(dn1
/cn) < 0, спектр σ(Λ1) не содержит корней

многочлена Pn(λ), 0 /∈ σ(Λ1), f ∈ C([0, T );DA). Тогда для α ∈ [1, 2) при любых uk ∈ DA,
k = 0, 1, . . . ,m − 1, существует единственное решение задачи (10)–(12). В случае α ∈ (0, 1)
задача (10)–(12) имеет единственное решение при произвольных uk ∈ DA, k = 0, 1, . . . ,m − 1,
если выполняется дополнительное условие max

k∈N
{Qn1

(λk)/Pn(λk)} < 1.

Доказательство. Задача (10)–(12) уже редуцирована к задаче (6), (7) в пространстве (13) с
оператором A, свойства которого изучены в предыдущей теореме. Из теорем 3.1, 4.1 следует
требуемое. �

Замечание 4.2. Отметим, что без ограничения Pn(λk) 6= 0, k ∈ N, в случае n1 6 n одно-
значная разрешимость задачи (10)–(12) исследовалась в [8], а в случае n1 > n— в [9].

Пример 4.1. При n = 0, P0(λ) = 1, n1 = 1, Q1(λ) = λ из теоремы 4.2 следует однозначная
разрешимость начально-краевой задачи

Dα
t u(x, t) = Λu(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ Ω× [0, T ), (15)

Blu(x, t) = 0, l = 1, 2, . . . , r, (x, t) ∈ ∂Ω × [0, T ), (16)

∂ku

∂tk
(x, 0) = uk(x), k = 0, 1, . . . ,m− 1, x ∈ Ω, (17)

при любых uk ∈ L2(Ω), k = 0, 1, . . . ,m− 1, f ∈ C
(

[0, T );H2r
{Bl}

)

.

Если взять r = 1, Λ = ∆ =
s
∑

i=1

∂2

∂x2

i

и, например, B1 = I, то из (15)–(17) получим начально-

краевую задачу для дробного диффузионного или диффузионно-волнового уравнения (см. в [13]
обзор результатов об уравнениях такого вида).

Пример 4.2. При P1(λ) = 2 + λ, Q2(λ) = λ+ λ2, s = 1, Ω = (0, π), r = 1, A = ∂2/∂x2, B1 = I
получим λk = −k2, ϕk(x) = sin kx, k ∈ N. В таком случае задача (10)–(12) имеет вид

Dα
t

(

2 +
∂2

∂x2

)

u(x, t) =
∂2u

∂x2
(x, t) +

∂4u

∂x4
(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ (0, π) × [0, T ), (18)

u(0, t) = u(π, t) = u′′(0, t) = u′′(π, t) = 0, t ∈ [0, T ), (19)

∂lu

∂tl
(x, 0) = ul(x), l = 0, 1, . . . ,m− 1, x ∈ (0, π). (20)
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Нетрудно вычислить, что

max
k∈N

k4 − k2

2− k2
= 0 < 1.

Поэтому если ul ∈ H4
0 (0, π) ≡

{

v ∈ H4(0, π) : v(0) = v(π) = v′′(0) = v′′(π) = 0
}

, l = 0, 1, . . . ,m−1,

и f ∈ C
(

[0, T );H4
0 (0, π)

)

, то по теореме 4.2 существует единственное решение задачи (18)–(20)
при α ∈ (0, 2).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Васильев В. В., Крейн С. Г., Пискарев С. И. Полугруппы операторов, косинус оператор-функции
и линейные дифференциальные уравнения// Итоги науки и техн. Сер. Мат. анализ. — 1990. — 28. —
C. 87–202

2. Герасимов А. Н. Обобщение линейных законов деформации и их приложение к задачам внутреннего
трения// Прикл. мат. мех. — 1948. — 12. — С. 529–539.

3. Иосида К. Функциональный анализ. — М.: Изд-во ЛКИ, 2007.
4. Клемент Ф., Хейманс Х., Ангенент С., ван Дуйн К., де Пахтер Б. Однопараметрические полугруп-

пы. — М.: Мир, 1992.
5. Костин В. А. К теореме Соломяка—Иосиды для аналитических полугрупп// Алгебра и анализ. —

1999. — 11, № 1. — С. 118–140.
6. Соломяк М. З. Применение теории полугрупп к исследованию дифференциальных уравнений в про-

странствах Банаха// Докл. АН СССР. — 1958. — 122, № 5. — C. 766–769.
7. Трибель Х. Теория интерполяции. Функциональные пространства. Дифференциальные операторы. —

М.: Мир, 1980.
8. Федоров В. Е., Гордиевских Д. М., Плеханова М. В. Уравнения в банаховых пространствах с вырож-

денным оператором под знаком дробной производной// Диффер. уравн. — 2015. — 51, № 10. — С. 1367–
1375.

9. Федоров В. Е., Романова Е. А., Дебуш А. Аналитические в секторе разрешающие семейства операторов
вырожденных эволюционных уравнений дробного порядка// Сиб. ж. чист. прикл. мат. — 2016. — 16,
№ 2. — С. 93–107.

10. Bajlekova E. G. Fractional Evolution Equations in Banach Spaces/ Ph.D. thesis. — Eindhoven: Eindhoven
University of Technology, University Press Facilities, 2001.

11. Caputo M. Lineal model of dissipation whose Q is almost frequancy independent, II// Geophys. J. Astron.
Soc. — 1967. — 13. — С. 529–539.

12. Da Prato G., Iannelli M. Linear abstract integrodifferential equations of hyperbolic type in Hilbert spaces//
Rend. Sem. Mat. Univ. Padova. — 1980. — 62. — С. 191–206.

13. Kilbas A. A., Srivastava H. M., Trujillo J. J. Theory and Applications of Fractional Differential
Equations. — Amsterdam–Boston–Heidelberg: Elsevier, 2006.

14. Podlubny I. Fractional Differential Equations. — San Diego, Boston: Academic Press, 1999.
15. Prüss J. Evolutionary Integral Equations and Applications. — Basel: Springer-Verlag, 1993.

В. Е. Федоров
Челябинский государственный университет;
Шадринский государственный педагогический университет;
Южно-Уральский государственный университет
(национальный исследовательский университет), г. Челябинск
E-mail: kar@csu.ru

Е. А. Романова
Челябинский государственный университет
E-mail: linux_21@mail.ru


