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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА СО СМЕЩЕНИЕМ 
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ СМЕШАННОГО ТИПА ВТОРОГО РОДА 

В работе [1] рассмотрена задача со смещением для уравне­
ния Лаврентьева — Бицадзе. В настоящей статье будет рас­
смотрен аналог этой задачи для уравнения смешанного типа 
второго рода 

ихх + уиуу + (—п + 1/2) иу = 0, п •= 1, 2, ..., (1) 
которое можно считать в некотором смысле обобщением урав­
нения Лаврентьева — Бицадзе. 

Пусть Й — область, ограниченная при у > 0 простой дугой 
Ляпунова Г с концами в точках Л (0, 0) и 5 ( 1 , 0), а при 
у < 0 — характеристиками АС: х~2]/-— у = 0, ВС: х+2У-~У=1 
уравнения (1); кривая Г оканчивается малыми дугами нормаль­
ной кривой 4у = х(\ — х) уравнения (1); 21 = 2f |{y>0}, 22=^ 
= ^ Ш У < 0 } . 

З а д а ч а 1. В области 2 найти функцию и(х, у)^С(Щ{] 
П С2 (Qt U S22), удовлетворяющую условиям: 

1) и{х, j/) — решение уравнения (1) в Qj и &2; 
2) дпи1дуп^С(йх)\ Уудп+1и/дуп+\ дп^и/дхдуп^С(йх[}АВ), 

причем их граничные значения на АВ принадлежат классу //*; 
3) d W / | r = ?(p) V p £ I \ (2) 
t v rf/z + l ( x x2\ , л / ч dn + l (x + 1 (1— x)2\ *. ч 

iK/dxn + i \2 16/ K ' dxn + l \ 2 16 У / ч 

0 < J C < 1, 

где заданные функции Ь(х), ч(х), 8(л:)£//[0, 1], 

?(Р) = У?(Р). ?(Р) = Я(Т); 

4) на переходной линии А8 удовлетворяется условие склеи­
вания 
l i m | j / r " + 1 / 2 { « y - А , ( * , У, ^ ) !=( -1) л / г l lm/j /<?"+ 1«/d/+ 1=v(jt) , 

( 4 ) 
0 < * < 1 , 

где Л„ IX, у, г] = s„ J ] l^~l~_Z {-yf~m [^+1) {X ~ 2 V~y) + 
k = l 

+ (_1)*+Ч<*+1>(* + 2К=30], 
бя = я!/2(2я)!, я > 0 , 

при этом х (х) = и (х, 0) и v (х) — не заданные функции, v (x) £ / /*; 
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5) т(*>(0) = 0, А = 0, 1, ..., 2 л - 1 . 
Как показано Крикуновым Ю. М., из второго условия следует, 

что T(jt)£C2"[0, 1], №+V(x)£H* на [0, 1]. 
Решение задачи 1 в й2 однозначно выражается через функ­

ции ъ(х) и v(^) следующим образом [2]: 

а(х> y)=e"Sir|r|L(-^ /2^)^-2^=^) + 

1 

X J v [x - 2 V -у (1 -20 ] (< - / 2 ) й Л. J(6) 
о 

Введем обозначения: 

•(f--5f)-4f> <7> 
« ( ^ - , - ( - ^ ) - * , ( ^ ) . ^ [ 0 , 1). (8) 

Как показано в [2], подстановка решения (6) в (7) приводит 
к следующему соотношению на АВ: 

(-1)" snx"^2n+l) (х) - 4-(2я+1)£;7
1л:% (v) = 2-<"+iy+1> (х/2). (9) 

Аналогично из (6) и (8) получим 
е„ (1 - JC)V2"+1> (*) + (_1)»4-(2я+1)8-1 (1 - х)" v (Л) = 

= 2 - ( « + i y i « + i ) ( ( j c + 1 ) / 2 ) > ( 1 0 ) 

Условие (3), учитывая (7) ?и (8), перепишем в виде: 
2-("+1) [т (Л) ф(я+1) (Л/2) + б (л) Щ'+Щх + 1)/2)] = 5 (х). (11) 

Из (11), (9), (10) получим основное соотношение 
Ч 1(-1)"т (•*)•*" + б (х) (1 - -*Л '(2n+1) (х) = 

= 4-(2,г+1)е-1 [т (х) хп - (—1)га0 (л:)(1 - х)п\ Цх) + Ъ {х), 0<х<\. 
(12) 

Согласно [2] любое решение уравнения (1) в области й, может 
быть представлено в виде 

и(Х,у) = (г-Ъ™^у[Ш±Ш}, (13) 
где z = х + iyx, ух = 2Уу, / (z) — голоморфная функция, кото­
рая определяется по и(х, у) с точностью до полиномиального 
слагаемого. Для функции (13) выполняются соотношения [2], [3]: 
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d"uidy" = (-\)n22tt+1al Re/<2,,) (г), (14) 
(_l)nt<ft>(;e) = 2(2rt)!Re[lim/w(z)], Q<x< 1, £ - 0 , 1, ..., 2n + 1. 

(15) 

Введем теперь, как в [4], гармоническую функцию 
Р(х* Ух) = ( -1 ) " 22л+1 /г! Ие/(2я) (г) - <?ли (л;, j /)/dy\ (16) 

Из (16) непосредственно следует, что 

др (*, у1)/ду1 = Vy дп+ги/дуп+\ (17) 
а с учетом (15) 

др(х,0)/дх = 22п+\*{2п+1)(х), 0<х<\. (18) 
Обозначим через Dx и 1\ образы области Qx и кривой Г 

на плоскости (л:, j ^ ) . Очевидно, что 1\— простая кривая Ляпуно­
ва, оканчивающаяся малыми дугами полуокружности (л: —1/2)2 + 
+ ^ = 1 / 4 , у > 0 , dDx^=Tx[}AB. Из (16) и (2) имеем 

/> | r i ^?iW> (19) 

где t£Tl9 ? i (0 = (p[p(01- И з (17) и (4) следует, что 

др(х9 0)/дух = (—1)ЛА-Ч(л:), 0 < л: < 1. (20) 
Т е о р е м а е д и н с т в е н н о с т и . Задача 1 при нулевых 

граничных условиях (2), (3) (ср (р) = о (х) == 0) и в предположе­
нии, что 

хп
1(х)~(~\)п(1~х)пЬ(х)^0 V*£[0 , 1], (21) 

имеет единственное решение и (х, у) = 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть и (JC, у) — решение задачи 1. 

Из (15) и (16) получим 
р(х, 0) - (22/г/г!/(2/г)!)^(2/°(х), 0 < х < 1. (22) 

Так как функция р (JC, ^ ) удовлетворяет уравнению 

/>** + УРуу + %~1Ру = 0, 
она может принимать положительный максимум и отрицатель­
ный минимум относительно Dx только на интервале ]0, 1[ 
(/?Jr = 0). Пусть (£, 0) — точка экстремума. Известно, что 
\\т др(ъ у)1ду=/=0, а значит, в силу (20), и v(£)=^0. Из (22) 

у^+0 
следует, что точка х = 1 является точкой экстремума функции 
•с(2л)(л;), следовательно, т(2/г+1) (j) = 0. Однако, ввиду того, что 
S (х) ^Е 0 и v(£)=^0, из основного соотношения (12) с учетом 
(21) имеем т(2л+1) (£) =^0. Полученное противоречие говорит 
о том, что функция р(х, ух) не имеет экстремумов нигде в Dx 
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и, следовательно, р(х, у ^ ^ О . В случае, когда хп^(х)~ 
-(-1)«(1-х)пв(х)^0 Vx£[0, 1] и ( - 1 ) V T W + ( 1 - ^ X 
ХЪ(х)фО VxQO, 1[, из (12) получим т <2л+1> (х) = О на ]0, 1[. 
Следовательно, т(2л)(х) == const на ]0, 1[, и так как ̂ (х)^ С2" [0,1], 
с учетом (19) и (22) получим ч{2п)(х)~0 и р(х, 0 ) = 0 . Таким 
образом, вновь получаем, что р(х, уг) = 0 в Dx. Отсюда в си­
лу (16) Ref{2n) (z) = 0 в Д . Теперь совершенно так же, как при 
доказательстве теоремы единственности задачи Тп в [4], с уче­
том условий (5), заключаем, что и(х, у)^0 в 2. 

Считая теперь функцию v(.*r) в соотношении (20) временно 
известной, рассмотрим следующую задачу. 

З а д а ч а /V. В области Dl найти гармоническую функцию 
р(х, ух) по граничным условиям (19), (20). 

Решение этой задачи выражается через функцию Грина 
G (z, С) (см. [4]) по формуле 

Р (•*> Ух) = {-\)n-lh-x J G (z, g) v (e) d\ + Ф (x, yx), (23) 
о 

где Ф (x, yl) = —( (dG (z, ty/dnj cpt (C) ate, /гс — внешняя нормаль 

к Tj в точке С, 5 —дуговая абсцисса точки С. Из (23) следует 
1 

р(х, 0) = ( -1) л - 1 А" 1 |О(л: , £) v (g) rfg + Ф (Л:, 0), 0 < х < 1 . (24) 
о 

Здесь G(z, С) = 00[о)(г), a>(C)J, 2 = ^ + ^ , С = 5 + ^ , (25) 
где 

(C + ?-2CJ)(C + 2 — 2C2) (26) 
(C-z) (£-z) | 

—функция Грина задачи TV для полукруга А: 12С — 11 < 1, Im С > 0, 
а функция у = со (С) конформно отображает область Z)t на полу­
круг А так, что отрезок АВ преобразуется в себя и со(0) = 0, 
ш (1) = 1. В силу принципа симметрии функция со (С) аналити­
чески продолжается в окрестности точек С = 0, С = 1 ; следова­
тельно, со (Л;), СО' (Л: )£#[0 , 1], а>(х) = 0(х), 1—со (л) = 0(1—Л;). 
Положим в (24) 

х = \(а), 0 < а < 1, (27) 
и сделаем в интеграле замену £ = X (р) = со-1 (р). Обозначая 

Р(а)=/>[Х(а), 0], ^(a)=v[X(a)l , Р(а) = Ф [X (а), 0], (28) 
с учетом (25), (26) имеем 

Р (а) = ^(a) + (-l)»-1(Aic)-1 J In [(а + р - 2ар)/| а - р | ]W (р) Х' (Р) d^ 

o < . < i . <29) 
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Дифференцируя (29) и обозначая 

j i ( a ) = W ( a ) } / ( a ) , (30) 

получим: 
1 

P ' ( a ) = F ' ( a ) + i ^ ^ f ( - J - + _ L ^ - > ( P ) ^ . (3D 
h^ J \P — а a-bp—zap/ о 

Из (12) я (18) следует 

Ь (х) dp (JC, 0)/(?л - ( - 1 ) " / Г 1 ^ (AS) v (x) + £2 2 л + 1 8 (JC), (32) 
где 

a (JC) = ( - I ) Y T (*) - ( 1 - * ) л 6 (JC), 
(33) 

* W = f t [ ( - 1 ) V T И + (1 - л:)116 (x)l 
k = hrl22nJrlzn . Делая в (32) замену (27), получим с учетом (30): 

Ь0 (ос) Р' (ос) = ( - l ) ^ - 1 ^ (ос) {х (ос) + £22/г+1В [X (а)] У (or), (34) 
где 

Оо(а) = а[Х(а)], ft0(a) = ft[X(a)], (35) 

причем в силу (21) а0 (а) =£ 0, 0 < а < 1. 
Подставляя (31) в (34), получаем следующее уравнение отно­

сительно функции {^(а): 
1 

а0 (а) ,х (а) + М О Г / _ L _ + 1~2f' J [X (p) rfp = # ( а ) , (36) 
тс .) \ Ц — а а + р — zap / 

О 

где 
/? (ос) = (-l)nhb0 (ос) / ? ' (а) - (-l)nhk22n+1b [I (ос)] V (а). 

Как показано в [4], из свойств функций ^Р(ос), Ь(х), X (ос) следует, 
что # ( а ) £ Я [ 0 , 1]. 

Решение уравнения (36) в классе функций, соответствующих 
нулевому индексу, имеет вид [5]: 

I» (а) = а0 (а) £> (а) | с() (а) |"й - 60 (а) еТ{а) u"11 с0 (а) I"1 X 

X j R (Р) е ~Г(Р> | с0 (Р) Г 1 [(Р - а ) - 1 + (1 - 2?)/(а + р - 2ар)] dp, (37) 
0 

где 
с0 (ос) = а0 (а) + гбо (а) - I c0 (a) | е1«*\ 

а (а) == arg CQ (ос), —тс < о (а) < ти, 

Г (а) = - т с - 1 J а (р) [(р - а ) - 1 + (1 - 2?)/(а +•.? - 2 а Р И ф 
о 
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Учитывая поведение функции Г (а) при приближении а к кон­
цам отрезка [0, 1] [6], можно получить следующее представ­
ление: 

7 Й " - Ш Т ; (—J > (38) 

где 
?(а)£#[0, 1], Т1 = -2^ -4 (0 ) , 1 2 - 2 x ^ ( 1 ) . (39) 

Из (33) и (35) имеем о(0) = — arctg£, o(l) = arctgA и в силу (39) 
0<Ti> T2 < 1- Теперь из (37) и (38) заключаем, что [>>(<х.) = 
= О [а~ь (1 —- а)~ь], следовательно, [i (а)£#* на [0, 1]. 

Из (28), (30) найдем функцию V(A:) В виде 
v(JC) = | i[co(^)]a) ,(A:). (40) 

В силу свойств ы(х) из (40) следует, что v(x) = 0\х~ь(1— л:)~Т2]. 
Подставляя функцию v(^) в (23), с учетом (16) найдем функцию 
Ref{2n)(z)^C(Dl), причем нетрудно убедиться, что Re f{2n) (z) £ 
£HdDx). По Ref(2n)(z) восстановим функцию /{2n)(z). Отобра­
жая (область Dx на единичный круг и применяя затем теорему 
И. И. Привалова [7], можно убедиться, что f(2n) (z)(:C(Dl). 
Учитывая теорему единственности, в выражении для f{2n){z) 
можно выбрать любое значение для чисто мнимого постоян­
ного слагаемого, а функцию f (z) можно взять в виде (см. [4]): 

z 

(2л —1)! J 
о 

Подставляя (41) в (13), получим решение задачи 1 в облас­
ти Qx. С помощью (15) найдем ^(х), а затем по формуле (6)— 
решение задачи 1 в §2 . 

В случае, когда a0(a)==0 на [0, 1], Ь0(а)=£0 на ]0, 1[, ре­
шение уравнения (36) записывается в виде [8]: 

V * J U ~ P a + P-2ap/^0(P) ^ 
0 

отсюда следует, что p- (a) = О [In a (1 — a)] и v (x) = О [In x(l — л:)]. 
Чтобы /?(a)/^0(a) было ограниченным, будем предполагать до­
полнительно, что порядок функции 8 (Л;) совпадает с порядками 
функций 0 (х) и у (JC) соответственно в точках х = 0 и х = 1. 
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