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В теории операторов и ее приложениях важную роль 
играют оценки норм резольвент нормального оператора и 
вполне непрерывного оператора из идеала Ср (см. [1]), 
справедливые во всех регулярных точках. В то же время 
аналогичные оценки для операторов других классов в ли­
тературе автору не встречались. 

Пусть Н — сепарабельное гильбертово пространство, 
В (Н) — алгебра линейных непрерывных операторов, 
действующих в Н. Ниже получены точные оценки нормы 
резольвенты, справедливые во всех регулярных точках, 
для оператора А 6= В (#), удовлетворяющего одному из 

\ 
следующих условий: a) Aj= -^-(А — А*) е С2, б) А*А — 
—/ £= Сх (напомним, что Сг — идеал ядерных операторов, 
С2 — идеал операторов Гильберта — Шмидта). Здесь и 
ниже / — тождественный оператор в Н. Затем получен­
ные результаты обобщаются на случаи 

(A*)j = (Ар - (A*)*)/(2i) е= Са, (А*)*А* - / е Сг, 
р = 2, 3, . . . 

Пусть a (A), R%(A) — (А — М)'1 — соответственно 
спектр и резольвента оператора Л, р (к, А) = inf \t — 
— X | (t 6= a (4)), sp Л —- след оператора i ^ C i , 
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\ A I 2 = SP (A*A)1/2 — абсолютная норма оператора 
A £E С . 

ТЕОРЕМА 1. Пусть А е В (П) и Aj e Са. Гс?гда 
справедливо неравенство 

II Л* И) II < 2Г=„ Р-*-1 (*• А) * (А) (*!)'1/2 ( Я ё а (А)), (1) 
где 

у (Л) = / 2 " (| ̂  |1 - Sfc°°=11 Im Я, |2)1/2 (Я, е (Т (4)). 

Собственные числа здесь и ниже берутся с учетом крат­
ности. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть А (= В (Н) и 4 M - / G A . 
Тогда справедливо неравенство 

II Дл И) II < S L „ Р"'1""1 (Я' ^ х * И) (А:!)-1/2 (Я ё о (А)), (2) 
где 

и (А) = (sp (Л*Л - /) - 3 ^ (I h |2 - l))1'» (h 6= ст (Л)). 

Общая часть доказательства этих теорем содержится 
в нижеследующих леммах, для формулировки которых 
нам понадобится понятие максимальной цепочки (см. [2], 
[3]). Напомним его. Пусть я — множество ортопроекто­
ров в П, содержащее не менее двух ортопроекторов и удов­
летворяющее следующему условию: из P±J P^EEn следует, 
что либо Рг < Р2, либо Р2 < Рг. Тогда я называется це­
почкой (ортопроекторов). Во множестве всех цепочек 
вводится следующее отношение порядка: цепочка ях счи­
тается предшествующей цепочке я2, если каждый орто-
проектор, входящий в состав ях, принадлежит также я2. 
Цепочка я, которая предшествует только самой себе, 
называется максимальной. 

Мы будем говорить, что А обладает максимальной 
цепочкой я, если каждый ортопроектор из я проектирует 
на подпространство, инвариантное относительно А, т. е. 

АР = РАР (Р е я). 
ЛЕММА 1. Пусть А е В (Н) и А = D + V, еде D 

нормальный, V — (абстрактный) волътерров операторы 
из В (Н), обладающие общей максимальной цепочкой. Тогда 
а (А) = a (D), и справедливо неравенство 

II Д* {А) | < Р"1 (Я, А) 2 " || (VRX (Д))* || (Я Ш о (А)). (3) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 
Пь (А) = Rk (D) (1 + Bxyi (к e a ( 4 ) U a (£>)), (4) 

где В% = У Ля, (#)• Резольвента нормального оператора 
D обладает, очевидно, той же максимальной цепочкой, что 
и D. По следствию 2 теоремы 17.1 [3, с. 121] произведение 
вольтеррова и ограниченного операторов с общей макси­
мальной цепочкой является вольтерровым оператором. 
Следовательно, В% (X еЁ о (D)) — вольтерров оператор. 
Из (4) имеем 

Дх(А) = Rx(D)2Г=0 ( - l?Bl (ЬШо (A) U a (/))). (5) 
Отсюда сразу следует, что /?^ (Л) ограничен только тог­
да, когда ограничен оператор R^ (D), т. е. a (D) = 
= а (Л). Так как Z> нормален, то (см. [1]) || R% (D) \\ = 
= р"1 (A,, Z>). Из последнего равенства и из (5) получаем 
утверждение леммы. 

ЛЕММА 2. Пусть в предположениях леммы 1 V ЕЕ С2. 
Тогда справедливо неравенство 

II Дх И) II < ЗГ=о Р"*-1^. ^) I ̂  12 (АО"1'' ( ^ ё а И)). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как произведение огра­

ниченного оператора и оператора Гильберта — Шмидта 
является оператором Гильберта — Шмидта (см. [1]), то 
#я, Ez С2. Как доказано в [4] (см. также [5]), для 
всякого вольтеррова оператора U ЕЕ С% справедливо 
II Un || * < (/г!)-1 | U \Т (« = 1 , 2 , . . .), т. е. Ц Вп

% f < 
<^ (ft!)"1 | Bi |2n (n = 1, 2, . . .). Имеем, учитывая сим­
метричность нормы | • |2 (см. [1]) | VR% (D) |2 <; 
< | V | 21| RK (D) || - | V |2р-х (X, D). Так как по лем­
ме 1 р (A, D) = р (X, А), то отсюда и из (3) получаем ут­
верждение леммы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Как дока­
зано в [6] (см. также [7]), А равен сумме нормального и 
вольтеррова операторов с общей максимальной цепочкой, 
т. е. удовлетворяет требованиям леммы 1: А = D + V. 
Так как D* имеет ту же максимальную цепочку, что и D, 
то вновь пользуясь следствием 2 теоремы 17.1 [3, с. 121], 
можем утверждать, что D*V вольтерров оператор, т. е. 
sp (D*V) = sp (V*D).= 0. Отсюда 

sp (Л* - Af = sp (У* - Vf + sp (D* — D)\ 
или |'Л j |J = | Fj |22 + | Dj \l Так как a (D) = a (4), 
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то 

и, следовательно, 

По теореме 1.10.2 [2, с. 61] справедливо равенство | V | | =* 
- 2 | Vj \l т. е. 

IV g = 2 (| А, || - 2 U I Im h |«) s у» (Л). 
Отсюда и из леммы 2 следует утверждение теоремы. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. 1. Предпо­

ложим пока, что А'1 е= ^ (Я). Тогда, как показано в [8] 
(см. также [7J), А удовлетворяет требованиям леммы 1, 
т. е. А = D + V. Как показано при доказательстве тео­
ремы 1, справедливо равенство sp (D*V) = sp (V*D) = 0, 
откуда следует 

sp (A*A — I) = sp (Z)*Z> — /) + sp (V*V). 
Имеем sp (/)*/? — I) < sp (A*A — /) < oo. Ho a (D) = 
= a (̂ 4), и, таким образом, 

| F |S = sp (Л*Л - /) - 2 £ * (| Я, |» - 1) E= y? (A). 

Отсюда и из леммы 2 получаем неравенство (2). 
2. Пусть Л не имеет ограниченного обратного, т. е. 

0 ЕЕ or (Л). Обозначим проектор на собственное подпро­
странство оператора А, соответствующее числу к = 0, 
через Р. По теореме Вейля о возмущении непрерывного 
спектра [9] точки спектра оператора А, не лежащие на 
единичной окружности, принадлежат его дискретному 
спектру, т. е. подпространство РН конечномерно. Следо­
вательно, АР — нильпотентный оператор (конечномер­
ный оператор с о (АР) = {0}). 

Так как 0 е= о (А (I — Р)), то А (I —- Р) обратим 
в (I - Р) Н, причем (А (I - Р))* (А (I - Р)) - I e С%. 
Следовательно, по изложенному выше, А (I — Р) = 
= D + Vv где Z) — нормальный, V± — вольтерров опе­
раторы в (/ — Р)Н с общей максимальной цепочкой. Опе­
ратор V = Vx + АР, очевидно, вольтерров. Тем самым 
А = D + F, где В и F удовлетворяют требованиям лем­
мы 1. Задача свелась к предыдущей. Ч. т. д. 
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С л е д с т в и е 1 т е о р е м ы 1. Пусть для некото­
рого натурального р (Ap)j ЕЕ Са. Тогда справедливо не­
равенство 

Для доказательства этого утверждения достаточно вос­
пользоваться теоремой 1 и тождеством 

которое проверяется при | X | > || А || с помощью резоль­
вентного ряда, а затем продолжается аналитически на 
все К (= о (А) (см. также [4]). Совершенно аналогично 
доказывается следующее предложение. 

С л е д с т в и е 1 т е о р е м ы 2. Пусть при некото­
ром натуральном р (АР)*АР — I ЕЕ Cv Тогда справед­
ливо неравенство 

\\Пх(А)\\<2СйПр-т-1Ат\\-
• 2 L , (*'•)-'VЕ-1 (*•*,АР) ** (Ар) (*• ё о (А)). 

Следующая теорема уточняет изложенные выше ре­
зультаты в случае, когда X находится в окрестности соб­
ственного числа конечной кратности. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть оператор А е В (Н) удовлетво­
ряет одному из следующих условий: для некоторого нату­
рального р (Ap)j е= С2

 или (А*)р Ар — / е Cv Если 
Х0 — собственное число оператора А кратности г < оо, 
то при \К — К0 | <^ inf | X — t \ справедливо неравенство 

t€E<s(A) 

II Их (А) || < 2 С | Я, - Лв |-*-i | 4<? |* (Л1)-«/. + С (Л), Я ё а (Л), 
где () — проектор на собственное подпространство опе­
ратора Л, соответствующее числу Х0, 

с(Ь) = Ж^,Пр-т-1Ат\\-
• 2Г=о2 (Р-1 ( # > A%)Y»W (AP

Q) {k\yb2*+i при (Л*>), <= С , 

при (Л*)рлр-/ес ь 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 
Ri(A)=Rb(AQ)Q + Rk(AQ)(I-Q). (6) 

Учитывая, что 2 р (Яр, AQ) > р (Я#, Л§) получаем при 
(Л/) е С2 из следствия 1 теоремы 1 

а при (А*)РАР — I е= Cj из следствия 1 теоремы 2 полу­
чаем 

II ЫШ < S L ( 2 P ' 1 ( ^ , ^))*«x*(^)(*!)-i/2, Я ё а И ) . 

Далее, для всякого конечномерного оператора 5 , как 
доказано в [4], справедливо неравенство 

II ДА (Б) || < 2 = о Р_ЫС (*» Б)\В\* (W, Я S <* (5). 
Полагая В = AQ, из (6) получаем утверждение теоремы. 

З а м е ч а н и е 1. Неравенства (1) и (2) точны — 
они переходят в равенство, || i?*, (А) \\ = р"1 (Я, А), когда 
4̂ — нормальный оператор. Действительно, если А нор­

мален, то при Aj E= С2 

2Г= 1 |1тЯ*| 2 = И 4 
и v (А) = 0, а при А*А — I e Сг 

S w (I** I2 ~ !) = SP (^*^ - Л. н (Л) = 0. 
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