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СПЕКТРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ВОСПРИИМЧИВОСТЕЙ ТВЕРДЫХ ТЕЛ 

Нгуен Ван Хьеу 
Изучены аналитические свойства нелинейных восприимчивостей, 

Получено их спектральное представление. Проведено сравнение нели­
нейных восприимчивостей с амплитудами процессов взаимодействия фо­
тонов. Рассмотрены одномерные дисперсионные соотношения и порого­
вые поведения восприимчивостей. На основе аналитичности восприим-

> чивостей установлены асимптотические соотношения между ними при 
высоких частотах. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Нелинейные оптические свойства твердых тел характеризуются нели­
нейными восприимчивостями%^1..^п представляющими собой коэффи^ 
циенты разложения преобразования Фурье среднего по равновесному со­
стоянию среды значения оператора плотности тока /Дг, t). При не слипь-
ком малых частотах нелинейные восприимчивости в основном обусловлен 
ны вкладом от электронов. Расчеты нелинейных восприимчивостей для 
ряда полупроводников с известными структурами энергетических зон про^ 
водятся во многих работах [1, 2]. Для вычисления вклада электронов про­
водимости удобно применять кинетическое уравнение [3—5]. Если пре̂ -
небречь столкновением, то полученный при решении кинетического урав^ 
нения результат совпадает с низкочастотным пределом выражения, вы­
численного по методу квантовой механики [6, 7]. 

Для изучения роли междузонных переходов валентных электронов 
можно воспользоваться непосредственно общим квантовомеханическим 
выражением нелинейных восприимчивостей [8], а в качестве волновых 
функций электронов выбрать либо блоховские функции [7, 9, 10], либо 
связывающие орбитали. В работах [14, 15] вклад междузонных перехо­
дов в нелинейные восприимчивости вычисляется при помощи метода диа^ 
грамм Фейнмана. Для полупроводников с незаполненной верхней энергети­
ческой зоной наряду с рассматриваемыми отдельно вкладами от свободных 
носителей заряда (внутризонные переходы) и от междузонных переходов 
возникает также комбинированный вклад от внутризонных и междузонныж 
переходов [7]. 

Нелинейные и линейная восприимчивости обладают общими свойства­
ми, не зависящими от конкретных видов взаимодействий квазичастиц в 
твердых телах. Показано, что они симметричны относительно перестановок 
индексов и удовлетворяют соотношению [17] 

Xnvt...v ( - С 0 1 ? - 0 ) 2 , . . . , - ( O n ) =X»iVi...v (<0i, • . v, О М * 
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По каждой из переменных о)г функции : •%$..?. (o>0 аналитичны и ДЛЯ 
них справедливы дисперсионные соотношения [ 1 7 ] . •••,,'.••-. 

В настоящей работе изучается спектральное представление для нели­
нейных восприимчивостей. В качестве примера подробно рассматривается 
восприимчивость третьего порядка . Проводится сравнение этой величины 
с амплитудой процесса п р е в р а щ е н и я трех фотонов в фотон и амплитудой 
рассеяния света на свете. Из спектрального представления вытекают одно­
мерные дисперсионные соотношения ,в различных формах, пригодных д л я 
применения в определенных условиях. Н а основе аналитических свойств 
нелинейных восприимчивостей изучается их поведение при высоких часто­
тах. Р а д и у п р о щ е н и я при записи формул используется система единиц с 

2. СПЕКТРАЛЬНОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 

Рассматривая взаимодействие электронов в твердых телах с электро­
магнитными волнами как возмущение, мы можем найти выражение сред­
него значения оператора плотности тока 

• е2 

(2) 7 V ( M ) = ^ ( M ) A^t)RWt) 
т 

в любом порядке по электромагнитному потенциалу А^ Здесь 
(3) / , = - 7 T - [ ^ + V ^ - ( V ^ + ) t l ) ] , , R=^ 

2т 
if —оператор электронного поля в гейзенберговском представлении (с уче­
том всех видов взаимодействий квазичастиц в твердых телах). Выберем А» 
Ь виде 

A^^^YA/e4™-^. 
а 

Имеем тогда 

(4) ' </„(r,0>=£ £ ^-^<С...^---ЕС, , 

Ev
a=maAv

a, Q==^qa.,. '- Q = ' 2 J G > V 

г г 

где o^-.v — линейная и нелинейные комплексные проводимости, свя­
занные с восприимчивостями следующим образом: 
/ ^ \ ( п ) . / i i i \ Сп)- V 
( 5 ) a ^ b . . v n = - H C 0 a 1 + 0 ) a 2 + . . . + C0a n )X^ i . . .V n V 

Ради простоты мы опускаем переменные qa в %(п), о(п) в других функциях. 
Восприимчивость третьего порядка при ю^сог^соз равна 

• е 4 

( 6 ) b ( v ^ ( 0 ) i , C 0 2 , C D 3 ) ^ = - — { 6 ^ 6 j L o 4 ( ® 2 s ) + 6 ^ 6 v a 4 ( ( l ) l 3 ) + - ; 
СО1СО2СО3СО12З 

HAa6v^(cD12)+6^ 
+ 6 V a C ^ ( c 0 2 , COs'COi) +6v^Cn(,((03, (Oi, C02) +ЬхоС^((й1,(й2,Ыз) + 

+ £ ^ a ( G ) i , G)2, С О з ) + Д г Я ^ 

+ £ W ( c D 3 , 0)2, О)1)+2)^я(С0з , ©1 , (02)+О^а^(0)1 , CD3>CD2)}. 
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Функции 4 , В, С, D имеют следующие спектральные представления: 

У ©'—со—Ю J со'-Ьш+Ю 

(8) ; £ло(©2,©з) = - Г Т - — 
J (© —(о3—i( 

(W (©', ©'OdcoNi©" 
Ю) (©""-Юм-йЗ)-.' 

J (©'+©з+Ю) (©"+©23-HQ) J (© ' -© 2 -Ю) (©"-©23-ЮУ 

*и 
(co'+co2+tO) ((о"+со23+Ю) J (со'-юз-Ю) (со"+(о2+Ю) 

^(
a
3) (a/ , o)ff) cZcor dco" 

(со'+соз+Ю) (co"-(o2-i0) ' 

( i ) 

(9) 'СДсСЧ, C02, Шз)= V '/ -AW n ^ + 

•> (со. — a23—w) (to — co123—JO) 

, ^ v ' C c o ' . O ' d c o ' d t o " . V f ' t^(&',&")da'.da" 
л Yi»v (со, со ,) асо асо <• ^v {& 

(сй'+сй2з+г0) ((о''+(оЦ8+Ю) J (со'—ffli—iO) (со"—CUI23—Ю) 

уЧсо'/со'О^со'сгсо" + r ^ ( © ' , < ) da) 'd©" ' ^ 
(co'+o^-iO) (со"+со123+Ю) 'J (со'+о^+Ю) (со"-со23-Ю) 

+ i— ^ ( © W r ^ ' d © " 
(©' —co'i—Ю) (©"+© 2 3 +Ю) 

г 6HV)UJ,(©',©", © jaco асо асо 
(10) £ W ( © 1 , C02, СОз) = ,- , .' . , „ . n w >„ .Пч + 

J (со — со,—Ю) (© — coo,—ш) (со — со^.я—w) ( © ' — C03—Ю) ( © " — C 0 2 3 — # ) ) ( © ' " — COi23—Ю) 

+ J . (со'+соз+Ю) (со^+со^+Ю) (со^+со^+Ю) 

J (f«/-rr»o-7,fh ( ^ " - © о я - Ю ) Ссо^ + СО. + Ю) 

+ 

(со'-соз-Ю) (©"-©23-Ю) ((o'^+Ot+iO) 

6,!5aCo^(o^-(ow)d(o/'d©,,d©/' 
J Yr,/ (<о'+©3+Ю) (©"+© 2 3 +Ю) ( © ' " - © t - Ю ) 

ЗДеСЬ ©23 = © 2 - Ь © 3 , © l 2 3 = = = 0 ) i + © 2 + © 3 . 

Для нашей цели нет необходимости выписывать явно все спектральные 
функции. Как иллюстрацию приведем выражение одной из них: 

г ппгпг' 

Х<п"Шп'У<п'Шп><п\Ш8(Еп-Е~«)')Х 
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Хб (En--Ei-(o") б (En--Ei-®'") 8 (кп-к г-д3) X 
Хб (k n ' -k , -q 2 -q 3 ) б (k^ ' -k i -q i -qs -qs) . 

В этой формуле рг является матричным элементом диагональной матрицы 
плотности р для равновесного состояния систем электронов. Состояние | i> 
в формуле (11) и подобных формулах для других спектральных функций 
будем называть начальным. Легко проверить, что нелинейная восприимчи­
вость (6) удовлетворяет соотношению (1). 

Спектральные функцй в "(7) — (10) отличны от нуля только при зна­
чениях о/, о/', соу//, удовлетворяющих условию 
(12) (д'>ттЕп—т.ахЕи ъ)">ттЕп,—maxi?*, 

co^^min Еп»—шах Еь 

где min Еп> п% п„ обозначает минимальное значение энергий промежуточных 
состояний \пУ, \п'Уг \п">, a maxЕг — максимальное из значений энергий Et 
начальных состояний |г>, для которых рг^О. Если система электронов на­
ходится в основном состоянии, т.. е. если заняты все состояния, лежащие 
ниже уровня Ферми, а свободны все состояния, лежащие выше уровня 
Ферми, то для всех возбужденных состояний p*=0. В данном случае спек­
тральные функции отличны от нуля только в области 

(13) о/>0, со">0, ©'"XL" 

Для полупроводника с заполненной валентной зоной и пустой зоной про­
водимости вместо (13) мы имеем более сильное условие 

(14) со /^^ , ®f/^Eg, ы'">Её, 

где Её — ширина запрещенной зоны, если пренебречь экситонным эффектом 
и взаимодействием с фононами. Последние могут снизить нижний предел 
интегрирования по о/, со", о/". 

Рассмотрим теперь амплитуду процесса превращения трех фотонов с 
энергиями coi, соо, со3 в фотон с энергией ш^з. Мы имеем 

~ (3) 
(15) М^хоЫь 0)2, 0)3; О)12з)==1/4(0)1О)2б)з0)12з)1/2Х^ст(О)1, 0)2, 0)з), 

где x[a3vxa получается из выражений (6) —(10) для%{^Ха
 с заменой 

всех знаменателей вида 

(16) , со/+о)а+Ю, о)//+о)аЬ+Ю, ю'"+©аЬ.+Ю 

соответствующими знаменателями вида 

(17) Со'+Ша-Ю, (О^+СОаЬ-Ю, (H^+CDab-iO, 

Если рассматриваемое состояние твердого тела является основным, то ин­
тегралы в (7) — (10) берутся в области (13), и для всех положительных 
значений о)!, о)2, о)3 мнимые добавки ±Ю в знаменателях (16 ) и (17) мож­
но опустить. В данном случае имеем равенство 

(18) . хДа(о)1, (02,0)з)== X^LCco!, со2, соз). 
Если же матрица плотности р имеет ненулевые диагональные элементы рг 
для некоторых возбужденных состояний твердого тела, то нижний предел 
(19) ©mm.=2?o—max/?* 
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интегрирования по со', со", со'" в формулах (7) — (10) отрицателен. 
"Знаменатели (16) и (17) в данном случае всегда отличны от нуля только 
при таких значениях частот, что 

> 0 , - С0.аЬ+ ^ 0 , O)abc+C0min>0. 

Таким образом, равенство (18) справедливо и в том случае, когда твердое 
тело не находится в основном состоянии, если частоты coi, co2, со3 достаточ­
но велики: 

(20) C01>|(0min |, C02>|0)min|v С03> | C0min | . 

Аналогично при значениях частот, удовлетворяющих условию (20), 
нелинейная восприимчивость %и]хз (coi, co2,—co3), описывающая смеше­
ние трех частот, пропорциональна амплитуде рассеяния света на свете 

(21) • М^%а((хУи С02, С03, 0)4)=V4(C01C020)30)4)V2X^L(C01, С02, —СОз), 
а именно 

(22) %$Л®1,®2, -соз)=х^0((о 1 ,0 2 , -соз). 

При вычислении амплитуды взаимодействия фотонов (15) и (21) удобно 
пользоваться правилами Фейнмана [14, 15]. 

Тот факт, что равенства (18) и (21) не выполняются при произволь­
ных частотах, если твердое тело не находится в основном состоянии, мож­
но также понять без обращения к спектральному представлению. Приме­
няя теорию возмущений и выражая %Ц1 .^ через матричные элемен­
ты хронологических произведении токов, мы видим, что величины 

5Cnvi;..y пропорциональны матричным элементам S-матрицы в том и только 
в том случае; когда начальное состояние \i> в формулах вида (11) удов­
летворяет условию S\i>=eisp\i}, а последнее условие выполняется только 
для основного состояния. 5 

3. ДИСПЕРСИОННЫЕ СООТНОШЕНИЯ 
Согласно спектральному представлению (7) —(10) нелинейная воспри­

имчивость x̂ 3vxa (^i5 '©г, соз) представляет собой предельное значение 
функции Fnvxa(zi,• z2, z3), аналитичной на верхних полуплоскостях пере­
менных Я*,' 

'.•XiivxU©!, «2, со3).=^ха(©1+^0» оз24-Ю, о>з+г0). J . 
В частности, по каждой из частот со4, со2, со3 функция х^хо'., допускает 
аналитическое продолжение в верхнюю полуплоскость при фиксирован­
ных других. Можно также подобрать любую линейную комбинацию ча­
стот в качестве переменной для аналитического продолжения и оставить 
фиксированными две другие независимые линейные комбинации. Напри­
мер, При ИЗучеНИИ ВОСПРИИМЧИВОСТИ %(x

3
v\a (C0i, С02, СОз) С С01>0, С02>0, 

(о3<0, определяющей смешение трех частот, мы считаем переменной сум­
му coiH-(o2 и имеем функцию %{^Ха (со —со0, со0, —со0+Асо), которая допу­
скает аналитическое продолжение по со в верхнюю полуплоскость при 
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фиксированных со0 и Асо: ' 

'.%n(vL(oi>—coo, соо,— соо+Асо)=/^яа(со+Ю). 
П р и И З у ч е Н И И ВОСПРИИМЧИВОСТИ х[^Ха .(!(°1» ^ 2 , СОз) C O ) i > 0 , С 0 2 > 0 , С 0 3 > 0 , 

определяющей генерацию третьей гармоники на частоте со=со1+о)2+соз, 
эта суммарная частота считается переменной, а фиксированными могут 
быть любые две другие линейные комбинации частот со* и, в частности, 
две разности б1^=со1—со3, 62=0)2—0)3. Для коэффициента утроения частот 
мы имеем со1==со2=со3==со/3, 6i==62=0. 

Восприимчивость x[fvXo (®и ^2, соз) как функция от со при фикси­
рованных 6i и б2 является предельным значением функции, аналитичной 
в верхней полуплоскости переменной со, 

%vvh((Oi, С02, С 0 з ) = ^ я а ( с 0 + Ю ) . 

Рассмотрим подробно предел коэффициента смешения трех частот 
% $>Хв (о—со0? о)о, —соо+Асо) при Асо-^0 и коэффициент утроения частот 
% <§Хо (со/Зг со/3, со/3). Умножая эти восприимчивости на единичные век­
торы е^\ ev

(2\ е%\ е^, описывающие состояния поляризации фотонов, 
мы получим скалярные функции /(со+Ю) и ^(со+Ю). Для полупроводника 
с заполненной валентной зоной и пустой зоной проводимости мы имеем дис­
персионные соотношения 

(23).; /(со+ю)=с+v ( а- -.+ . ,р>- + 
teJ \ соп—со—ю соп-гсо0—со—ш 

п —1 

, *{п . СХп , |Jn ' . соп+2со0—со—Ю о)я+о)+.Ю соп—со0+со+Ю 

соп~-2оз0+о)+Ю/ v L со'—со—Ю со'—2соо+со+Юл 
• Ед 

(24) у ( ^ + Ю ) д д + £ ( 8п •_ + . . Т т ' ; ' + / • • • • ' 
п = 1 

+; °п -|- 5" + f" + дп \ + 
За»п—и—г'О а>„+со+гО г/2юп+со+Ю Зюп+со+Ю / 

Т ( о ) ' ) .., ¥ (<» ' ) 

J L со —со—Ю со +co+iOJ 

где 1?£ —ширина запрещенной зоны. Полюсные члены в этих дисперсион­
ных соотношениях обязаны экситонным эффектам;. 

Дисперсионные соотношения (23) и (24) могут быть использованы 
для изучения поведения соответствующих восприимчивостей при пороге 
междузонных переходов ы~Еб. Для этой цели в модуляционных опытах 
определяются не сами функции (23) и (24), а их производные по со. Вкла-
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ды от дисперсионных интегралов в эти производные имеют вид 

(25) _ ; ? г • • , . - < • > ( Ф О ф(«Р W 
i i s p J I (со ' -со-Ю)2 (соГ+со+Ю)2] Ш ' 

асо I disp J L (со —со-Ю)2 (со +со+Ю) J 
Ед ' 

Поведение спектральных функций Ф(со'), W (со') при a)'~Eg и, следова­
тельно, поведение функций (25) и (26) при со~Eg зависят от детальной 
структуры энергетических зон. 

Пусть максимум валентной зоны и минимум зоны проводимости нахо­
дятся в одной и той же точке внутри зоны Бриллюэна (прямые переходы), 
и соответствующие орбитали электронов имеют разнь1е четности, как это 
имеет место для ряда полупроводниковых соединений. В этом случае спек­
тральные функции Ф (со/) и W (о/) стремятся к конечным пределам при 
со'->-Z?£+0, если учесть экситонные эффекты. Отсюда вытекает пороговое 
поведение функций (25) и (26) 

(27) 

(28) 

Заметим, что если пренебречь экситонными эффектами, то спектральные 
функции при (дг-+Её имеют вид 

Ф (со') -cons t (со'-Я,)Л 4я (со') -const (a'-Eg)42. 

Как и в случае линейной восприимчивости, почти все экситонные уровни, 
за исключением немногих первых, сливаются в квазинепрерывный спектр. 
Учет вклада от этих уровней дает следующий результат: 

df 
dco 

dg 
йсо 

disp 

1. disp 

С 1 const —, 
Et-s> 

\ const, 

const 
Eg-a 

[const, 

<o<Eg, 

®>Eg, 

a^Eg, 

,<s>>Eg. 

(29) f~ ( 
d(\\ A 

f I" 
с const; — co^SSg—A, 

, ..Eg—А—со 
dco A const, co3~Eg—A» 

(30) 
dco 

1 
const-— , cb^E-g—Ay 

Eg—/\—(u . 

Iconst, co^Z?g—A, 

где А —некоторое значение порядка энергии первого возбужденного со­
стояния экситона. Это означает, что учет вклада от полюсов приводит к 
сдвигу порога в сторону малых частот на величину А без изменения пове­
дения восприимчивостей около нового порога. 

- • •- ' 1 2 1 



4. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СООТНОШЕНИЯ 

На основе общих аналитических свойств нелинейных восприимчиво-
стей можно установить простые соотношения между некоторыми из них 
в области больших частот без указания на зонную структуру и конкрет­
ные виды взаимодействий квазичастиц. Рассмотрим нелинейную воспри­
имчивость (п+1) -го порядка Xnvi...vnv(©i,..., On, GO) при фиксированных 
u)i, о)2,-.. . . , (дп- Как функция от со она допускает аналитическое продолже­
ние в верхнюю полуплоскость. При со-^°° в комплексной плоскости она 
полиномиально ограничена. Если она имеет гладкое поведение при высо­
ких частотах со-^±°°, то в силу теоремы Фрогмена — Линделёфа [18—20] 
имеет место асимптотическое равенство 

(31) 1%^*?ПЛ^ 

Пользуясь свойством симметрии (1), мы можем переписать это соотноше­
ние в виде 

( 3 2 ) J%nvt . .v n v(c0 1 , . . . , СО», О)) I « i%nv?.tvnv(—COi, . . . , — © я , Со) | . 

В частности, при высоких со и конечных со0 коэффициент генерации вто­
рой гармоники на частотах со, со0 равен коэффициенту генерации второй 
гармоники на частотах со, —со0. 

Институт физики Поступила в редакцию 
г. Ханой 30 июня 1975 г. 
Демократическая республика 
Вьетнам 
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SPECTRAL REPRESENTATION OF NONLINEAR 
SUSCEPTIBILITIES OF SOLIDS 

Nguyen Van Hieu 

Analytical properties of nonlinear susceptibilities of solids are studied. Spectral 
representations of the susceptibilities are obtained. The susceptibilities are compared 
with the amplitudes of multiphoton interaction processes. We consider the one-dimen­
sional dispersion relation and the threshold behaviour of the susceptibilities. On the 
basis of the analyticity of the latter we prove the asymptotic relation for the suscepti­
bilities at high frequencies. 




