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Пусть А — редуцированная абелева группа конечного ранга без кручения, такая 
что почти все простые числа обратимы в кольце эндоморфизмов группы А. 
Описана категория прямых слагаемых прямых сумм нескольких экземпляров 
группы А (как моноид с действием, индуцированным прямым сложением), 
Описаны также локализующие функторы для этой категории. Аналогичные 
результаты получены также для категории конечно-порожденных проективных 
модулей над кольцами, в которых обратимы почти все простые числа и 
аддитивная группа которых является редуцированной абелевой группой без 
кручения конечного ранга. 

§1. Введение 

Стандартные обозначения. Как обычно, мы обозначаем через No, Z, Q, Ш, 
С моноид неотрицательных целых чисел, кольцо целых чисел и поля раци­
ональных, вещественных и комплексных чисел. Далее, для простого р мы 
обозначаем через Zp, Qp, Щр) кольцо целых р-адических чисел, поле всех 
р-адических чисел и кольцо рациональных чисел, знаменатели которых не 
делятся на р. Для кольца Т и положительного целого п через Т„ обозначается 
кольцо п х гс-матриц над Т. Пусть А — один из моноидов No, Z, Q, Ш, а X 
— конечное множество; мы используем обозначение Ах для множества всех 
отображений из X в А. Элементы множества Ах мы называем векторами; 
для вектора d е Ах его х-я компонента обозначается через dx (х € X). Пусть 
2) — другое конечное множество; мы говорим, что матрица Ф = {*рХу), строки 
которой нумеруются элементами ж 6 X, а столбцы — элементами у € ф, 
является (X х 2))-матрицей. Если все элементы (X х 2))-матрицы Ф = (<рху) 
целочисленные и d e 1?, то обычным образом определено произведение 
d<S>eZx:(d<l>)y = Y:x(;Xdx<pxy, 

На протяжении всей работы S — фиксированное множество простых чи­
сел. Мы обозначаем через S множество S U {0} и через Z(s) — кольцо ра­
циональных чисел, знаменатели которых не делятся на простые числа из 5. 

Ключевые слова: конусы, прямые разложения, абелевы группы. 
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Почти всегда (кроме одного пункта настоящего Введения) множество 5 будет 
конечным. 

Функтор А'+. Пусть N — аддитивная категория; для любого объекта X ка­
тегории N обозначим через [X] класс изоморфизма объекта X. Все появля­
ющиеся в этой работе категории настолько малы, что классы изоморфизма 
объектов этой категории образуют множество; мы будем обозначать это мно­
жество через K+(N). Пусть х = [X], у = [У] — элементы K+(N); положим 
х + у — [X ф Y]. Относительно этой бинарной операции K+(N) представля­
ет собой коммутативный моноид. Если в категории N выполняется теорема 
Крулля-Шмидта, а множество X классов изоморфизма неразложимых объ­
ектов категории N конечно, то каждый класс у € K+(N) может быть един­
ственным образом представлен в форме J2xex п*я;> Пх € ^°- Поэтому в этом 
случае моноид K+(N) канонически изоморфен полугруппе Njf всех отобра­
жений X —»• И0; если X — множество порядка г, то эта полугруппа изоморфна 
(не канонически) моноиду NQ. 

Каждый аддитивный морфизм F : N\ -> N2 аддитивных категорий инду­
цирует гомоморфизм моноидов / : K+(Ni) -> At(N2). 

й'-локальные группы и связанные с ними категории. Мы называем 5-лока-
лыюй группой любой Z(s)-модуль без кручения. Другими словами, абелева 
группа без кручения называется 5-локальной, если все простые числа q £ S 
обратимы в кольце эндоморфизмов этой группы. 

Напомним несколько определений из [1J (со слегка измененными обо­
значениями). Обозначим через М категорию редуцированных S-локальпых 
абелевых групп конечного ранга. Пусть К — некоторое коммутативное ассо­
циативное кольцо с 1; обозначим через Мк категорию с теми же объекта­
ми, что и категория М, для которой группы гомоморфизмов определяются 
правилом Нотмк(А, В) = Нот(Л, В) ® К. Может оказаться, что существует 
идемпотентный эндоморфизм какого-то объекта категории Мк, не соответ­
ствующий никакому прямому слагаемому этого объекта; поэтому полезно 
присоединить к категории Мк „мнимые прямые слагаемые". Точнее говоря, 
обозначим через Мк категорию, объектами которой являются пары (А,е), 
состоящие из объекта А категории Мк и его идемпотеитпого эндоморфизма 
е; группа гомоморфизмов объекта (А,е) в объект (В, d) полагается равной 
сШотмк{А,В)е. Для р е S обозначим через М0, Мр, Мр категории Мк для 
А', равного соответственно Q, Ър, Qp. Легко видеть (и это было показано в 
[1]), что во всех трех этих категориях выполняется теорема Крулля-Шмидта 
(в отличие от самой категории М). Отметим также, что в первой из наших 
категорий нет „мнимых прямых слагаемых":- М0 = Mq = Mq. 

Включения Ъ «-> Ър <-»• Qp, Z ч Q ч Qp индуцируют функторы Fp : М -» 
Мр, Gp : Мр -4 Мр, F0 : М -> М0, Нр : М0 -> Мр, которые в свою очередь 
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индуцируют гомоморфизмы моноидов /р : К+(М) -¥^К+(МР), др : К+(МР) -> 
К+{МР) /о : К+(М) -» К+(М0), hp : К+(Ма) -* А'+(МР). Очевидно, что gpfp = 
hpfo для всех р € 5. 

Следующая теорема является переформулировкой одного из главных ре­
зультатов работы [1] в слегка измененной форме. 

Теорема 1. Пусть х0 е К+{М), хр € К+(МР) (р 6 S). S-локальная группа А из 
категории М, такая что fo([A]) - х0, fP{[A}) = хр для всех р€ S, существует 
тогда и только тогда, когда 

(1) hp(xo) — gp(xp) для всех р € 5; 
(2) если В —• группа из М, такая что /о([В]) = х0, то хр = fP{[B]) для 

почти всех (т.е. для всех, кроме конечного числа) простых чисел р из 
множества S. 

Группа А.единственна с точностью до почти изоморфизма. 

Доказательство. Обозначим через Мто категорию Мц для К = С. Посколь­
ку алгебраическое замыкание поля Qp является алгебраически замкнутым 
полем характеристики 0 и мощности континуума, оно изоморфно полю С; 
поэтому существуют (не канонические) погружения полей Qp в С. Эти по­
гружения индуцируют функторы G'p : Мр ->• М^, которые, в свою очередь, 
индуцируют гомоморфизмы моноидов g'p : К+(МР) -*• К+(Моо). Заметим, 
что функторы G'pHp : М0 -»• М^, GpGp : Мр -»• Мм совпадают с функторами, 
индуцированными вложениями Q «-> С, Zp «-»• С. В [1] наша теорема была до­
казана в немного отличной форме. Именно вместо (1) у нас было следующее 
условие: 

(1 ' ) a'pliP(xo) =9р9р{хр). 
Но последнее условие эквивалентно (1), потому что гомоморфизмы д'р инъ-
ективны (это тоже было доказано в [1]). 

Начиная отсюда и-до конца работы мы предполагаем, что множество S 
конечно. Тогда условие (2) теоремы 1 исчезает, а почти изоморфные группы 
становятся изоморфными (это следствие 7.19(a) из книги Арнольда [2]). 
Поэтому мы получаем следующее утверждение. 

Предложение 1. Пусть х0 € К+(М), хр е К+{МР) (р е S). S-локальная группа 
А из категории М, такая что /о([А]) = х0, fp([A]) — хр для всех р 6• S, 
существует тогда и только тогда, когда hp{xo) — gP(xp) для всех р£ S. Если 
А, В — такие объекты категории М, что /Р{[А}) = fp([B]) для всех р е S, то 
[А] = [В]. 

Категории М(Х), МР(ХР). Категория М слишком велика, но она является объ­
единением меньших категорий, которые мы сейчас и определим. Выберем 



232 А. В. ЯКОВЛЕВ 

для каждого р Е § конечное множество Хр различных классов изоморфизма 
неразложимых объектов категории Мр и обозначим через X набор, состоящий 
из всех множеств Хр, р £ S. Обозначим через МР(ХР) полную подкатегорию 
категории Мр, состоящую из всех объектов, классы изоморфизма всех не­
разложимых прямых слагаемых которых содержатся в Хр. Пусть М(Х) — 
полная подкатегория М, состоящая из всех 5-локальных групп А, таких что 
объект FP(A) принадлежит категории МР(ХР) для всех р е S. Ясно, что пря­
мые суммы объектов категории М(Х) снова являются объектами категории 
М{Х), и обратно, все прямые слагаемые объектов этой категория — тоже 
объекты категории М(Х). 

В частности, пусть А — группа из М и пусть ХР — множество классов 
изоморфизма всех неразложимых прямых слагаемых объекта FP(A) (ре S); 
мы будем обозначать соответствующие категории М(Х), МР(ХР) через М(А), 
Мр(А). Заметим, что М(А) — полная подкатегория категории М, состоящая 
из всех групп, изоморфных прямым слагаемым прямых сумм нескольких 
экземпляров группы А. Аналогично МР(А) — полная подкатегория Мр, со­
стоящая из всех объектов, которые изоморфны прямым слагаемым прямых 
сумм нескольких экземпляров объекта FP(A). 

Конус К(А). Гомоморфизмы fp : К+(М(А)) -> К+(МР(А)) индуцируют гомо­
морфизмы f(A) : К+(М(А)) -*• 0 р е 5 К+(МР(А)). Из предложения 1 следует, 
что f(A) — инъективный гомоморфизм, т.е. /(Л) — мономорфизм моноида 
К+(М(А)) классов изоморфизма объектов категории М(А) в моноид К+(А). 
Поэтому образ fC(A) гомоморфизм f(A) канонически изоморфен моноиду 
К+(М(А)). Но мы рассматриваем этот моноид не как абстрактный моноид, 
но как подмоноид прямой суммы моноидов К+ (МР(А)); поэтому он не толь­
ко содержит информацию о разложениях групп из М(А), но также описывает 
разложения локализаций этих групп. Моноиды К+(МР(А)) устроены совсем 
просто: они являются свободными коммутативными моноидами, потому что 
в категории МР(А) выполняется теорема Крулля-Шмидта. Одной из целей 
настоящей работы является описание всех подконусов прямой суммы свобод­
ных коммутативных моноидов, которые могут быть реализованы в качестве 
К{А) для некоторой группы А; из предыдущих рассмотрений следует, что в 
то же время мы полностью опишем категории М(А), МР(А) (относительно 
прямых разложений) и функторы Fp. 

Конус К.(Е) для 2(5)-алгебры Е. Мы называем 2($)-алгеброй ассоциативное 
кольцо с 1, аддитивная группа является 2(з)-модулем. Легко доказать, что 
если аддитивная группа 2(5)-алгебры Е — редуцированная группа конечного 
ранга, то ее радикал Джекобсона R содержит произведение всех простых чи­
сел р из множества S; поэтому фактор-кольцо E/R конечно, и оно расклады­
вается в прямую сумму своих р-компоиент (E/R)P. Пусть V(E), V({E/R)P) — 
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категории конечно-порожденных проективных £"-модулей и (£у/?)р-модулей. 
Для упрощения обозначений будем писать К+(Е), K+((E/R)P) вместо 
K+(V(E)),K+(V((E/R)P)). Поскольку кольцо (E/R)p полупросто, K+{(E/R)P) 
— свободный коммутативный моноид,, порожденный классами изоморфиз­
ма неприводимых (Е/й^-модулей, которые в то же время являются не­
приводимыми ^-модулями. Пусть Р — конечно-порожденный проективный 
^-модуль; положим Arp([Pj) = [Р/(рР + RP)] G K+{{E/R)P). Отображение 
kp : К+(Е) ->• K+((E/R)P) представляет собой гомоморфизм коммутатив­
ных моноидов. Обозначим через к(Е) : К+(Е) -+ ®p€S K+({E/R)P) прямую 
сумму гомоморфизмов кр, а через К.{Е) — образ гомоморфизма к(Е). Второй 
целью этой работы является характеризация тех подконусов прямых сумм 
свободных коммутативных моноидов, которые могут быть конусами К,(Е) 
для каких-то 2(5)-алгебр Е. 

Примитивные и квазипрнмнтивные конусы. Пусть L+ — свободный 
конечно-порожденный коммутативный моноид, т.е. моноид, изоморфный Njf 
для какого-то конечного множества X. Существует единственная с точностью 
до изоморфизма свободная абелева группа L = Zx, такая что L+ — подмоно-
ид L, и каждый элемент группы L является разностью элементов моноида 
L+; мы будем называть L обертывающей группой свободного моноида L+. 
Далее, будем говорить, что подмоноид U+ свободного моноида L+ является 
конусом в L+, если существует подгруппа U обертывающей группы L моно­
ида L+, такая что U+ = U П L+. Подгруппа U обертывающей группы L будет 
называться пустой, если U П L+ = 0. 

В этом параграфе S обозначает произвольное конечное множеств (не обя­
зательно состоящее из простых чисел). Прямая сумма L+ свободных мо­
ноидов L+ (р е 5) — снова свободный моноид, и обертывающая группах 
моноида L+ — это прямая сумма обертывающих групп Ьр моноидов L+. 
Мы называем подгруппу U группы L разложимой (относительно разложе­
ния L+ = ф р е 5 Lp), если U = ф р € 5 ( ^ П Lp). Подгруппа U группы L будет 
называться квазипустой относительно того же разложения, если существует 
подмножество S' множества S, такое что U Г) L+ = ф р 6 5 , L+. 

Конус U+ в свободном моноиде L+ будет называться примитивным от­
носительно разложения L+ = ©р€5^р*"> е с л и существуют подгруппы {/0 С U 
обертывающей группы L свободного моноида L+, такие что U+ = U(~\L+, Щ 
— пустая разложимая (относительно разложения L+ = ф р е 5 £*) сервантная 
подгруппа группы L, а группа U/U0 изоморфна Z. Конус {/+ в свободном 
моноиде L+ будет называться квазипримитивным относительно разложения 
Ь+ = фр^3Ь+, если существуют подгруппы Щ С U обертывающей группы 
L свободного моноида L+, такие что U+ = U П L+, U0 — разложимая квази­
пустая относительно разложения L+ = ф р е 5 L+ сервантная подгруппа L, а 
ранг фактор-группы U/UQ не больше 1. 
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Главные результаты. Пусть L+ — свободные конечно-порожденные комму­
тативные моноиды (р е S), L+ — ф р б 5 L+ и U+ С L+. Мы доказываем, 
что 

• S-локальная группа А, такая что К+(МР(А)} = L+ для всех р € S, а моно­
ид К.(А) С ф р £ 5 К+(МР(А)) — ф р е 5

 L$ совпадает с U+, существует тогда и 
только тогда, когда U+ не содержится ни в каком собственном прямом сла­
гаемом моноида L+ и U+ является пересечением конечного числа примитивньа 
(относительно разложения L+ = ф р € 5 ^р") конусов (см. теорему 5); 

• кольцо Е с радикалом R, такое что аддитивная группа Е — конечно-
порожденный Щз)-модулъ без кручения, K+((E/R)P) = L+ для всех р е S и 
моноид К(Е) С ®P£SK

+((E/R)P) = ф р € 5 L+ совпадает с U+, существует 
тогда и только тогда, когда U+ не содержится ни в каком собственном 
прямом слагаемом моноида L+ и U+ является пересечением конечного числа 
примитивных (относительно разложения L+ — ф р е 5 L+). конусов (см. тео­
рему 6); 

• кольцо Е с радикалом R, такое что аддитивная группа Е — редуцирован­
ный "L^-модуль конечного ранга без кручения, k+((E/R)p) = L+ для всех р € S 
и моноид К,(Е) С ф р £ 5 K+((E/R)P) = ф р € 5 L+ совпадает с U+, существует 
тогда и только тогда, когда U+ не содержится ни в каком собственном 
прямом слагаемом моноида L+ и U+ является пересечением конечного чи­
сла квазипримитивных (относительно разложения L+ = ф р 65^Р

ь ) конусов 
(см. теорему 7). 

Пример конуса, не удовлетворяющего требованиям теорем 5-7. 
Пусть Lf = L% = L% = No, L+ = L+ ф L+ ф L+ и пусть U+ С L+ — 

конус, порожденный векторами (1,1,0), (0,1,1) € Ь\ ф Lj © ^з- Нет ни од­
ной нетривиальной пустой разложимой подгруппы обертывающей группы 
L — 1? моноида L+, а каждая нетривиальная квазипустая разложимая сер-
вантная подгруппа L порождается одним, двумя или всеми тремя из векторов 
(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1). Но любая подгруппа L, содержащая U+, и даже только 
один из этих векторов, совпадает с L. Поэтому L+ — единственный содержа­
щий U+ квазипримитивный конус в L+, и U+ не может быть пересечением 
квазипримитивных конусов. 

Этот пример показывает, что ограничения, наложенные на конусы tC(A), 
К.(Е) теоремами 5-7, нетривиальны. 

Несколько замечаний об истории вопроса. Первый результат, описывающий 
конус конечно-порожденных проективных модулей над полулокальным коль­
цом, был получен А.Факкини и Д.Херберой ([5], см. также [4]). В наших 
терминах они доказали, что для любого конуса U+ в свободном конечно-
порожденном коммутативном моноиде L+, не содержащемся ни в каком 
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собственном прямом слагаемом L+, существует полулокальное кольцо Е с 
радикалом Д, такое что K+(E/R) = L+. и К(Е) — U+. Другие доказатель­
ства этого результата были найдены Р.Вигандтом [6] и автором настоящей 
статьи [7]. Более того, в [7] было доказано, что в ситуации теоремы Факкини-
Херберы можно в качестве Е взять кольцо эндоморфизмов р-локальной груп­
пы, т.е. 5-локальной группы с S, состоящим из единственного простого числа 
р. Легко доказать (и фактически это было доказано в [7, лемма 4]), что если 
|5 | = 1, то каждый конус в L+, не содержащийся ни в каком собственном 
прямом слагаемом конуса L+, является пересечением конечного числа при­
митивных конусов; поэтому наша теорема 6 обобщает результаты работы [7]. 
Заметим, что в [4-7] все простые Я-модули были равноправны; в настоящей 
статье мы различаем простые Е-модули, имеющие различные периоды (как 
абелевы группы), и описание конуса К.{Е) становится намного сложнее. 

§2. Делимые объекты категорий Мр 

Объект категории Мр (р е S) или М0 называется делимым, если адди­
тивная группа кольца эндоморфизмов этого объекта — делимая группа. Все 
объекты категории М0 делимы. 

Лемма 1. Пусть ре S и пусть X — делимый неразложимый объект категории 
Мр. Тогда объект Z = GP(X) категории Мр неразложим. Если У — неразло­
жимый объект категории Мр, не изоморфный X, то объект Z не изоморфен 
никакому прямому слагаемому объекта GP(Y). 

Доказательство. Аддитивная группа кольца эндоморфизмов Е объекта X 
является Zp-модулем конечного ранга без кручения; поскольку объект X де­
лим, аддитивная группа Е тоже делима, и, следовательно, Е — конечномер­
ная Qp-алгебра. Эта алгебра локальна, потому что X — неразложимый объект. 
Кольцо эндоморфизмов Е объекта GP(X) равно E®zpQp = Е; следовательно, 
Е — локальное кольцо и объект GP(X) неразложим. 

Пусть теперь У — другой неразложимый объект категории Мр, неизо­
морфный X. Фактор-кольцо D кольца эндоморфизмов D прямой суммы 
X ф У по нильпотентпому радикалу раскладывается в прямую сумму i ф ( 
двух неизоморфных неразложимых левых идеалов; покажем, что эти идеалы 
двусторонние. Объект X делим; если У — тоже делимый объект, то Е — 
конечномерная Qp-алгебра. Поскольку объекты X, У неразложимы и неизо­
морфны, кольцо D представляет собой прямую сумму двух тел Т\ ф Ti, где 
Т\ и Тг — фактор-кольцо по радикалам колец эндоморфизмов объектов X, 
У. Предположим теперь, что объект У не делим. Тогда идеал i, порожден­
ный проектированием на X, делим, а идеал [, порожденный проектированием 
на У, не делим. Но множество всех делимых элементов кольца D является 
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двусторонним идеалом; следовательно, i — двусторонний идеал D, и потому 
слагаемое I — тоже двусторонний идеал D. 

Кольцо эндоморфизмов объекта GP(X фУ) равно тензорному произведе­
нию D ®ip Qp, и его фактор-кольцо по радикалу D ®%p Qp раскладывается в 
прямую сумму двусторонних идеалов i ®zp QP и [ ®%р Qp. Разложения этих 
идеалов в прямые суммы неразложимых левых идеалов не содержат изо­
морфных слагаемых. Отсюда следует, что неразложимый объект Z = GP(X) 
не изоморфен никакому прямому слагаемому объекта GP(Y). 

Лемма 2. Пусть X, Y — неизоморфные неразложимые объекты категории 
М0 и Z — неразложимое прямое слагаемое НР(Х); объект Z не изоморфен 
никакому прямому слагаемому объекта HP(Y). 

Доказательство. Доказательство подобно второй части доказательства лем­
мы 1, только все тензорные произведения берутся над Q, а не над TLp и 
объект НР(Х) не обязательно неразложим. • 

Лемма 3. Если Y — неразложимый объект категории Мо, X — делимый не­
разложимый объект категории Мр (р G S) и объекты HP(Y), GP(X) имеют 
изоморфные ненулевые прямые слагаемые, то каждый неразложимый объект 
Z категории Мр, такой что объекты HP(Y), GP(Z) имеют изоморфные нераз­
ложимые прямые слагаемые, является делимым. Для каждого неразложилюго 
объекта Y категории Мо существует р € S, такое что для любого делимо­
го объекта X категории Мр объекты GP(X), HP(Y) не имеют изоморфных 
ненулевых прямых слагаемых. 

Доказательство. Поскольку в категории М0 нет „мнимых прямых слагае­
мых", существует такая абелева группа А е ОЪ(М), что FQ{A) = У. Пусть Ё 
— фактор-кольцо кольца эндоморфизмов группы А по нильпотентному ради­
калу; поскольку объект F0(A) неразложим, тензорное произведение Т = E<g>Q 
— конечномерная алгебра с делением над Q. Множество Dp всех элементов 
из Ё, которые делятся на все степени р, является двусторонним идеалом Ё; 
тогда DP®Q — двусторонний идеал Т. Поэтому Dp• ® Q = 0 или DP®Q = T; 
в первом случае Dp = 0, во втором фактор-группа E/Dp периодична. Но Dp 
— сервантная подгруппа Ё; поскольку группа Ё не имеет кручения, отсюда 
следует, что Dp совпадает с Ё. Итак, DP = 0 или Dp = Ё. 

Фактор-кольцо Ёр кольца эндоморфизмов объекта FP(A) по нильпотент­
ному радикалу равно Ё ® Ър. Пусть FP(A) = Y\ ф ••• ф Yn — разложение 
объекта FP(A) в прямую сумму неразложимых объектов. Если Dp = 0, адди­
тивная группа кольца Ёр не содержит делимых элементов, и потому объекты 
Yi,...,Y„ не являются делимыми. Если X — делимый неразложимый объект 
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категории Мр, то по лемме 1 неразложимый объект GP(X) не входит прямым 
слагаемым ни в один из объектов Gp(Yx),...,Gp(Yn). Следовательно, GP{X) 
— не прямое слагаемое HP{Y) = HPF0(A) = GPFP(A) = Gp(Yi) ф • • • ф Gp(Yn). 

Наоборот, если Dp = Ё, то Ёр — полупростая алгебра над Qp и объекты 
Уь...,У„ делимы. Тогда, по лемме 1, объекты Gp(Yi),...,Gp{Yn) неразло­
жимы. Поскольку в категории Мр выполняется теорема Крулля-Шмидта и 
ЯР(У) = Gp(Yi)©- • фСр(Уп), любое неразложимое прямое слагаемое объекта 
HP(Y) изоморфно одному из объектов GP(Y\),...,Gp(Yn). По лемме 1, если Z 
— неразложимый объект категории Мр и объект Gp(Yi) изоморфен прямому 
слагаемому GP(Z), то объект Z изоморфен У,-. Поэтому объект Z делим. 

Если Dp — Ё для всех р 6 S, т.е. каждый элемент Ё делится не только 
на все простые числа q £ S, но также и на все р € S, то аддитивная группа 
кольца Ё делима, и, следовательно, группа А делима; но это невозможно, 
потому что категория М состоит лишь из редуцированных групп. Поэтому 
существует такое число р е S, что Dp = 0, а мы показали выше, что в этом 
случае объект #Р(У) не имеет ненулевых прямых слагаемых, изоморфных 
прямым слагаемым объекта GP(X) для делимого X G ОЪ(Мр). 

§3. Теорема существования неразложимых объектов 

Теорема 2. Пусть S — конечное множество простых чисел, S = S'U{0}, Xp (p G 
S), 3Р (р 6 S) — конечные множества классов изоморфизма неразложимых 
объектов категорий Мр, Мр. Предположим, что для каждого р€ S и каждого 
х € Хр, у € Хо элементы gp(%),hp(y) e К+(МР) раскладываются в суммы 
элементов множеств 3Р.* 

9р(х) = 23 V>Lz, М») = £ $у*г-
2ЕЗр гбЗр 

Для каждого ре. S обозначим через Х'р С Хр множество классов изоморфизма 
неделимых объектов из Хр. (Хр х^р)-матрицы Фр = (<p%z) и (Хах\)-матрицы 
Фр = (V'JJz) удовлетворяют следующим условиям: 

(1) все элементы матриц Фр, Фр (р £ S) — неотрицательные целые чи­
сла, и в каждой строке каждой из этих матриц есть хотя бы один 
ненулевой элемент; 

(2) для каждого у е Х0 существуют р б S, z £ Зр и х е Х'р, такие что 
Фр

Уг Ф О, Я, фО; 
(3) в каждом столбце каждой из матриц Фр не более одного ненулевого 

элемента; 
(4) если х 6 Хр \ Х'р, то существует единственный элемент z е Зр» такой 

что 9?£г = 1, причем <р%,г — единственный ненулевой элемент в своей 
строке и в своем столбце; 
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(5) если р £ S, у G X0,х\,х2 G Хр, z\,z-i е Зр — такие элементы, что 
%z, Ф о, Фр

у,2 Ф о, уг1Я1 Ф о, ^2г2 ф о, и «! 0 а:;, т о *2 £ ж;. 
Доказательство. Все утверждения теоремы 2 следуют из лемм 1-3 или три­
виальны. 

Справедливо и обратное утверждение. 

Теорема 3. Пусть S — конечное множество простьа чисел, S = SU {0}, Хр 
(р (Е S), Зр (р € S) — конечные непустые множества и Х'р — подмножества 
множеств Хр (р е S). Пусть, далее, Фр = (у?£г) — (£р ж ЪР)-матрицы и 
Фр = (V;yZ) — {Хах\)-матрицы (р е S). Если матрицы Фр, Фр удовлетворяют 
условиям (1)-(5) теоремы 2, т о можно заменить элементы множеств Хр 
(р € •§), Зр (р € 5) на такие различные классы изоморфизма неразложимых 
объектов категорий Мр (р € S), Мр (р е ,?), что 

(1 ) 0р(ж) = ^ 6 3 р V>xzz>hp(y) = ЕгбЗр ^ « ^ вСеХ Р £ S U вСеХ Х € Хр, 
у € Х 0 ; 

(2) класс изоморфизма х е Хр неразложимых объектов категории Мр 
(р € 5) делим тогда ш только тогда, когда х £ Х'р. 

В частности, теорема 3 справедлива и когда Х'р — Хр для всех р е S; в этом 
случае результат проще и точнее. 

Теорема 3'. Пусть S — конечное множество простьа чисел, S = S U {0} и 
пусть Хр (р £ S), Зр (р G 5") — конечные непустые множества. Пусть, далее, 
ф р = (Pxz) — (Хр * Ър)-матрицы и Фр = (^р

г) — (£о х ЪР)-матрицы (р G 5). 
Предположим, что выполняются следующие условия: 

(1) все элементы матриц Фр, Фр (р € 5) неотрицательные целые числа, и в 
каждой строке каждой из этих матриц есть хотя бы один ненулевой 
элемент; 

(2) в каждом столбце каждой из матриц Фр не более одного ненулевого 
элемента. 

Тогда можно заменить элементы множеств Хр (р € S), Зр (р £ S) на раз­
личные классы изоморфизма неразложимьа объектов категорий Мр (р б §), 
Мр (р € S), так чтобы 

гбЗр г 6 3 Р 

для всех р € S и всех х € Хр, у е ЭСо- Классы изоморфизма х еХр (р€ S) могут 
быть выбраны так, что их кольца эндоморфизмов — конечно-порожденные 
"Ер-модули. 
Доказательство теорем 3, 3'. Не теряя общности, можно считать, что нену­
левые элементы есть во всех столбцах матриц Фр. Если это не так, добавим к 
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каждому из множеств Зр, Х0 по одному новому элементу z'p (соответственно 
у') и положим 

4?xz< = ^lz> = 0 для всех х£Хр,у£Х0, уфу'; 
( 1, если </£., = О для всех х £ Хр 

10 в противном случае 

(Нам пришлось добавить нулевые столбцы ко всем матрицам, потому что 
некоторые из исходных матриц Фр могли вообще не иметь нулевых столб­
цов). 

Далее, мы можем предположить, что ненулевые элементы есть во всех 
столбцах матрицы Фр: если, например, это неверно для z-ro столбца матриц 
Фр, добавим к множеству Хр новый элемент х' и положим ipp

x,z = 1, <f%,t = О, 
если t б Зр, t ф z. Существует единственный элемент у £ Хо, такой что 
i>v

yz ф 0; включим новый элемент х' в подмножество Х'р, если и только если 
существуют элементы t £ 3Р, х £ Х'р, такие что фг

у1 ф 0, y£t ф 0. 
Определим несколько множеств, описывающих структуру наших матриц. 

Для каждых р £ S и у £ Хо обозначим через Др множество всех таких 
индексов z £ Зр, что ф^г ф 0. Заметим, что все множество 3Р является объ­
единением множеств Др и что Д£, Г) Др = 0, если у' ф у. Пусть Зр, Зр — 

множества элементов z £ 3Р, для которых существует такой элемент ж £ Х'р 
(соответственно х £ Хр \Хр), что ipxz ф 0. Из условия (5) теоремы 2 следует, 
что каждое из множеств Ур, Ур является объединением нескольких множеств 
Др. Обозначим через £р С Хр множество тех ж £ Хр, для которых y>xz = 0 для 
всех z £ Зр. Из условия (4) теоремы 2 следует, что если х $. £р , то yPxz — 0 
для всех z £ Зр, но существует единственный z £ Зр, такой что ipxz = 1, и это 
единственный ненулевой элемент в своих строке и столбце. 

Выберем такие положительные целые числа ту, что Ylhex vL < ту'Ф1уг 
для всех р £ S, для которых Др С Ур, и всех z £ Др, и положим 

Р ={ тУ^ ~ £ле.тР ^ " е с л и z € АУ' 
I °> е с л и *£Ц,е*оДу-

Существуют конечномерные над Q алгебры с делением Т^у\ такие что для 
каждого р £ S тензорное произведение Т^ <g> Qp раскладывается в прямую 
сумму матричных колец ®г6др(А!),/,''г, где Dz — конечномерные алгебры с 
делением над Qp. Обозначим туф^г через nz и положим 

^ о = 0 ТЩ], Ёр = Е0 ® QP = ф (Dz)n, 
у€Хо гёЗр 



240 А. В. ЯКОВЛЕВ 

(напомним, что множество 3Р является объединением множеств Д р . Разло­
жим кольцо Ер в прямую сумму колец 

^ =©№)»., K=@{Dz)ni. 

Пусть Лг — максимальный порядок в теле Dz; положим 

3>=ф(Л,)„,-

Пусть г £ Зр и пусть у — единственный элемент из £о, такой что z e 
ДР. Множество {1,2, . . . ,п г} состоит из nz = туфР, = </0z + YI^XP V>L = 
'Poz + 5Zxes flz элементов (напомним, что ^ г = 0, если х g Ep, z € Ур). 
Поэтому мы можем разбить это множество в объединение непересекающихся 
подмножеств Ux (х e SpU{0}), таких что порядок каждого UX равен (pv

xz. Пусть 
X(P)XZ — квадратная диагональная матрица порядка nz, элемент !„« которой 
равен 1, если и е Ux, и равен 0 в противном случае. Суммы 

£ = 0г ( р ) "еф(л , ) п . =3 , с# , (1€з?и{0}). 
гез^ *ез;, 

являются попарно ортогональными идемпотентами кольца Sp. Сумма идем-
потентов II, х е '£р — единица кольца Sp. Обозначим через Ер подкольцо Ер, 
порожденное Ер Фр5р и идемпотентами l\ (h e Ер). 

Кольцо Ео — плотное подмножество прямой суммы ф р е 5 Ер* пусть Е = 
(ФР65 ЕР) Л £о- Аддитивная группа кольца £ — абелева группа конечного 
ранга без кручения; из-за условия (2) теоремы 2 эта аддитивная группа 
редуцирована. По теореме Корнера (см. [3]) существует абелева группа А 
без кручения конечного ранга, кольцо эндоморфизмов которой в точности 
равно Е. Поскольку кольцо Е — 22(5)-модуль, группа А — тоже 2(5)-модуль; 
следовательно, А — объект категории М. Кольца эндоморфизмов объектов 
F0(A), Fp(A), HpFo(A) равны соответственно E®Q= Е0, E®ZP = Ер, E®QP = 
Ер. 

Для элемента у £ Х0 пусть /° — матрица из Т$] С ®t€XoTJh,} = Е0, верхний 
левый элемент которой равен 1, а все остальные элементы равны 0. Обозна­
чим через у € К+{М0) класс изоморфизма неразложимого объекта IyF0(A) 
категории М0. Тогда [^о(А)] = J2yex0

 туУ- Аналогично для z e 3Р пусть Jv
z — 

матрица из (Аг)п, С ф ( 6 3 (Dt)n, = Ер, левый верхний элемент которой равен 
1, а все остальные элементы равны 0. Пусть z — класс изоморфизма нераз­
ложимого объекта JPHPF0(A) категории Мр. Тогда [HPF0(A)] = Х^ез„ "«•*• 
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Мы уже определили идемпотенты Щ для ж € £Р. Если х £ Хр, х fc Ер, то 
существует единственный элемент z £ Ур', такой что фХ2 = 1, и элемент Jp £ 
Вр тоже содержится в кольце Ер\ в этом случае положим 1Р = Jf и обозначим 
J* = "«• Для каждого х £ Хр пусть х — класс изоморфизма неразложимого 
объекта FXFP{A) категории Мр. Тогда [РР(Л)] = [/£ ^Р О4)]+E J^sp

l* *+£*££, *• 
Из нашей конструкции следует, что классы х £ К+(МР) (х £ Хр, р £ S), 

у £ К+(М0) {у £ Jo), z £ К+(МР) (z £ 3Р, Р £ S) удовлетворяют всем тре­
бованиям теоремы 3. Более того, поскольку мы дополняли матрицы Фр, Фр 

новыми строками и столбцами, мы построили больше объектов, чем требо­
валось; в частности, неразложимые классы [IQFP(A)], которые появляются в 
рассуждениях, для наших целей лишние. 

Чтобы завершить доказательство теоремы 3', остается заметить, что если 
Х'р = Хр для всех р £ S, то для каждого р £ S аддитивная группа кольца 
Ер = Sp — конечно-порожденный 25р-модуль; кольца эндоморфизмов классов 
изоморфизма х равны 1РЕР1Р; следовательно, они тоже конечно-порожденные 
2р-модули. 

§4. Моноиды К,(А), 1С(А) 

Для р £ S и ^-локальной группы А обозначим через МР(А) и МР(А) пол­
ные подкатегории категории МР[А), состоящие соответственно из всех дели­
мых объектов и всех объектов, у которых нет ненулевых делимых прямых 
слагаемых. Поскольку теорема Крулля-Шмидта выполняется в категории 
МР(А), получаем, что К+(МР(А)) = К+(МР(А)) 9 К+(МР(А)), и это прямое 
разложение является каноническим. Пусть 7гр : К+(МР(А)) ->• К+(МР(А)) — 
проекция на второе слагаемое этой прямой суммы, и пусть /р : К+(М(А)) -» 
К+(МР(А)) — композиция гомоморфизмов /р : К+(М(А)) ->• К+(МР(А)) и 
ТГр. 

Гомоморфизмы /р : К+(М(А)) -+ К+(МР(А)) индуцируют гомоморфизм 
/(Л) : К+(М(А)) -4 0 p 6 S К+(МР(А)). Пусть ЦА) С ф р б 5 К+{МР(А)) - образ 
этого гомоморфизма. Напомним, что К{А) — это образ аналогичного отобра­
жения ДА) : К+{М(А)) -» ®pes

K+(Mp(A))- Очевидно, что К(А) = v(K{A)), 
где я- : ф р 6 5 Л"+(МР(Л))'-»• ф р 6 5 К+(МР(А)) — прямая сумма гомоморфиз­
мов пр. 

Лемма 4. Вектор 0 p e S d p £ ф р е 5 К+{МР{А}) содержится в К.(А) тогда и 
только тогда, когда существует вектор d° £ К+(Мо{А)), такой что hp(d°) = 
gp(dp) для всех р£ S. Вектор ф р е 5 dp £ ® p 6 S К+{МР(А)) содержится в К.(А), 
если и только если существуют векторы d° £ К+(Мо(А)), dp £ К+(МР(А)) 
(р £ S), такие что hp(d°) = gp(dp) и 3? - np(dp) для всех р £ S. 

Доказательство. Первое утверждение представляет собой переформулировку 
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предложения 1, а второе утверждение тривиально следует из определений и 
первого утверждения. 

Покажем, что моноид К.(А) канонически изоморфен моноиду IC(EndA), 
определенному во Введении. 

Лемма S. Пусть Е — кольцо, аддитивная группа которого — редуцированный 
Щзумодуль конечного ранга без кручения и R — его радикал Джекобсона. 
Тогда Е — полулокальное кольцо, E/R — конечное кольцо и N(E/R) = О, где 
через N обозначено произведение всех простых чисел р из множества S. 

Доказательство. Достаточно доказать, что N е R; тогда кольцо E/R изо­
морфно фактор-кольцу по радикалу конечного кольца E/NE, и, следователь­
но, кольцо Е полулокально. В свою очередь, для того чтобы доказать, что 
N б R, достаточно показать, что N содержится в каждом максимальном 
левом идеале U кольца Е. Если Л" ^ U, то левый идеал U + EN строго боль­
ше U, и поскольку U — максимальный идеал, U + EN — Е. В частности, 
существуют элементы х G Е, и £ U, такие что 1 = и + xN. Если у € Е, 
уи = 0, то у = уи + yxN = yxN; итерируя это соотношение, получаем, что 
у = y{xN) = y{xN)" = • •• = y(xN)s = ..., т.е. элемент у делится на все степени 
N. Но элемент у, как и любой элемент Х^-модуля, делится на все числа, 
взаимно-простые с N; поэтому элемент у делим и, следовательно, у = О, 
потому что аддитивная группа кольца Е редуцирована. Отсюда следует, что 
подгруппа Ей группы U изоморфна Е, и, следовательно группы, U и Е име­
ют один и тот же конечный ранг. Следовательно, пересечение U и Z • 1 не 
тривиально. Пусть Ni = Ni • 1 ф 0 — какое-то целое число, принадлежащее 
U; поскольку идеал U максимальный, существует простой делитель р числа 
N\, который тоже принадлежит U. Если р fi S, то р - 1 е £ и 1 = р_1р е U, т.е. 
U = Е; следовательно, р е S и N = {N/p)p 6 U. 

Теорема 4. Пусть А — группа из категории М, Е — ее кольцо эндомор­
физмов и R — радикал Е. Тогда аддитивная группа кольца Е — реду­
цированный Z^-модуль конечного ранга без кручения. Существует канони­
ческий изоморфизм а : фре3

 К+(МР(А)) ~* ®Pes K+((E/R)p)> такой что 
а(К+(Мр(А))) = K+((E/R)P) для всех PeS и а(ЦА)) = К(Е). 

Доказательство. Очевидно, что аддитивная группа Е — абелева группа ко­
нечного ранга без кручения. Если х £ Е — делимый элемент, то для каждого 
а € А элемент ха делим. Но группа А редуцирована, т.е. в А нет ненуле­
вых делимых элементов. Поэтому ха = 0 для всех а € А, и, следовательно, 
х — нулевой эндоморфизм А. Таким образом, в Е нет ненулевых делимых 
элементов; это и означает, что аддитивная группа кольца Е редуцирована. 
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Пусть Ер — Е®Ър — кольцо эндоморфизмов объекта FP(A) и Rp — его 
радикал. Заметим, что конечные кольца Е/рЕ и Ер/рЕр канонически изо­
морфны; следовательно, фактор-кольцо Ер/(рЕр + Rp) кольца Ер/рЕр по его 
радикалу (Rp+pEp)/pEp изоморфно фактор-кольцу E/(pE + R) кольца Е/рЕ 
по его радикалу (R+pE)/pE. В свою очередь, кольцо E/(pE + R) — это не что 
иное, как (E/R)p. Таким образом, мы установили, что кольца Ер/(рЕр + Rp), 
(E/R)p канонически изоморфны, и мы будем отождествлять эти кольца. 

Определим несколько гомоморфизмов, связывающих моноиды А'+(*). 
Тензорное умножение на Zp индуцирует гомоморфизм sp : К+(Е) -»• К+(ЕР). 
Пусть В — объект категории М(А); тогда Н(В) = Нот(А,В) •— конечно-
порожденный проективный Е-модуль. Мы определили, таким образом, функ­
тор Я из категории М(А) в категорию конечно-порожденных проективных 
Я-модулей. Этот функтор является эквивалентностью категорий; поэтому он 
индуцирует изоморфизм h : К+(М(А)) -> К+{Е). Таким же образом опре­
делим изоморфизмы hp : К+(МР(А)) -»• К+(ЕР). Пусть, далее, Р — конечно-
порожденный проективный Е'р-модуль. Тогда Р/(рЕр + RP)P — конечно-
порожденный проективный модуль над кольцом Ер/(рЕр + Rp), которое ка­
нонически изоморфно кольцу E/(pE + R) = (E/R)p. Это соответствие инду­
цирует гомоморфизм jp : К+(ЕР) -> K+((E/R)P). Все эти гомоморфизмы и 
гомоморфизмы /р , кр, определенные ранее, изображены на диаграмме: 

К+(М(А)) 

К+(МР(А)) 

Легко проверить, что для каждого р € S эта диаграмма коммутативна. 

Лемма 6. Гомоморфизм ар = jphp является изоморфизмом. 

Доказательство. Поскольку теорема Крулля-Шмидта выполняется в катего­
рии Mv, каждое неразложимое прямое слагаемое прямой суммы нескольких 
экземпляров объекта FP(A) изоморфно прямому слагаемому FP(A). Пусть 
[U\],...,[Um] — все различные классы изоморфизма неразложимых прямых 
слагаемых объекта FP(A); каждый объект категории МР(А) — прямая сумма 
нескольких объектов, каждый из которых изоморфен одному из объектов Ui, 
1 ^ i ^ т. Предположим, что объекты Ui,...,Ui неделимы, а остальные объ­
екты Ui+i,.. .,Um делимы. Тогда K+(Mj,(A)) — свободный коммутативный 
моноид с базисом [Ui],...,[Um] и К+(МР(А)) — свободный коммутативный 
моноид с базисом [Ui],..., [Щ. 

-)• К+(Е) ===== К+(Е) 

-> К+(ЕР) —->• K+((E/R)P). 
Jp 
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Для каждого г обозначим через е,- е Ер идемпотентный эндоморфизм 
объекта FP(A), такой что прямое слагаемое Ui совпадает с e,Fp(v4); пусть 
Qi ~ Epei/Rpei. Поскольку теорема Крулля-Шмидта выполняется в катего­
рии Мр и объект U, неразложим, Qi — простой £р-модуль, и каждый про­
стой .Ер-модуль изоморфен одному из модулей Qi. Если объект Ui делим, 
то умножение на р обратимо в кольце эндоморфизмов е,.Ере,- объекта Uf, 
поэтому рЕрв{ = Epeipei = Epti, и, следовательно, pQi = p(Epei/Rpei) = Qt. 
Наоборот, если объект Щ неделим, то умножение на р необратимо п кольце 
эндоморфизмов aEpCi объекта Ui, потому что умножение на все остальные 
простые числа обратимо. Следовательно, в этом случае ре,- принадлежит ра­
дикалу eiRpei кольца эндоморфизмов е{Ере, объекта [/;; отсюда видно, что 
pEpe.i С EpeiRpei С Дрег- и pQi = 0. 

Фактор-кольцо Ep/(pEp+Rp) является полупростым артиповым кольцом, и 
простыми Ер/(рЕр + Яр)-модулями являются нетривиальные из £р-модулей 
Qi/(pEp + Rp)Qi — Qi/pQi- Следовательно, [Q\],-..,[Qi] — это всё различ­
ные классы изоморфизма простых модулей над кольцом Ер/(рЕр + Rp) = 
(E/R)p. Поэтому K+((E/R)P) — свободный коммутативный моноид с бази­
сом [Qi],.-.,[Qz]. Очевидно, что ap([Ui]) = [Qi]; поэтому ар — изоморфизм 
свободного моноида К+(МР(А)) с базисом [U\],...,[U{\ на свободный моноид 
K+((E/R)P) с базисом [Qi\,...,[Qi\. Лемма доказана. 

Вернемся к доказательству теоремы 4. Пусть 

а :фК+(Мр(А)) - • фК+{(Е/Л)р) 
pes pes 

— прямая сумма изоморфизмов ар. Из коммутативности приведенных вы­
ше диаграмм следует, что отображение а /Л - 1 :.К+(Е) -» ®p€S K+((E/R)P) 
совпадает с отображением к = фр£5^р- Учитывая, что Л -1 — эпиморфизм, 
получаем 

а(ЦА)) = a(lmf) = Im(e/) = Im(a/A_1) = Im* = K{E). 

Теорема 4 полностью доказана. 

§5. Примитивные конусы и их пересечения 

В этом параграфе S — произвольное конечное множество (не обязательно 
состоящее из простых чисел). Мы исследуем здесь пустые подгруппы свобод­
ных абелевых групп, примитивные и квазипримитивные конусы в прямых 
суммах свободных моноидов и их пересечения (все определения были даны 
во Введении). • 

Следующая лемма характеризует пустые подгруппы. 
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Лемма 7. Пусть V — сервантная подгруппа группы Zx, такая что УпЩ = 0. 
Тогда существуют конечное множество 2) и (X х %))-матрица Ф — {fry), все 
элементы которой — неотрицательные целые числа, такие что V совпадает 
с множеством всех векторов d £ Zx, удовлетворяющих соотношению ёФ = 0. 

Доказательство. Свободная группа Zx канонически вкладывается в веще­
ственное векторное пространство Шх. В группе V нет ни одного ненулевого 
вектора, все компоненты которого — неотрицательные целые числа; поэтому 
по крайней мере одна компонента любого ненулевого вектора из ее рацио­
нальной оболочки QV отрицательна. Пусть V = RV; множество QV плотно 
в V, и, следовательно, по крайней мере одна компонента любого ненулевого 
вектора v € V отрицательна. Как обычно, через ех £ Шх мы обозначаем век­
тор, х-я компонента которого равна 1, а все остальные компоненты равны О 
(ж б X). Пусть е > 0 и пусть Те с Шх — множество всех векторов ^2хеХ ахех, 
таких что ах > —е для всех х е X и J ^ e * " * = 1. Все компоненты любо­
го вектора из замыкания То множества ТЬ неотрицательны; следовательно, 
V'nTo = 0. Но множества V, Т0 замкнуты, а множество То еще и компактно; 
поэтому существует такое р > 0, что />-окрестность любой точки из множе­
ства То не содержит ни одной точки из V. Пусть г — порядок множества X 
и е = р/\/г; из предыдущих рассуждений следует, что V Г)Те = 0. 

Пусть U ~ \Jp>0^Ts, тогда U — открытое выпуклое множество и Uf)V — 
0. По теореме Хана-Банаха существует гиперплоскость W в пространстве 
Шх, такая что V С W ш W f\U = 0. Пусть {~ix)xzx — ненулевой вектор, 
ортогональный гиперплоскости W; тогда W совпадает с множеством всех 
векторов (dx)x€x, таких что YLxtx^xlx = ®ш ^ е У м а л я я общности, можем 
считать, что один из коэффициентов -ух положителен; покажем, что тогда 
положительны все коэффициенты. Действительно, если у ф х и -уу ^ 0, то 
вектор --fyex+-fxey принадлежит W, и в то же время этот вектор содержится в 
То\{0} С U в противоречии с условием Wf\U = 0. В частности, Ylxex ^х"1х = 0 
для любого вектора de.V С Ъх. 

Поскольку V — сервантная подгруппа группы Zx, существует X х 2)'-мат-
рица Ф' = (<рХу) с целыми элементами, такая что V" состоит из всех векторов 
d б Zx, удовлетворяющих соотношению dф' = 0, и любой вектор из Шх, 
ортогональный всем векторам из V, является линейной комбинацией столб­
цов матрицы Ф' с вещественными коэффициентами ёу, у б 2}'. Это верно, в 
частности, для вектора (7*)*e£- Заменив все 8У на достаточно близкие к ним 
рациональные коэффициенты, мы получим линейную комбинацию столб­
цов матрицы Ф', все компоненты ах которой рациональны и положительны. 
Пусть D — общий знаменатель чисел аж, ж € X; тогда Dax — положительные 
целые числа и Y^x€x(Da*)d* = ° Для в с е х (<**)*€* € V. 

Пусть й'у {у € 2)') — столбцы матрицы Ф' и пусть а — столбец с компонен­
тами Dax; выберем положительные целые числа су так, чтобы все элементы 
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столбцов ау = а'у + суа (у € 2)') были неотрицательны. Пусть Ф = (ч>ху) — 
матрица со столбцами ао = а, аи (у £ 2)'); все элементы этой матрицы — 
неотрицательные целые числа, и очевидно, что V состоит из всех векторов 
{dx)xex, таких что £ г 6 3 . dx<pxy = 0 для всех у € 2) = 2)' U {0}. 

Лемма 8. Пусть S — конечное множество и L+ =W0
P — свободные конечно-

порожденные коммутативные моноиды (р € 5), £ + = ф р 6 5
 Lt' К°НУС U+ ф0 

в L+ примитивен, если и только если существуют непустые конечные множе­
ства Зр, (1 х Ър)-матрицы Фр и (Хр х 3Р) матрицы Фр (р 6 S) с неотрица­
тельными целыми элементами, каждая строка которых содержит по край­
ней мере один ненулевой элемент, такие что вектор ф р € 5 dp € ф р 6 5 L+ = 1+ 
принадлежит U+ тогда и только тогда, когда существует целое число d, 
такое что dpФp = г/фр для всех р£ S. 

Доказательство. Пусть множества 3Р и матрицы Фр = {fp
xz), Фр удовлетво­

ряют приведенным выше условиям и пусть U+ — множество всех векто­
ров Фрб5с 'р е ®P€SL

P, РЯя которых существует целое число d, такое что 
dp<S>p = </Фр для всех р € S. Предположим, что U+ ф 0. Пусть Lp — ZXp (p £ S), 
L = ф р 6 5 ^Р ~~ обертывающие группы свободных коммутативных моноидов 
L+, Ь+. Обозначим через U множество всех векторов фрб5с?р € Фре5^р> 
для которых существует целое число d, такое что dp<bp — </Фр для всех р € S. 
Отображение, сопоставляющее элементам из U соответствующее целое число 
d, является гомоморфизмом U в Ъ; пусть U0 —- ядро этого гомоморфизма. 
Ясно, что U и Щ — подгруппы L, Щ — сервантная разложимая подгруппа L, 
группа U/Uo изоморфна Z и U(~)L+ = U+. Заметим, что если все компоненты 
dp вектора dp неотрицательны и dp(^p = 0, т.е. Ylxex c^Vxz — 0 Для всех z € 3Р , 
то dp — 0 для всех х G Хр, потому что все элементы матрицы Фр неотри­
цательны и в каждой строке этой матрицы есть положительные элементы; 
следовательно, [70 Л L+ — 0. 

Наоборот, пусть U+ — примитивный конус в L+ и пусть UQ С U — такие 
подгруппы L, что U Л L+ — U+, UQ Л L+ = 0, UQ — сервантная разложимая 
подгруппа L, U/U0 = Z. Пересечение {U0)p = Щ Л L+ равно 0; по, лемме 7 
существуют конечное множество 3Р и Хр х 3Р-матрица Фр с неотрицательны­
ми целыми элементами, такие что (Uo)P состоит из всех векторов dp e Lp, 
удовлетворяющих соотношению dp<^p — 0. Выберем вектор и = ф р € 5

 иР £ U, 
класс смежности и + Щ которого порождает циклическую группу U/U0. Су­
ществует ненулевое целое число я. и векторы vp е (Uo)P, такие что вектор 
w = au + J2PesvP принадлежит U+; можно считать, что а > 0 (в противном 
случае мы заменили бы и на -и) . Обозначим через Фр матрицу мрФр. Все 
компоненты вектора w и, следовательно, всех векторов aup + vp неотрицатель-
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ны; поэтому все компоненты произведения 

{avup + ьр)Фр = аирФр = аФр 

неотрицательны. Итак, все компоненты матриц Фр — неотрицательные целые 
числа. Матрицы Фр, Фр удовлетворяют всем требованиям леммы. 

Следствие. Пусть S — конечное множество и L+ =Ы0
Р — свободные конечно-

порожденные коммутативные моноиды (р £ S), L+ = ф р € 5 ^р"- Конус U+ в L+ 

является пересечением конечного числа примитивных конусов тогда и только 
тогда, когда существуют непустые конечные множества Хо, Зр> {Хо х Зр)-
матрицы Фр и (Хр х \)-матрицы Фр (р е S), удовлетворяющие требованиям 
(1), (2) теоремы У, такие что вектор ф р е 5 dp £ ® p 6 s L+ — L+ принадлежит 
U+, если и только если существует вектор d° £ Щ", такой что 

(1РФр = (/°Фр для всех peS. 

Доказательство. Пусть U+ — пересечение примитивных конусов {/+, у £ Хо, 
где Хо — конечное множество индексов. По лемме 8 для каждого у £ Х0 
существуют непустые конечные множества Зр, (1 х Зр-матрицы Фр = ((V'y)u) 
и (Хр х ЗрО-матрицы Ф£ = ({fy)xz) (p € S) с неотрицательными целыми 
элементами, каждая строка которых имеет хотя бы один ненулевой элемент, 
такие что вектор 

е ^ е ь р + = £ + 

PZS pes 

принадлежит 1/+ тогда и только тогда, когда существует целое число d°, 
такое что йрФр = с/°Фр для всех р £ S. Пусть 3Р — дизъюнктное объединение 
множеств Зр (у £ Хо) и Фр, Фр — (Хр х 3Р)- и (Хо х Зр)-матрицы, элементы 
которых определены следующим образом: 

<pp
xz = (<pP)xz для единственного у, такого что z £ Зр, 

,р _ Г № « » еслигеЗ^ , 
10 в противном случае. 

Остается заметить, что система матричных уравнений йрФр — сг°Фр (p £ S) 
для векторов dp £ L+ (р € S), d° £ N*° эквивалентна системе йрФр = с£°Фр 

(р£ S, у € Хо) для векторов dp (р £ S) и целых чисел d° £ N0 (у £ Хо). 
Обратное утверждение тривиально следует из условия (2) теоремы 3': в: 

каждом столбце матрицы Фр только один ненулевой элемент. 
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Лемма 9. Пусть S — конечное множество и L+ = N0
 р — свободные конечно-

порожденные коммутативные моноиды (р е S), L+ = ф р е 5 L+. Конус U+ 

в L+ квазиприлштивен, если и только если существуют подмножество S' 
множества S, непустые конечные множества 3Р» (1 х-ЪР)-матрицы Фр и (Хр х 
ЪР)-матрицы Фр (р£ S') с неотрицательными целыми элементами, в каждой 
строке которых есть по меньшей мере один ненулевой элемент, такие что 
вектор ф р е 5 ^р е ©pes Lp = L+ принадлежит U+ тогда и только тогда, 
когда существует целое число d, такое что </рФр = с?Фр для всех р е S'. 
Доказательство. Пусть множества S', 3Р и матрицы Фр = (<pp

z), Фр удовле­
творяют условиям леммы и пусть U+ — множество всех векторов ф р е 5 dp £ 
Фре5 р̂"» Для которых существует целое число d, такое что dp<frp — йФр для 
всех р G S". Пусть Lp — Zx* (p е S), L = ф р е 5 Lp — обертывающие группы 
свободных коммутативных моноидов L+, L+. Обозначим через U множе­
ство всех векторов ф р € 5 ^ р € Фре« ^Р» ДЛЯ кот°рых существует целое чи­
сло d, такое что е?рФр = (/Фр для всех р б S'. Отображение, сопоставляющее 
элементу из U соответствующее число d, является гомоморфизмом U в 25; 
пусть U0 — ядро этого гомоморфизма. Ясно, что U и Г/0 — подгруппы L, 
{/о — сервантная разложимая подгруппа L, группа U/UQ изоморфна Ъ или 
U/UQ = 0 и С/ П 1 + = (7+. Заметим, что если р € 5', все компоненты dp 

вектора dp неотрицательны и dpФp = 0, т.е. Ylxex ^x'Pxz — ® ^пя в с е х z e 3Р , 
то dp = 0 для всех х е Хр, потому что все элементы матрицы Фр неотри­
цательны и в каждой строке есть положительные элементы; следовательно, 
U0nL+ = U0n$peSL+ = ®pis,L+. 

Наоборот, пусть U+ — квазипримитивный конус в L+, S' — подмножество 
S и U0 С U — подгруппы L, такие что U Л L+ = U+, U0 Л L+ = ф р ^ 5 ; LjJ', f/o 
— сервантная разложимая подгруппа L и ранг группы U/UQ равен 1 или 0. 
Пересечение (Uo)p — U0 Л N0

P равно 0, если р е 5'; по лемме 7 существуют 
конечное множество 3Р и Хр х 3Р-матрица Фр с неотрицательными целыми 
элементами, такие что (Uo)P состоит из всех векторов dp e Lp, удовлетворя­
ющих соотношению г/рФр — 0. Если U+ ф UoC\ L+, то U 2 Uo и группа U/U0 
изоморфна Z; выберем вектор и = ф р е 5

 иР £ U, класс смежности и + Uo ко­
торого порождает циклическую группу U/Uo. Поскольку группа Щ содержит 
группу ф р £ 5 ' р̂> можно считать, что ир = 0 для р <£ S'. Существуют ненулевое 
целое число а и векторы vp € (Uo)p, такие что вектор w = аи + ^2peS vp при­
надлежит U+; можно считать, что а > 0 (в противном случае мы заменили 
бы и на —и). Обозначим через Фр матрицу ирФр (р £ 5"). Все компоненты 
вектора w, а следовательно, и всех векторов aup + vp неотрицательны; поэтому 
все компоненты произведения (аир+ьр)Фр = а«рФр = аФр тоже неотрицатель­
ны. Значит, все компоненты матрицы Фр — неотрицательные целые числа. 
Матрицы Фр, Фр (р б 5") удовлетворяют всем требованиям леммы. 
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Следствие. Пусть S — конечное множество и Lp
+ = W0" — свободные 

конечно-порожденные коммутативные моноиды (р G S), b'+ = 0 р е 5 ^р+-
Конус U+ в L + является пересечением конечного числа квазипримитивных ко­
нусов, если и только если существуют конечные множества Хр Э Хр, непустые 
конечные множества Хо, Ър, {Хо х Ър)-матрицы Фр и (Хр х \)-матрицы Фр 

(р G S), удовлетворяющие требованиям (1)-(5) теоремы 3, такие что вектор 
® P 6 . S ^ P £ ©pes ^P + — L+ принадлежит U+ тогда* и только тогда, когда 
существуют векторы d° e N*°, dp e N*p (р G 5), такие что (1РФР — d°*p для 
всех р£ S и dp = dp для всех р G S, х € Хр. 

Доказательство. Пусть [/+ —- пересечение квазипримитивпых конусов {/+, 
у € Х'0, где Х'0 — конечное множество индексов. По лемме 9 для каждого у £ 
Х'0 существуют подмножество Sy множества S, непустые конечные множества 
3 / , (1 х Зр")-матрицы Ф^ = ((фр)и) и (Х'р х З^-матрицы Ф>р = . ( (^)„) 
(р G 5У) с неотрицательными целыми элементами, каждая строка которых 
имеет хотя бы один ненулевой элемент, такие что вектор 

pes pes 

принадлежит £/+, если и только если существует целое число rf°, такое что 
^РФ>Р = ^уФ/ для всех р € 5У. Для каждого у G Х'0, p G S \ Sy добавим в 
множества Х'0, Щ„ Зр = \Jyex< Ър

у новые элементы tp(y), хр(у), zp(y); пусть 

Хо = ЗС 0 иО"(» ) | »еЖ' 0 ) Р е5 \5 в } ) 

Хр = Хр U {a;p(t/) | у пробегает множество элементов Х'0, таких что р G S \ Sy}, 
Зр = Ър U (zp(i/) 11/ пробегает множество элементов Х0, таких что р G 5 \ S^}. 

Пусть Фр = (у>Р3), Фр = (фр
г) — (ХР х Зр)- и (Хо х 3Р)-матрицы, элементы 

которых определены следующим образом: 

(<pp)xz при хеХр.геЗ/ , 
</?„ = { 1 При Ж=Хр(у), 2=2p(t/), # , = { 

О в остальных случаях; 

(0t)i* при<€Х'0, г€3р, 
1 при <=«p(j/), г=^р(у), 
О в остальных случаях. 

Легко видеть, что множества Х0, Хр, Зр и матрицы Фр, Фр (р G S) удовлетво­
ряют всем требованиям следствия. 

Обратное утверждение следствия тривиально. 
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§6. Конусы К{М{А)), ЦМ(А)), 1С{Е) 

Мы можем теперь доказать главные результаты статьи. 

Теорема 5. Пусть S — конечное множество простых чисел, L+ — свободные 
конечно-порожденные коммутативные моноиды (р е S), L+ = ф р е з L+ и 
U+ С L+. S-локалъная группа А, такая что К+(МР(А)) = L+ для всех р € S, 
и моноид К(А) С @p€SK+{Mp(A)) = @pesL+ совпадает с U+, существует 
тогда и только тогда, когда U+ не содержится ни в каком собственном 
прямом слагаемом моноида L+ и U+ является пересечением конечного числа 
примитивных (относительно разложение L+ = ф р б 5 L+) конусов в моноиде 
L+. 

Теорема 6. Пусть S — конечное множество простых чисел, L* — конечно-
порожденные свободные коммутативные моноиды (р е S), L+ =• ® p e S ^t 
и U+ С L+. Кольцо Е с радикалом R, такое, что его аддитивная группа — 
конечно-порожденный "Е^умодуль без кручения, K+((E/R)P) = L+ для всех р е 
S и моноид К{Е) С ф р е 5 K+((E/R)P) = ф р е 5 L+ совпадает с U+, существует 
тогда и только тогда, когда U+ не содержится ни в каком собственном 
прямом слагаемом моноида L+ и U+ является пересечением конечного числа 
примитивных (относительно разложение L+ = ф, ,€ 5 L+) конусов в моноиде 
L+. 

Теорема 7. Пусть S — конечное множество простых чисел, Lp
+ — конечно-

порожденные свободные коммутативные моноиды (р Е S), L+ = ф р 6 5 Lp
+ 

и U + С L + . Кольцо Е с радикалом R, такое что аддитивная группа Е — 
редуцированный Ж^зумодуль без кручения конечного ранга, K+((E/R)P) = Lp

+ 

для всех ре S и моноид К,(Е) С ф р 6 5 K+({E/R)P) = © p € s Lp
+ совпадает с 

U +, существует тогда и только тогда, когда U + не содержится ни в каком 
собственном прямом слагаемом моноида L + и U + является пересечением ко­
нечного числа квазипримитивных (относительно разложение L + = ф р 6 5 ^р+) 
конусов в моноиде L+. 

Доказательство. Докажем теорему 7; доказательства теорем 5 и 6 проще и 
могут быть получены из ниже следующих рассуждений, если заменить тер­
мин „квазипримитивный" на термин „примитивный", положить Х'р — Хр, 
сослаться на следствие леммы 8, а не леммы 9 и сделать еще некоторые 
несущественные изменения. 

Пусть и'+ — пересечение квазипримитивных по отношению к разложению 
£,'+ = ф р б 5 £р+ конусов в моноиде b'+. По следствию леммы 9 существуют 
конечные множества Хр Э Х'р, непустые конечные множества Хо, 3Р , (ХохЗр)-
матрицы Фр = (фРг) и (ХрхЗр)-матрицы Фр = (ipp

xz) (p б S), удовлетворяющие 
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требованиям (1)-(5) теоремы 2, такие что Lp
+ — W0

P для всех р е S, а вектор 
©pes d'p £ ® p 6 s ^p+ = £ , + принадлежит [/'+ тогда и только тогда, когда су­
ществуют векторы d° e NjD, е?р 6 NQ" (Р е 5'), такие что ёрФр — г/°Фр для всех 
р £ S и с4р = dp для всех р £ S, х £Х'р. Положим L+ = NQP, L+ = ф р € 5 ^ и 
обозначим через' U+ множество всех векторов ®p€Sdp £ фр^^р"» Для кото­
рых существует вектор d° £ N^°, такой что йрФр = с1°Фр для всех р £ S. Можно 
считать, что для каждого х £ Хр существует вектор ф р € 5 ^р е ^г+, такой что 
cip ^ 0: если это не так для х £ Хр, попросту выбросим х из множества Хр. 
Тогда моноид U+ не содержится ни в каком собственном прямом слагаемом 
моноида I + = ® p e s L+. Заметим, что ни один из элементов х £ Х'р не ока­
жется выброшенным, потому что U + не содержится ни в,каком собственном 
прямом слагаемом моноида L + = ф р б 5 £р

+-
Пусть тгр -. L+ -» L + — гомоморфизм, „забывающий" все элементы из Хр, 

не входящие в Х'р; точнее, если d £ Lp
+, d e L+, то соотношение d = irp(d) 

эквивалентно системе соотношений 

dx — dx для всех ж £ Х'р. 

Обозначим через 7г прямую сумму гомоморфизмов 7гР; из предыдущего 
рассуждения следует, что U + = n(U+). 

По теореме 3 мы можем заменить элементы множеств Хо, Хр, 3;> на клас­
сы изоморфизма неразложимых объектов категорий М0, Мр, Мр (р £ 5), 
такие что элемент ж £ Хр является классом изоморфизма делимых объектов 
категории Мр тогда и только тогда, когда х £ Х'р и 

др(х) = ^2 <pp
xzz, hp(y) = J2 %zz 

г€3р геЗр 

для всех р £ S и всех х £ Хр, у £ Х0. Для р = 0 или р £ S пусть МР(ЗЕР) — 
полная подкатегория Мр, состоящая из всех объектов, классы изоморфиз­
ма всех неразложимых прямых слагаемых которых принадлежат Хр, а М(Х) 
— полная подкатегория М, состоящая из всех 5-локальных групп А, таких 
что FP(A) £ ОЪ(Мр{Хр)) для р = 0 и всех р £ S. Моноид К+(МР(ХР)) кано­
нически изоморфен моноиду W0

P = L+, и мы будем отождествлять вектор 
rfp £ Ь+ с соответствующим элементом Х^е.т с!рж £ /\ + (Мр(Хр)). Согласно 
предложению 1, отображение d : К+(М(Х)) ->• ф р е 5 ^ является инъектив-
ным гомоморфизмом моноидов и вектор ф р б 5 *' 6 ФР65 -̂ р" принадлежит 
образу 1С(М(Х)) гомоморфизма d, если и только если существует элемент 
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d° € К+(М0(Х0)) = MQ°, такой что gp{dp) = hp(d°) для всех р е S. Эти равен­
ства приобретают следующий вид: 

Е Е ад.* = Е «**(*)=*( Е «*«) = Ч Е ty) = Е ««м») 

г€3 Р Уб£о 

поскольку элементы г G Зр линейно-независимы в К+(МР), предыдущие 
равенства эквивалентны матричным равенствам (1рФр = с/°Фр, которые, в свою 
очередь, эквивалентны включению 0 p g s <*р £ U+. Таким образом, 1С(М(Х)) = 
U+. 

Поскольку конус U+ = К{М{Х)) не содержится ни в каком собственном 
прямом слагаемом свободного моноида ®p6s^oP> Для каждого х б Хр су­
ществует группа Ар>х, такая что объект Fp(APiX) имеет прямое слагаемое, 
класс изоморфизма которого равен х. Пусть А — прямая сумма всех Ар>х 
(р S S, х € Хр). Ясно, что категории М{Х), МР(ХР) состоят из всех прямых 
слагаемых прямых сумм нескольких экземпляров группы А (соответственно 
объекта FP(A)). Поэтому М(Х) = М{А), МР(ХР) = МР(А). Итак, К(А) = U+, 
К,(А) = 7г(/С(Л)) = n(U+) - U'+, и из теоремы 4 следует, что U>+ = 1С(Еп<\(А)). 

Мы доказали достаточность требований теоремы 7. Для доказательства 
необходимости возьмем 5-локалыгую редуцированную абелеву группу А без 
кручения конечного ранга, такую что Е = Епс1(Л) (такая группа существует 
но теореме Корнера). Пусть Хр (р — О или р е S), Х'р (р € S) — множества 
классов изоморфизма всех неразложимых прямых слагаемых объекта FP(A) 
и неделимых неразложимых прямых слагаемых того же объекта. Далее, пусть 
Зр — множество классов изоморфизма всех неразложимых прямых слагае­
мых объекта GPFP(A) — HPF0(A). Элементы gP(x),hp(y) е К+(МР) (х е Хр, 
у € Хо) раскладываются в суммы элементов множества 3Р: 

*(*) = Е #**> м») = Е Щ*г-
г£3р «езР 

По теореме 2 (Хр х Зр)-матрицы Фр = {fp
rz), (Х0 х 3Р)-матрицы Фр = (фр

г) 
удовлетворяют условиям (1)-(5). По лемме 4 вектор ®pGSdp из прямой 
суммы 0 р £ 5 К+(МР{А)) принадлежит К{А)\ если и только если существуют 
векторы d° € К+(М0{А)), dp е К+(МР{А)) (р G S), такие что hp(d°) = gp(dp) и 
dp = wp(dp) для всех р G S. Но эти условия могут быть записаны в форме 

d4p = ^Ф р , d\ = rfp для всех р е S, х е Х'р. 
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Следствие леммы 9 теперь показывает, что К{А) — пересечение конечного 
числа квазипримитивных конусов в моноиде ®pes К+(МР(А)). 

Поскольку каждый элемент ж б Хр — класс изоморфизма прямого слагае­
мого объекта Fp(A)t элемент (f(A))(A) е фр 6 .5 К+{Мр(А)) н е содержится ни 
в каком прямом слагаемом моноида ® p € S K+(MP(A)); аналогично элемент 
(f(A))(A) € © p 6 S К+(МР(А)) не содержится ни в каком прямом слагаемом 
моноида фр€$ К+(Мр(А)). Но (f(A))(A) G К{А); поэтому К(А) не содержится 
ни в каком прямом слагаемом моноида ф р £ 5 К*(МР(А)). Для завершения 
доказательства необходимости требований теоремы 7 остается вспомнить, 
что моноиды К (А), К+(МР(А)) канонически изоморфны моноидам К(Е), 
K+({E/R)p) (см. теорему 4). 
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