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ОБ ОПЕРАТОРАХ, ДОПУСЖАЮЩИХ РЕГУЛЯРИЗАЦИЮ 

Пусть А - линейный ограниченный оператор, действующий из 
банахова: пространства В, в банахово пространство В а , и имекн 
щий левый регуляризатор R'. В а - ^ В^ , т.е. 

RA-I-T, 
где I - вполне непрерывный оператор в ц, . 

Как показал С.Г.Михлин [I] , всякий такой оператор нормально 
разрешим, т .е . имеет замкнутую область значений 51(A) и конечно­
мерное ядро JVcA). 

Цель настоящей работы состоит в доказательстве следующих 
двух теорем. 

Теорема I . П у с т ь А - о п е р а т о р , д о п у с к а ­
ю щ и й р е г у л я р и з а ц и ю , и R - е г о л е в ы й 
р е г у л я р и з а т о р . Т о г д а м о ж н о п о с т р о ­
и т ь т а к о й о г р а н и ч е н н ы й о п е р а т о р R,0, 
ч т о 

R,A=1-P, (D 

г д е г - п р о е к ц и о н н ы й о п е р а т о р(Р = Р) 
и 

зир)=Ж1-Р)=яш. 
Операторы IV и К0 связаны соотношением 

где S - вполне непрерывный, Ъ - конечномерный оператор. 
Теорема 2. Д л я р а з р е ш и м о с т и у р а в н е ­

н и я 

Аи = к (2) 
н е о б х о д и м о и д о с т а т о ч н о , ч т о б ы 

аы1-АвНь«а 
П р и э т о м у с л о в и и э л е м е н т 

U = H0h (3) 
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я в л я е т с я е д и н с т в е н н ы м р е ш е н и е м 
у р а в н е н и я (2), д л я к о т о р о г о 

?Ч, - 0. (4) 
Таким образом, в терминах оператора R,0 , т.е. в конечном 

счете, левого регуляризатора, выражается как условие принадлежно­
сти h, к 5lC А) » так и одно из решений уравнения (2). При этом 
коразмерность области значений оператора (\ , вообще говоря, бес­
конечна. 

Приступим к доказательству теоремы I. Сначала мы построим ре-
гуляризатор R^ , такой, что 

Ы-1'1» (5, 
Ж1-Т1-ЖА). 

По теореме Фредгольма, оператор [ - I имеет конечномерное ядро 
J\(CI ~Т) — Jv С А) . Обозначим через р его размерность, а 
через U k (КН,...,р) - базис вЖ[-Т) , который выберем таким 
образом, чтобы первые rrup элементов ик образовали базис вЯсА). 
Остальные UK,m-tк4р будут обладать тем свойством, что A u k 
отличны от нуля и линейно независимы. Кроме того, из теорем Фред­
гольма следует разложение £^ в прямую сумму 

в.-зш-'П+и, 
где А/ - р-мерное подпространство с базисом Ук, К=4,...,р . 
Элементы U K и Ч^ будем считать известными; последние определя­
ются нулями сопряженного оператора I ~ Т 

Будем искать Rf в виде 
RA-Rb+JL^cfo,. 

где окСш - линейные функционалы в Da , такие, что числа 

образуют невырожденную матрицу. Имеем 
Р 

^Au-CI-TOu-Cl-Tb+L^^CAu). (6) 
к=иы 

Пусть U £ Ж1-Т0 . . . . . 

Это равенство возможно только , когда оба слагаемых обращаются в 
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•нуль, т.е. 
и е Щ - Т ) , Ш и ) = 0 СК-пгН,...,р). 

Следовательно, 

так что m, 

Мы доказали, что .Вместе с очевидным обратный 
(включением это дает нам свойство (5). 

Переходим к определению оператора \х0 , который будем искать 
jB виде 

где $ - вполне непрерывный оператор,! -$ обратим и удовлетво­
ряет соотношению 

a-TXi-sxi-D-H. <v) 
Равенство ( { ) выполняется при 

i-p-a-sxirTo, 
причем (1 -Р) =С1_Р") , что эквивалентно Р= Р . Наконец, 

М1-Р)-Ж1-Т>ЖА\ 
Остается построить оператор $ , удовлетворяющий соотношению (7). 
Покажем, что 

^a-T;)=^a-T)+L[^,...,%], (8) 
где L [..J - линейная оболочка элементов, стоящих в квадратных 
скобках. Из (6) следует, что 

Чтобы доказать обратное включение, убедимся в том, что любой эле­
мент VJ е % (1 -Т) + L [^>пм, ••••>%] может быть представлен в ви-
де v5«CI-TO^, 'aefe, «Пусть 

р 

'к • 

Искомый элемент V должен иметь вид 

3o<S 11 
161 



Р 
Тогда Q - T ^ = Q - T ) ^ + Z _ 4 , J K C A U > ) И L однознач-

но определяются из того условия, что 
р 

+ Ш,...,р). 

Итак, равенство (8) доказано, и из него следует, что 

fy-ftCI-THLK у . 
Рассмотрим оператор 

пг 

Cl-T2V4I-T,)a-Z_^\^, 
где ЛцСи) - такие линейные функционалы, что матрица (AkCU;)1 
k,jM,...,iu невырождена. Покажем, что оператор 1-Т4 обратим, или, 
что то же, Ж1-Т а")=0 • Пусть U£jtf(I-Ta) , т.е. 

иг 

(1-ТаУи = С1-Т0и - 7 1?кАкси)=0. 
Отсюда 

(I-T<)u=0, AKcu)=0 скч,...,т,), 
т.е. ие'Ж1-Т;)-ЖЛ), u - T A j V ^_djA,cup=o 
(КИ,.,.,иг), d r 0 . 
Положим теперь 

I-S-CI-V. 
Так как 

U-T<XI-SXI-T.M-T<, 
то ( 7 ) следует из 

a-Toa-s)t-o, 
гдеииг^^к-ЛкСа) . это соотношение является следствием того 
факта.что \ - \ устанавливает взаимно однозначное соответствие 
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между подпространствами itf~(/V) и L[<^ , • • • Лт,1 . так что 
W e U V - X l , Cl-S)tu£JfC^-JiCl-TO. 

Оператор R0 построен, и теорема I доказана. 
Перейдем к доказательству теоремы 2. При доказательстве бу­

дем пользоваться соотношением 
аА-А-А^А-А-А(ЬР)«АР-о. 

Из него следует, что . Обратное включение сле-̂  
дует из равенства , так что Jf(G0 s З Ц А ) .0т-+ 
сюда следует первое утверждение теоремы 2 и формула (6) для реше-* 
ния уравнения (2) при Qfv=0 . 

Далее, для этого решения имеем 

Ptt-PRji«PR,Afc.k -Р(1-Р)КЛ =0. 

Наконец, если /л1д1=0 и Рш=0 , то 

га=ги-Рга = ^0Ага=0, 

откуда следует единственность решения уравнения (2) при условии 
(4). 
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