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Естественные дифференциальные операции
на многообразиях: алгебраический подход

Рассматриваются естественные алгебраические дифференциальные
операции, действующие на геометрические величины на гладких
многообразиях. Описан метод изучения и классификации таких опера-
ций – метод IT-редукции. Согласно этому методу изучение естественных
операций сводится к изучению эквивариантных (относительно некоторых
алгебраических групп) рациональных отображений между пространства-
ми k-струй. На основе метода IT-редукции доказана теорема о конечной
порожденности: для тензорных расслоений V , W → M все естественные
дифференциальные операции D : Γ(V )→ Γ(W ) степени не выше d можно
получить алгебраически из некоторого конечного числа таких операций.
Приведены концептуальные доказательства известных теорем о классифи-
кации линейных естественных операций на произвольных и на симплек-
тических многообразиях. Доказана теорема о несуществовании на мно-
гообразиях Пуассона и на симплектических многообразиях естественных
деформационных квантований.
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Введение

В дифференциальной геометрии имеется много нетривиальных формул и
теорем, основанных на локальных вычислениях. Таковы, например, тождест-
ва Бьянки, теорема Гилки [1], формула Вейтценбока [2; гл. 1, раздел I]. Такие
локальные по своей сути теоремы и формулы образуют фундамент дифферен-
циальной геометрии. Более того, нередки случаи, когда открытие локальных
формул позволяло решать многие важные задачи. Например, теорема Гилки
позволила получить новое доказательство теоремы об индексе [3], [4]. В связи
с этим представляется естественным разработать универсальный подход к ло-
кальным задачам дифференциальной геометрии.

Один из таких подходов, называемый формальной геометрией, был предло-
жен И.М. Гельфандом и Д. А. Кажданом в 1971 г. (см. [5]). Приблизительно
в это же время Э.Б. Винберг заметил, что использование методов теории ин-
вариантов делает локальные вычисления проще и понятнее. Это было одним
из побудительных мотивов к созданию им московской школы теории инвариан-
тов. Более того, локальные задачи дифференциальной геометрии можно свести
к задачам теории инвариантов о действиях конечномерных линейных алгебра-
ических групп. Назовем такое сведение теоретико-инвариантной редукцией
(IT-редукцией).

Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований
(грант № 05–01–00988).
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Упрощенная версия метода IT-редукции изложена в [6]. В настоящей статье
мы изложим этот метод в максимально общем виде, необходимом для прило-
жений. Подчеркнем, что IT-редукция ориентирована на решение конкретных
локальных задач дифференциальной геометрии. Например, в [7] дается весь-
ма общее определение естественных операций и затем доказываются теоремы
типа теоремы Петре о конечности порядка некоторых таких операций. В мето-
де IT-редукции с самого начала рассматриваются только операции конечного
порядка, так как только такие операции встречаются в приложениях.

Статья имеет следующую структуру. В § 1 приведены определения геомет-
рических величин, естественных расслоений и естественных дифференциаль-
ных операций. Существенным обстоятельством является то, что геометричес-
кие величины (например, тензорные поля) являются сечениями расслоений,
ассоциированных с расслоениями реперов, а естественные дифференциальные
операции действуют на геометрические величины по формулам, которые ин-
вариантны относительно преобразований координат. В частности, имеющие
“физический смысл” дифференциальные операции должны быть естественны-
ми дифференциальными операциями, так как они не зависят от системы ко-
ординат. Кроме того, в этом параграфе объяснен метод IT-редукции. Также
изложены факты из теории представлений классических групп, которые будут
использованы в последующих вычислениях.

В § 2 и далее рассматриваются алгебраические естественные дифференци-
альные операции, действующие на тензорные поля. В § 2 доказаны теорема
о конечности и теорема о конечной порожденности. В § 3 и § 4 методом IT-ре-
дукции получено описание естественных линейных дифференциальных опера-
ций на произвольных (теорема Схоутена) и на симплектических многообрази-
ях (ср. с [8]). При этом использовано понятие естественной дифференциальной
операции на многообразии с дополнительной структурой (см. п. 4.1). Наконец,
в § 5 доказано, что на многообразиях Пуассона и на симплектических многооб-
разиях не существует естественных деформационных квантований.

Примем следующее соглашение. В формулах тензорного исчисления по
умолчанию подразумевается суммирование по каждой паре повторяющихся
верхних и нижних индексов, которые пробегают натуральные числа от одного
до размерности многообразия.

§ 1. Предварительные замечания

Мы рассматриваем гладкие K-многообразия, где K = R (соответствует ве-
щественным многообразиям) или K = C (соответствует комплексным много-
образиям). Описываемые ниже конструкции по своей сути алгебраичны и не
зависят от поля K.

1.1. Геометрические величины. Понятие геометрической величины вос-
ходит к Риману (см. [9; гл. 6, § 1]). Например, тензорные поля и связности яв-
ляются геометрическими величинами. В классической дифференциальной гео-
метрии геометрические величины определяются следующим образом. Пусть M
есть n-мерное многообразие. По классическому определению геометрическая
величина – это правило, сопоставляющее каждой локальной системе координат
xα = (x1

α, . . . , x
n
α) : Uα → Rn, Uα ⊂M отображение fα : Uα → F , где F – фикси-

рованное векторное пространство (или, в более общем случае, K-многообразие).
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При этом для отображений {fα} должно быть выполнено следующее правило
преобразования:

fβ = Φ
({

∂lxi
β

∂(x1
α)l1 · · · ∂(xn

α)ln

}
16l6k, 16i6n

l1+···+ln=l

, fα

)
, (1)

где k ∈ N, а Φ есть некоторое фиксированное (не зависящее от локальных
систем координат) дифференцируемое отображение.

Приведем современное (формально более точное) определение геометричес-
ких величин.

Рассмотрим группу GL(k)
n , состоящую из k-струй локальных диффеомор-

физмов Kn → Kn в точке нуль. Элементы группы GL(k)
n естественным образом

идентифицируются с полиномиальными отображениями Kn → Kn вида

x 7→ g(x) = g1(x) + g2(x, x) + · · ·+ gk(x, . . . , x),

x = (x1, . . . , xn), gl ∈ SlKn∗ ⊗Kn, l = 1, . . . , k, det g1 ̸= 0.

Группа GL(k)
n является линейной алгебраической группой, изоморфной группе

автоморфизмов усеченной алгебры полиномов

J (k)
n = K[x1, . . . , xn]/(x1, . . . , xn)k+1.

Унипотентный радикал NGL(k)
n группы GL(k)

n определяется при помощи урав-
нения g1(x) = x, а подгруппой Леви является подгруппа GLn линейных преоб-
разований.

Элементы алгебры Ли gl(k)
n группы GL(k)

n естественным образом идентифи-
цируются с полиномиальными отображениями Kn → Kn вида

x 7→ ξ(x) = ξ1(x) + ξ2(x, x) + · · ·+ ξk(x, . . . , x),

x = (x1, . . . , xn), ξl ∈ SlKn∗ ⊗Kn, l = 1, . . . , k.

Подалгебра Ли ngl(k)
n подгруппы NGL(k)

n выделяется условием ξ1 = 0.
Через Frk M будем обозначать расслоение кореперов порядка k над M [9;

гл. 6, п. 1.2]. Слой проекции Frk M → M над z ∈ M состоит из кореперов
порядка k в z (k-струй координатных функций x = (x1, . . . , xn) в окрестности
точки z таких, что x(z) = 0). Имеем естественное действие группы GL(k)

n

на тотальном пространстве расслоения Frk M . Относительно этого действия
Frk M является главным GL(k)

n -расслоением.

Замечание 1.1. Вместо кореперов можно рассматривать реперы порядка k,
т.е. k-струи обратных координатных отображений, отправляющих окрестность
0 ∈ Kn в окрестность z ∈ M . Репер порядка один задается фиксированием
базиса в TzM (являющегося образом стандартного базиса в T0Kn = Kn), т.е.
обычным репером на M . Расслоения реперов и кореперов канонически изо-
морфны.

Напомним, что для любого главного расслоения E → B = E/H со струк-
турной группой H с каждым H-многообразием F связано ассоциированное рас-
слоение с типичным слоем F :

E ×H F = (E × F )/H → B, (2)

где H действует на E × F диагональным образом.

3 Математический сборник, т. 199, вып. 10
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Определение 1.2. Естественным расслоением над K-многообразием M
называется расслоение вида

F := Frk M ×GL(k)
n F → Frk M/GL(k)

n = M, (3)

где F есть K-многообразие с дифференцируемым действием группы GL(k)
n . То-

тальное пространство естественного расслоения (3) называется пространством
геометрических объектов типа F над M . Сечение естественного расслое-
ния (3) называется геометрической величиной типа F . Множество геометри-
ческих величин типа F обозначается Γ(F ) = Γ(M,F ). Если действие GL(k)

n : F
не сводится к действию GL(k−1)

n : F , то говорят, что естественное расслоение (3)
имеет порядок k.

Замечание 1.3. Нетрудно заметить, что отображение Φ: GL(k)
n × F → F

в (1) определяет действие группы GL(k)
n на F . Тем самым геометрические ве-

личины в классическом понимании суть координатные представления сечений
естественного расслоения F . В большинстве приложений F является откры-
тым GL(k)

n -инвариантным подмножеством векторного (соответственно аффин-
ного) пространства, на котором группа GL(k)

n действует линейными (соответ-
ственно аффинными) преобразованиями.

Пример 1.4. Рассмотрим пространство F = (Kn)⊗p ⊗ (Kn∗)⊗q с естествен-
ным действием группы GLn = GL(1)

n . Тогда F = T p,q есть расслоение тензоров
типа (p, q). Всякое естественное расслоение F порядка один такое, что F есть
линейное пространство, а действие GLn : F является рациональным линейным
представлением, вкладывается в сумму расслоений вида T p,q для некоторых
p, q. По этой причине такие расслоения называют тензорными расслоениями.

Пример 1.5 (см. [9; гл. 6, § 4]). Для естественного расслоения F →M по-
рядка k l-струи его локальных сечений образуют расслоение l-струй F (l). Рас-
слоение F (l) является естественным расслоением порядка k+ l. Всякое сечение
f : M → F расслоения F определяет сечение J lf : M → F (l) расслоения F (l).
А именно, значение сечения J lf в точке z ∈ M есть l-струя J l

zf сечения f
в z. Формулы перехода для локальных представлений сечений расслоения F
определяют действие группы GL(k+l)

n на типичном слое F (l) расслоения F (l).
А именно, для ростка диффеоморфизма g в 0 ∈ Kn и ростка сечения f : Kn → F
в 0 ∈ Kn имеем

Jk+l
0 g · J l

0f = J l
0

(
Jk

g−1(x)g · f(g−1(x))
)
. (4)

Рассмотрим важный частный случай, когда типичный слой F является век-
торным пространством. В этом случае F (l) = J

(l)
n ⊗ F . Отметим, что пред-

ставление GL(k+l)
n : F (l) не является тензорным произведением представлений

GL(k+l)
n : J (l)

n и GL(k+l)
n : F . Элементы пространства F (l) естественным образом

идентифицируются с полиномиальными отображениями Kn → F вида

x 7→ f(x) = f1(x) + f2(x, x) + · · ·+ fl(x, . . . , x),

x = (x1, . . . , xn), fp ∈ SpKn∗ ⊗ F, p = 1, . . . , l.

Заметим, что пространство геометрических объектов фиксированного типа
определено над любым n-мерным многообразием. Это позволяет определить
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геометрические объекты, используя язык теории категорий [10]. А именно,
рассмотрим категорию Mann n-мерных многообразий и категорию Fibn рас-
слоений над n-мерными многообразиями. Морфизмами в категории Mann яв-
ляются открытые вложения, а морфизмами в категории Fibn являются диф-
ференцируемые отображения расслоений, для которых соответствующие отоб-
ражения баз являются открытыми вложениями (т.е. морфизмами в категории
Mann).

Определение 1.6. Тип геометрических объектов – это функтор

F : Mann  Fibn

такой, что
1) для любого многообразия M расслоение F(M) является расслоением

над M ;
2) для любого открытого подмногообразия M ′ многообразия M расслое-

ние F(M ′) является ограничением на M ′ расслоения F(M);
3) если M ′ → M есть открытое вложение, то соответствующий морфизм

расслоений F(M ′) → F(M) есть индуцированное вложение.

Пусть F – такой функтор. Тогда F(M) → M является естественным рас-
слоением для любого многообразия M . Действительно, из определения типа
геометрических объектов вытекает, что существует многообразие F (типичный
слой) такое, что для всякого многообразия M все слои расслоения F(M) →M
изоморфны F . Рассмотрим произвольный росток диффеоморфизма g окрест-
ности 0 ∈ Kn на окрестность 0 ∈ Kn. Для достаточно малой окрестности
0 ∈ U ⊂ Kn росток g определяет диффеоморфизм

F(g|U ) : F(U) ≃ U × F → F(g(U)) ≃ g(U)× F.

Согласованное семейство диффеоморфизмов {F(g|U )} определяет диффеомор-
физм F(g) : F ≃ {0}×F → F . Пале и Чу-Лян Тэн в [10] доказали, что диффео-
морфизм F(g) полностью определяется k-струей Jk

0 g для некоторого k, завися-
щего только от F. Используя это, мы можем определить действие GL(k)

n : F
и изоморфизм F(M) ≃ (Frk(M)× F )/GL(k)

n .

Лемма 1.7. Рассмотрим представление R : GLn→GL(F ) и пусть ρ : gln →
gl(F ) – соответствующее представление алгебры Ли. Тогда действия GL(k+1)

n :
F (k) и gl(k+1)

n : F (k) задаются следующими формулами:

(g · f)(x) = Jk
0

(
R

( k+1∑
l=1

l · gl

(
g−1(x), . . . , g−1(x), ·

))
f(g−1(x))

)
,

(ξ · f)(x) = Jk
0

( k+1∑
l=1

l · ρ(ξl(x, . . . , x, · ))f(x)−
k∑

l=1

l · fl(x, . . . , x, ξ(x))
)
,

где g ∈ GL(k+1)
n , ξ ∈ gl(k+1)

n , f ∈ F (k) , а gl, ξl ∈ SlKn∗ ⊗ Kn и fl ∈ SlKn∗ ⊗ F
являются однородными компонентами тензоров g , ξ и f .

Лемма получается из (4) непосредственными вычислениями. Прямым вы-
числением получаем

3*
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Следствие 1.8. Имеет место формула

(ξ · f)k =
k+1∑
l=1

lγ(ξl ⊗ fk+1−l)− (k + 1− l)σ(ξl ⊗ fk+1−l), (5)

где линейные отображения

γ, σ : SlKn∗ ⊗Kn ⊗ Sk+1−lKn∗ ⊗ F → SkKn∗ ⊗ F

определяются следующим образом. Для вычисления γ рассмотрим SlKn∗⊗Kn

как подпространство пространства Sl−1Kn∗⊗gln , применим тензорный мно-
житель из gln к тензорному множителю из F посредством ρ и перемножим
тензорные множители из Sl−1Kn∗ и Sk+1−lKn∗ в симметрической алгебре.
Отображение σ есть свертка тензорных множителей из Kn и Sk+1−lKn∗

с последующим перемножением тензорных множителей из SlKn∗ и Sk−lKn∗

в симметрической алгебре.

1.2. Дифференциальные операции.

Определение 1.9. Пусть V , W → M – естественные расслоения. Отобра-
жение

D : Γ(V ) → Γ(W )

называется дифференциальной операцией порядка не выше k, если в локаль-
ных координатах x = (x1, . . . , xn), определенных в окрестности U ⊂ M , над
которой расслоения V , W →M тривиальны, имеем

D(s)U (x) = δU (x, Jk
xsU ),

где sU : U → V – локальный представитель в U сечения s∈Γ(V ), D(s)U : U→W
– локальный представитель в U сечения D(s) ∈ Γ(W ), а δU : U × V (k) → W –
дифференцируемое отображение.

Таким образом, дифференциальная операция порядка не выше k – это отоб-
ражение D : Γ(V ) → Γ(W ), соответствующее морфизму D : V (k) → W (ко-
торый обозначают той же буквой). А именно, (Ds)(z) = D(Jk

z s) для лю-
бого s ∈ Γ(V ), z ∈ M [9; гл. 6, п. 4.6]. Порядок операции D равен k, ес-
ли D не пропускается через каноническую проекцию V (k) → V (k−1). Опера-
ция D естественным образом определяет серию дифференциальных операций
D : V (k+l) → W (l) (которые обозначают той же буквой).

Определение 1.10. Рассмотрим случай, когда V , W являются открыты-
ми (в топологии Зариского) GL(l)

n -инвариантными подмножествами аффинных
GL(l)

n -инвариантных подмногообразий V ′ ⊆ V ′′, W ′ ⊆ W ′′, где V ′′, W ′′ яв-
ляются векторными или аффинными пространствами, в которых определены
линейные или аффинные представления GL(l)

n : V ′′,W ′′. В этом случае диффе-
ренциальная операция D : V (k) → W называется алгебраической, если в опре-
делении 1.9 при фиксированном x ∈ X отображение δX(x, · ) : V (k) → W раци-
онально, причем степени числителей и знаменателей ограничены на M .

Всякую алгебраическую дифференциальную операцию D можно рассматри-
вать как геометрический объект. Объясним это в простейшем случае, когда V
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и W являются векторными пространствами. В этом случае все отображения
δX(x, · ) являются полиномиальными отображениями степени не выше d. Мно-
жество Mord(V (k),W ) полиномиальных отображений V (k) →W степени не вы-
ше d является векторным пространством с естественным действием группы
GL(k+l)

n . Таким образом, операция D естественным образом идентифицирует-
ся с сечением естественного расслоения

Frk+l(M)×GL(k+l)
n Mord(V (k),W ) →M.

Пример 1.11. Пусть V и W – векторные расслоения. Тогда множество ли-
нейных дифференциальных операций вида D : Γ(V ) → Γ(W ) и порядка не вы-
ше k идентифицируется с множеством сечений расслоения

Dk(V ,W ) :=
(
Frk+l(M)× (V (k)∗ ⊗W )

)
/GL(k+l)

n →M.

Пример 1.12. Линейные связности на многообразии M являются геомет-
рическими объектами порядка два. Действительно, рассмотрим касательное
расслоение T = T 1,0 над M и пусть C есть подрасслоение расслоения D1(T ,
T ⊗T ∗), состоящее из гомоморфизмов ∇, расщепляющих следующую точную
последовательность

0 −→ T ⊗T ∗ −→
L99
∇

T (1) −→ T −→ 0.

Тогда сечение ∇ ∈ Γ(C ) действует на векторных полях как ковариантное диф-
ференцирование, т.е. определяет связность. А именно,

∇ξ(z) = ∇(ξi
0∂i) +∇(ξi

jx
j∂i) = Γk

ijξ
i
0∂k ⊗ dxj + ξi

j∂i ⊗ dxj , (6)

где ξ(x) = ξ0 + ξjx
j + · · · . И наоборот, связность ∇ определяет сечение рассло-

ения Γ(C ) по формуле (6).

1.3. Естественные дифференциальные операции. Грубо говоря, есте-
ственная дифференциальная операция – это операция, которая задается одной
(универсальной) формулой во всех локальных системах координат.

Определение 1.13. Пусть V ,W → M – естественные расслоения. Диф-
ференциальная операция D : Γ(V ) → Γ(W ) порядка не выше k называется
естественной, если в локальных координатах x = (x1, . . . , xn), определенных
в окрестности U ⊂M , над которой расслоения V , W →M тривиальны, имеем

D(s)U (x) = δ(Jk
xsU ),

где sU – локальный представитель сечения s ∈ Γ(V ) в X, D(s)U – локальный
представитель сечения D(s) ∈ Γ(W ) в U , а δ : V (k) → W – дифференцируемое
отображение, не зависящее от x.

Из определения вытекает, что отображение δ GL(k+l)
n -эквивариантно в пред-

положении, что расслоения V , W имеют порядок не выше l.
Рассмотрим, например, случай, когда V,W – линейные пространства,

GLn : V,W – линейные представления. В этом случае отображение δ : V (k) →W
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определяет естественную дифференциальную операцию тогда и только тогда,
когда оно GL(k+1)

n -эквивариантно.
Из определения следует, что всякая естественная дифференциальная опера-

цияD определена на геометрических величинах данного типа на всех n-мерных
многообразиях. Это обстоятельство позволяет дать функториальное определе-
ние естественных дифференциальных операций. А именно, пусть F – тип гео-
метрических объектов. Для всякого многообразия M рассмотрим простран-
ство сечений Γ(F(M)) как топологическое пространство (топология задается
локально равномерной сходимостью сечений со всеми их частными производ-
ными). Тип F определяет контравариантный функтор

ΓF : Mann  Top, M 7→ Γ(F(M)),

где Top – категория топологических пространств. Тогда естественная диффе-
ренциальная операция D : Γ(V ) → Γ(W ) определяет естественное преобразова-
ние функторов: для любого открытого вложения M ′ ↪→M имеем коммутатив-
ный квадрат

Γ(M,V ) D−−−−→ Γ(M,W )y y
Γ(M ′,V ) D−−−−→ Γ(M ′,W ).

И наоборот, при некоторых условиях естественное преобразование функторов
геометрических величин задается естественной дифференциальной операцией
(теорема Петре, см. [7; гл. 5]).

Рассмотрим естественные алгебраические дифференциальные операции по-
рядка не выше k (см. определение 1.10). Они задаются всюду определенными
GL(k+l)

n -эквивариантными рациональными отображениями δ : V (k) → W . Изу-
чение таких операций является чисто алгебраической задачей, которую мож-
но решать методами теории инвариантов. Такой подход к изучению алгеб-
раических дифференциальных операций мы называем методом IT-редукции.
В настоящей работе мы рассматриваем естественные алгебраические диффе-
ренциальные операции, действующие на сечения тензорных расслоений. Они
задаются рациональными отображениями δ : J (k)

n ⊗V →W , которые GLn-экви-
вариантны и NGL(k+1)

n -инвариантны. Здесь V , W — рациональные представ-
ления GLn, а GL(k+1)

n действует на J (k)
n ⊗ V = V (k) естественным образом (см.

лемму 4).

Пример 1.14. Классическим примером естественной алгебраической диф-
ференциальной операции является внешний дифференциал d : Γ(Ωm) →
Γ(Ωm+1), где Ωm =

∧m T ∗ есть расслоение внешних m-форм. Соответствую-
щее отображение

δ : J (1)
n ⊗

m∧
Kn∗ =

(
K⊗

m∧
Kn∗

)
⊕

(
Kn∗ ⊗

m∧
Kn∗

)
→ Kn∗ ⊗

m∧
Kn∗ →

m+1∧
Kn∗

есть композиция проекции и альтернирования.

Пример 1.15. Пусть T – касательное расслоение, V – произвольное тен-
зорное расслоение, соответствующее линейному представлению GLn : V . Про-
изводная Ли есть естественная билинейная дифференциальная операция вида
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D : Γ(T × V ) → Γ(V ) порядка один. Она соответствует отображению

δ :
(
Kn ⊕ (Kn∗ ⊗Kn)

)
×

(
V ⊕ (Kn∗ ⊗ V )

)
→ V,

(ξ0 + ξ1, v0 + v1) 7→ ρ(ξ1)v0 − σ(ξ0 ⊗ v1),

где ρ есть представление алгебры Ли gln ≃ Kn∗ ⊗Kn в V , а σ есть свертка Kn

с Kn∗.

1.4. Представления и инварианты классических групп. Напомним
некоторые факты теории представлений классических групп (см. [11], [12]).

Разбиением называется нестрого убывающая последовательность неотрица-
тельных целых чисел λ = (λ1, . . . , λn), λ1 > · · · > λn > 0. Длина разбиения –
это количество λi ̸= 0, а |λ| = λ1 + · · ·+λn. Фрагменты вида d, . . . , d (s раз) в λ
часто записываются в виде ds. Определение виртуального разбиения получа-
ется, если опустить условие λn > 0.

Функтор Шура, отвечающий разбиению λ, обозначается через Sλ. Он сопо-
ставляет каждому векторному пространству V подпространство SλV ⊂ V ⊗|λ|,
которое строится следующим образом. Можно считать, что тензорные сомно-
жители V ⊗|λ| нумеруются клетками диаграммы Юнга, отвечающей разбие-
нию λ. Тогда SλV получается из V ⊗|λ| применением сначала симметризации по
каждой строке диаграммы Юнга (обозначаемой через Symλ), а затем альтер-
нирования по каждому столбцу диаграммы Юнга (обозначаемого через Altλ).

SλV – неприводимый полиномиальный GL(V )-модуль, линейно порожден-
ный тензорами вида

Altλ(v⊗λ1
1 ⊗ · · · ⊗ v⊗λn

n ), v1, . . . , vn ∈ V.

Всякий рациональный GL(V )-модуль разлагается в прямую сумму неприводи-
мых подмодулей, изоморфных SλV ⊗ detd, d ∈ Z.

В наших рассмотрениях будет удобнее реализовывать неприводимые рацио-
нальные GLn-модули в виде SλKn∗ ⊗ detd. Такой модуль однозначно с точно-
стью до изоморфизма определяется виртуальным разбиением λ = (λ1, . . . , λn),
λi = λi − d. Он содержит единственные с точностью до пропорциональности
собственные векторы по отношению к противоположным нижне- и верхнетре-
угольным борелевским подгруппам B−, B+ ⊂ GLn, а именно,

v−λ = Altλ

(
(x1)⊗λ1 ⊗ · · · ⊗ (xn)⊗λn

)
,

v+
λ = Altλ

(
(xn)⊗λ1 ⊗ · · · ⊗ (x1)⊗λn

)
.

Вектор v−λ (соответственно v+
λ ) называется младшим (соответственно старшим)

весовым вектором. Заметим, что v±λ порождает SλKn∗ ⊗ detd как B∓-модуль.
Всякий неприводимый SLn-модуль изоморфен SλKn∗, где λn = 0.
Пусть n = 2m четно. Мы рассматриваем группу Spn как подгруппу в GLn,

являющуюся стабилизатором 2-формы

ω0 = x1 ∧ xn + x2 ∧ xn−1 + · · ·+ xm ∧ xm+1. (7)

Неприводимые представления Spn параметризуются разбиениями λ длины
l 6 m и реализуются в подпространствах S⟨λ⟩Kn∗ ⊂ SλKn∗, порожденных
тензорами вида

Altλ

(
(y1)⊗λ1 ⊗ · · · ⊗ (yl)⊗λl

)
,
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где y1, . . . , yl порождают изотропное подпространство в Kn∗. Векторы v±λ яв-
ляются собственными для борелевских подгрупп B± ∩ Spn. Вектор v−λ (соот-
ветственно v+

λ ) называется младшим (соответственно старшим) весовым век-
тором, причем v±λ порождает S⟨λ⟩Kn∗ как B∓ ∩ Spn-модуль.

Формулы Пьери.

SλKn∗ ⊗ SkKn∗ ≃
⊕

λ′, |λ′|=|λ|+k
λ′i>λi>λ′i+1

Sλ′Kn∗ (как GLn-модули),

S⟨λ⟩Kn∗ ⊗ SkKn∗ ≃
⊕

λ′,µ, |µ|=|λ|−p
|λ′|=|µ|+k−p, p6k
λi,λ

′
i>µi>λi+1,λ′i+1

S⟨λ
′⟩Kn∗ (как Spn-модули).

В более наглядных терминах диаграммы Юнга всевозможных λ′ получают-
ся из диаграммы Юнга λ вначале удалением p клеток справа из некоторых
строк (p = 0 в случае GLn), а затем добавлением k− p клеток справа в некото-
рые строки так, чтобы горизонтальные положения убранных или добавленных
клеток в каждой строке не перекрывались с аналогичными в других строках и
с нижними строками.

Алгебраическое исследование естественных дифференциальных операций на
тензорных расслоениях использует полиномиальные отображения между раз-
личными пространствами тензоров, эквивариантные по отношению к классиче-
ским группам. Эти отображения могут быть описаны с помощью классической
теории инвариантов.

Теорема 1.16. Пусть V1, . . . , Vs,W – тензорные пространства над Kn ,
G ⊂ GLn – одна из классических подгрупп (т.е. G есть GLn , SLn , On , SOn ,
или Spn), Φ: V1 × · · · × Vs → W – полиномиальное G-отображение. Тогда
Φ является линейной комбинацией отображений вида

ϕ(v1, . . . , vs) = P
(
C(v⊗d1

1 ⊗ · · · ⊗ v⊗ds
s ⊗ T⊗a1

1 ⊗ · · · ⊗ T⊗al

l )
)
,

где T1, . . . , Tl – базисные инвариантные тензоры группы G, d1, . . . , ds , a1, . . . , al

– целые неотрицательные числа, C – свертка по некоторым индексам, P –
перестановка индексов.

Для группы GLn базисным тензором является тензор δ = ei ⊗ xi, а для
группы Spn базисными тензорами являются ω0 и двойственный ему тензор

ω∗0 = e1 ∧ en + · · ·+ em ∧ em+1.

Доказательство теоремы сводится к описанию G-инвариантных полино-
миальных функций на V1×· · ·×Vs×W ∗, которые линейны поW ∗. В этом случае
утверждение следует из символического метода классической теории инвари-
антов [12; п. 9.5]: всякая инвариантная функция получается полной сверткой
достаточного количества копий аргументов с базисными тензорами. Свертки
по парам индексов из W ∗ отвечают тензорным умножениям на δ Кронекера,
а свертки индексов W ∗ с индексами V1, . . . , Vs в различном порядке – переста-
новкам индексов.



ЕСТЕСТВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ОПЕРАЦИИ 73

Мы будем использовать следующие линейные Spn-эквивариантные отобра-
жения

( · ) ∗ ω0 : SqKn∗ ⊗Kn → SqKn∗ ⊗Kn∗

(тензорное умножение справа на ω0 с последующей сверткой по первому верх-
нему и последнему нижнему индексам) и

( · ) ∗ ω∗0 : SqKn∗ → Sq−1Kn∗ ⊗Kn

(тензорное умножение справа на ω∗0 с последующей сверткой по первому верх-
нему и последнему нижнему индексам). Нетрудно проверить, что

(ξ ∗ ω∗0) ∗ ω0 = ξ (8)

для любого ξ ∈ SqKn∗.

§ 2. Теоремы о конечности и конечной порожденности

Пусть V , W – тензорные расслоения с типичными слоями V , W . В этом па-
раграфе мы рассматриваем естественные алгебраические дифференциальные
операции вида

D : Γ(V ) → Γ(W ). (9)

Они соответствуют полиномиальным GL(k+1)
n -отображениям δ : V (k)→W , где

k > ord(D). Для таких операций мы докажем теорему конечности и теорему
о конечной порожденности.

Определим степень deg(D) операции (9) как степень соответствующего ей
полиномиального отображения δ.

Рассмотрим подгруппу гомотетий K× ⊂ GLn. Назовем GLn-модуль Uодно-
родным степени [U ] = d, если tE · u = t−du для всех t ∈ K∗, u ∈ U , где E —
единичная матрица. Ясно, что SλKn∗⊗detp однороден, причем [SλKn∗⊗detp] =
|λ| − np.

Теорема 2.1. Для данных тензорных расслоений V , W существуют веще-
ственные числа A, B такие, что порядок любой естественной алгебраической
дифференциальной операции (9) не превосходит A+B deg(D).

Следствие 2.2 (см. [13; § 4]). Для данных тензорных расслоений V , W
и d ∈ N линейное пространство естественных алгебраических дифференци-
альных операций (9) степени не выше d конечномерно.

Доказательство теоремы 2.1. Можно считать, что GLn-модульW непри-
водим. Разложим GLn-модуль V в прямую сумму неприводимых подмодулей:

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vm.

Из этого разложения получаем разложение GL(k+1)
n -модуля

V (k) =
⊕

16i6m

( ⊕
06j6k

SjKn∗ ⊗ Vi

)
. (10)
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Пусть отображение δ : V (k) → W имеет степень d. Из разложения (10) сле-
дует, что δ разлагается в сумму GLn-отображений вида

δI : V (k) →W,

(v1,0 + · · ·+ v1,k, . . . , vm,0 + · · ·+ vm,k) 7→ ∆I(vi1,j1 , . . . , vip,jp),

где 1 6 p 6 d, I = (i1, j1; . . . ; ip, jp), 1 6 il 6 m, 0 6 jl 6 k, vi,j ∈ SjKn∗ ⊗ Vi, а

∆I : (Sj1Kn∗ ⊗ Vi1)× · · · × (SjpKn∗ ⊗ Vip
) →W

есть полилинейное GLn-отображение. Рассмотрим отображение ∆I . Так как
∆I является K×-эквивариантным отображением, то

p∑
l=1

[SjlKn∗ ⊗ Vil
] = [W ]

или

j1 + · · ·+ jp = [W ]−
p∑

l=1

[Vil
]. (11)

Положим A = |[W ]|, B = maxl |[Vl]|. Тогда из (11) получаем, что

max
ΔI ̸=0

{j1, . . . , jm} 6 A+Bd

и, следовательно, k 6 A+Bd. Теорема доказана.

Для GLn-модуля V положим

V
(k)
+ :=

⊕
16i6k

SiKn∗ ⊗ V.

Имеем разложение в прямую сумму V (k) = V ⊕ V
(k)
+ . Для полиномиального

отображения ϕ : V (k) → W определим deg+(ϕ) как степень отображения ϕ по
координатам, соответствующим прямому слагаемому V

(k)
+ . Для естественной

дифференциальной операции D : Γ(V ) → Γ(W ) определим ее степень по част-
ным производным deg+(D) := deg+(δ), где δ есть соответствующее операции D
полиномиальное отображение.

Отображение Φ: Γ(V ) → Γ(W ) называется тензорной операцией, если Φ со-
ответствует линейному GLn-отображению ϕ : V →W (другими словами, Φ яв-
ляется естественной линейной дифференциальной операцией нулевого поряд-
ка). Всякая тензорная операция есть линейная комбинация композиций свер-
ток, перестановок индексов и тензорного умножения на дельту Кронекера.

Назовем тензорное расслоение V неразложимым, если его слой V – непри-
водимый GLn-модуль.

Теорема 2.3. Пусть V – тензорное расслоение, d, k – натуральные чис-
ла. Существует конечное число неразложимых тензорных расслоений Wi

и естественных дифференциальных операций Di : Γ(V ) → Γ(Wi) порядка не
выше k и степени по частным производным не выше d таких, что для любо-
го тензорного расслоения W всякая естественная дифференциальная операция
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D : Γ(V ) → Γ(W ) порядка не выше k и степени по частным производным не
выше d может быть представлена в виде

D(v) =
∑
i,p

Φip(v⊗p ⊗Di(v)),

где каждое Φip : Γ(SpV ⊗Wi) → Γ(W ) есть тензорная операция.

Доказательство. Сначала, переходя к струям, мы переформулируем эту
теорему следующим образом.

Существует конечное число GLn-модулей Wi и полиномиальных
GL(k+1)

n -отображений

δi : V (k) →Wi, deg+(δi) 6 d,

таких, что всякое полиномиальное GL(k+1)
n -эквивариантное отоб-

ражение δ : V (k) → W , deg+(δ) 6 d, может быть представлено
в виде

δ(v) =
∑
i,p

ϕip(v
⊗p
0 ⊗ δi(v)), v = v0 + v+ ∈ V ⊕ V

(k)
+ , (12)

где
ϕip : V ⊗p ⊗Wi →W

есть линейное GLn-отображение для всех i, p.
Докажем это утверждение.
Обозначим через K[V ] алгебру многочленов от координат на пространстве V .

Все полиномиальные функции на V (k) степени не выше d по координатам V
(k)
+

образуют свободный K[V ]-модуль конечного ранга K[V ]⊗Mord(V
(k)
+ ,K). Функ-

ции, инвариантные относительно NGL(k+1)
n , образуют GLn-инвариантный под-

модуль M . Всякому отображению δ соответствует линейное GLn-отображение
δ′: W ∗→M .

Модуль M конечно порожден (как подмодуль конечно порожденного мо-
дуля). Выберем конечное число неприводимых GLn-модулей W ′

i и линейных
GLn-отображений δ′i : W

′
i → M таких, что Im δ′i порождают M как K[V ]-мо-

дуль. Таким образом, канонически определенный гомоморфизм K[V ]-модулей

π :
⊕

i

(K[V ]⊗W ′
i ) =

⊕
i,p

(SpV ∗ ⊗W ′
i ) → M

эпиморфен. Каждое линейное отображение δ′i естественным образом опреде-
ляет полиномиальное GL(k+1)

n -отображение

δi : V (k) → (W ′
i )
∗ =: Wi,

причем deg+(δi) 6 d. Убедимся, что построенные Wi и δi удовлетворяют усло-
вию теоремы, переформулированному выше на языке струй.

Пусть δ : V (k) → W – полиномиальное GL(k+1)
n -отображение такое, что

deg+(δ) 6 d. Наша задача – найти линейные GLn-отображения ϕip так, чтобы
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было выполнено (12). Рассмотрим соответствующее линейное GLn-отображе-
ние δ′ : W ∗ → M. Так как группа GLn редуктивна, то отображение δ′ можно
поднять до линейного GLn-отображения

ϕ′ =
⊕
i,p

ϕ′ip : W ∗ →
⊕
i,p

(SpV ∗ ⊗W ′
i )

такого, что δ′ = π ◦ ϕ′. Каждое отображение ϕ′ip канонически определяет ли-
нейное GLn-отображение ϕip : V ⊗p ⊗ Wi → W . Нетрудно заметить, что для
отображений ϕip выполнено (12).

§ 3. Естественные линейные операции

В этом и следующем параграфах мы приведем основанные на методе IT-ре-
дукции доказательства известных теорем о классификации естественных ли-
нейных дифференциальных операций на произвольных и на симплектических
многообразиях. Оказывается, такие операции по существу сводятся к внешне-
му дифференцированию.

Пусть V , W – тензорные расслоения с типичными слоями V , W ,

D : Γ(V ) → Γ(W ) (13)

– естественная линейная дифференциальная операция порядка k. Операция D
соответствует линейному GL(k+1)

n -отображению

δ : V (k) →W. (14)

В случае k = 0 операция D является тензорной. В случае k > 0 такие операции
описываются следующей теоремой.

Теорема 3.1. Для всякой операции (13) порядка k > 0 имеется разложе-
ние

D = I ◦ d ◦ P + T,

где
P : Γ(V ) → Ω∗(M), I : Ω∗(M) → Γ(W )

и T – тензорные операции.

Замечание 3.2. Обычно эту теорему называют теоремой Схоутена, хотя
сам Схоутен сформулировал ее в 1951 году без доказательства. В дальнейшем
доказательство было получено сначала для дифференциальных форм (Пале,
1959), затем для произвольных ковариантных тензоров (Лейхер, 1973) и, на-
конец, в общем случае (Рудаков, 1974; Чу-Лян Тэн, 1976; Кириллов, 1977),
см. [13]. Для операций порядка один основанное на IT-редукции доказатель-
ство получено Смирновым [14].

Доказательство. Рассмотрим отображение (14), соответствующее опера-
ции (13). Поскольку вложения и проекции на неразложимые слагаемые зада-
ются тензорными операциями, то можно считать, что GLn-модули V,W непри-
водимы и V = SλKn∗⊗detd соответствует виртуальному разбиению λ = λ−(dn).
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Так как подалгебра ngl(k+1)
n ⊂ gl(k+1)

n действует на W тривиально, то

ngl(k+1)
n · V (k) ⊂ Ker(δ).

Кроме того, (xn)k⊗ v−λ (что равно тензорному произведению старшего вектора
GLn-модуля SkKn∗ и младшего вектора GLn-модуля V ) порождает GLn-модуль
SkKn∗ ⊗ V . Поскольку операция имеет порядок k, то

(xn)k ⊗ v−λ /∈ ngl(k+1)
n · V (k). (15)

Если k > 1, то, используя (5), находим

((xn)k ⊗ en) · (xn ⊗ v−λ ) = −(kλn + 1)(xn)k ⊗ v−λ .

Но это противоречит (15). Следовательно, k = 1.
Если k = 1 и λn ̸= 0, то, используя (5), находим

((xn)2 ⊗ en) · v−λ = −2λnx
n ⊗ v−λ .

Но это противоречит (15). Следовательно, λn = 0.
Если k = 1 и λn = 0, то, используя (5), находим

(x1xn ⊗ e1) · v−λ = −λ1x
n ⊗ v−λ − x1 ⊗ v,

((x1)2 ⊗ e1) · v = −2(λ1 − 1)x1 ⊗ v,

где

v =
λ1∑

p=1

Altλ

(
(x1)⊗(p−1) ⊗ xn ⊗ (x1)⊗(λ1−p) ⊗ (x2)⊗λ2 ⊗ · · · ⊗ (xn)⊗λn

)
.

При λ1 > 1 это противоречит (15). Следовательно, λ1 = 0 или λ1 = 1.
Остался случай k = 1 и V ≃

∧m Kn∗, где m < n. В этом случае

Kn∗ ⊗ V =
m+1∧

Kn∗ ⊕ S(2,1m−1)Kn∗.

Так как

((x1)2 ⊗ e1) · (x1 ∧ · · · ∧ xm) = 2x1 ⊗ x1 ∧ · · · ∧ xn ∈ S(2,1m−1)Kn∗,

то для δ остается единственная возможность. А именно,

δ : V (1) =
m∧

Kn∗ ⊕
m+1∧

Kn∗ ⊕ S(2,1m−1)Kn∗ →
m+1∧

Kn∗

есть каноническая проекция. Такое δ соответствует операции d внешнего диф-
ференцирования (см. пример 1.14).
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§ 4. Естественные дифференциальные
операции на симплектических многообразиях

4.1. Геометрические структуры. Многообразия часто снабжены допол-
нительными геометрическими структурами и важно изучать дифференциаль-
ные операции, “естественные” по отношению к этим структурам. Есть несколь-
ко возможных способов формализовать это понятие. Здесь мы будем исполь-
зовать следующий способ.

Определение 4.1. Тип геометрических структур – это функтор на Mann,
сопоставляющий каждому n-мерному многообразию M подпучок A = A (M)
в пучке сечений естественного расслоения F →M так, что для любого откры-
того вложения M ′ ↪→M пучок A (M ′) есть ограничение пучка A (M). Геомет-
рическая структура (данного типа) – это сечение α ∈ Γ(A ).

Замечание 4.2. Как правило, A состоит из локальных сечений, удовлетво-
ряющих некоторой системе естественных дифференциальных уравнений. При
этом l-струи локальных сечений из A образуют GL(k+l)

n -инвариантное подмно-
гообразие A(l) ⊆ F (l), где k – порядок расслоения F .

Пример 4.3. Риманова структура задается сечением расслоения (S2T ∗)+

положительно определенных квадратичных форм на касательном расслоении.

Пример 4.4. Симплектическая структура задается сечением ω расслоения
(Ω2(M))reg невырожденных 2-форм таким, что dω = 0. Многообразие M назы-
вается симплектическим, если на M задана симплектическая структура.

Пример 4.5. Пуассонова структура задается сечением β расслоения
∧2 T

бивекторов таким, что [β, β] = 0, где [β, β] = βij∂i β
kl∂j ∧ ∂k ∧ ∂l есть скобка

Схоутена. Многообразие M называется многообразием Пуассона, если на M
задана структура Пуассона.

Симплектическое многообразие является многообразием Пуассона (бивекто-
ром Пуассона является двойственный к симплектической 2-форме бивектор).
Четномерное многообразие Пуассона с невырожденным в каждой точке бивек-
тором Пуассона является симплектическим многообразием (симплектической
2-формой является двойственная к бивектору Пуассона 2-форма).

Определение 4.6. Естественная дифференциальная операция на многооб-
разиях с геометрической структурой типа A – это операция вида

D : Γ(V )× Γ(A ) → Γ(W ),

где V , W – естественные расслоения, задаваемая в локальных координатах
x = (x1, . . . , xn) формулой

D(s, α)(x) = δ(Jk
xs, J

l
xα),

где δ : V (k)×A(l) →W – GL(r)
n -эквивариантное (при подходящем r) не зависящее

от x дифференцируемое отображение.

Другими словами, Ds зависит от s ∈ Γ(V ) и от α ∈ Γ(A ) (как от параметра),
а также их частных производных (до некоторого порядка) одинаковым образом
во всех локальных системах координат.
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Мы будем рассматривать алгебраические естественные дифференциальные
операции на тензорных расслоениях над многообразиями с естественной гео-
метрической структурой. В этом случае отображение δ полиномиально по V (k)

и рационально по A(l). В частном случае, когда k = 0 и δ линейно по первому
аргументу, такая операция D называется естественным линейным отображе-
нием.

Пример 4.7. Ковариантное дифференцирование тензорных полей являет-
ся естественной дифференциальной операцией на римановых многообразиях.
Скобка Пуассона функций является естественной дифференциальной операци-
ей на пуассоновых многообразиях.

В присутствии дополнительной геометрической структуры группа коорди-
натных преобразований, которые должны сохранять координатное выражение
естественной дифференциальной операции, часто может быть уменьшена при
помощи следующего стандартного теоретико-инвариантного приема.

Определение 4.8. Пусть группа ЛиG действует на многообразииX,H ⊂G
– подгруппа Ли и Y – некоторое H-инвариантное подмногообразие в X. Под-
многообразие Y называется (G,H)-сечением, если естественное отображение
G×H Y → X является диффеоморфизмом.

В этом случае для любого многообразия Z с действием G мы имеем взаимно
однозначное соответствие между G-отображениями ϕ : X → Z и H-отображе-
ниями ψ : Y → Z. А именно, при этом соответствии ψ = ϕ

∣∣
Y

.
Пусть для геометрических структур типа A существует (GL(r)

n , G(r))-сечение
A

(l)
0 многообразия A(l). Тогда согласно вышесказанному естественные диффе-

ренциальные операции на многообразиях с геометрическими структурами ти-
па A находятся во взаимно однозначном соответствии с G(r)-отображениями

δ̃ : V (k) ×A
(l)
0 →W.

Пример 4.9 (см. [6; §3]). В пространстве k-струй римановых метрик

A(k) = (S2Rn∗)+ ⊕
k⊕

l=1

SlRn∗ ⊗ S2Rn∗

имеется (GL(k+1)
n ,GLn)-сечение

A
(k)
0 = (S2Rn∗)+ ⊕

k⊕
l=2

Ker Syml+1,

где Syml+1 : SlRn∗⊗S2Rn∗ → Sl+1Rn∗⊗Rn∗ есть симметризация по первым l+1
индексам. Отметим, что Ker Syml+1 ≃ S(l,2)Rn∗, а перевод метрики в A(k)

0 пре-
образованием координат есть не что иное как запись метрики в геодезических
координатах с центром в данной точке.

4.2. Симплектические структуры. По теореме Дарбу струи симплек-
тических структур образуют однородное пространство, т.е. в качестве сечения
может быть взята одна точка. Поучительно дать чисто алгебраическое дока-
зательство этого факта методом IT-редукции.
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Формальная лемма Пуанкаре. Комплекс де Рама

· · · d−→ SlKn∗ ⊗
m∧

Kn∗ d−→ Sl−1Kn∗ ⊗
m+1∧

Kn∗ d−→ · · ·

точен.

Доказательство. По формулам Пьери имеем

SlKn∗ ⊗
m∧

Kn∗ ≃ S(l+1,1m−1)Kn∗ ⊕ S(l,1m)Kn∗.

(А именно, S(l+1,1m−1)Kn∗ ⊂ SlKn∗ ⊗
∧m Kn∗, а S(l,1m)Kn∗ вкладывается в тен-

зорное произведение слева как Ker Syml+1.) Отображение

d : SlKn∗ ⊗
∧m Kn∗ → Sl−1Kn∗ ⊗

∧m+1 Kn∗

есть не что иное как альтернирование по последним m + 1 индексам. Оно
изоморфно отображает S(l,1m)Kn∗ в Sl−1Kn∗ ⊗

∧m+1 Kn∗, в то время как его
ядро S(l+1,1m−1)Kn∗ – это в точности образ Sl+1Kn∗ ⊗

∧m−1 Kn∗.

Формальная теорема Дарбу. Всякая струя ω(x) = ω0 + ω1(x) + · · · +
ωk(x, . . . , x) ∈ J

(k)
n ⊗

∧2 Kn∗ такая, что форма ω0 невырождена и dω = 0,
является GL(k+1)

n -эквивалентной ω0 .

Доказательство. Применяя преобразования x 7→ x + gm(x, . . . , x) из
NGL(k+1)

n к ω(x) последовательно при m = 2, . . . , k + 1, добьемся исчезновения
непостоянных членов ω1(x), . . . , ωk(x) струи ω(x). Допустим, что ωl(x) = 0 для
всех 1 6 l 6 m− 2, где 2 6 m 6 k. Для g = x+ gm(x, . . . , x) имеем

(g · ω)(x) = ω(x) +mρ(gm(x, . . . , x, · ))ω0

= ω(x) +mγ(gm ⊗ ω0) = ω(x) + d(gm ∗ ω0)

(мы используем лемму 1.7 и следствие из нее). Таким образом, ωm−1 можно
преобразовать, прибавив к нему любой элемент образа сквозного отображения

SmKn∗ ⊗Kn ∗ω0−→ SmKn∗ ⊗Kn∗ d−→ Sm−1Kn∗ ⊗
∧2

Kn∗. (16)

Согласно формальной лемме Пуанкаре образ сквозного отображения (16) со-
стоит из замкнутых форм. Следовательно, ωm−1 можно преобразовать в нуль.

Действуя группой GLn, можно привести форму ω0 к виду (7). Ее стабили-
затором в группе GL(k)

n является группа Sp(k)
n k-струй симплектоморфизмов

Kn → Kn в нуль. Ее разложение Леви имеет вид Sp(k)
n = Spn i NSp(k)

n , где
Spn – подгруппа Леви, а NSp(k)

n = Sp(k)
n ∩NGL(k)

n – унипотентный радикал.
Согласно формальной теореме Дарбу {ω0} является (GL(k+1)

n ,Sp(k+1)
n )-сече-

нием многообразия k-струй симплектических форм. Следовательно, естествен-
ные дифференциальные операции на симплектических многообразиях находят-
ся во взаимно однозначном соответствии с Sp(k+1)

n -отображениями δ : V (q)→W .
В дальнейшем нам понадобится следующая лемма, описывающая алгебру

Ли sp
(k)
n группы Sp(k)

n .
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Лемма 4.10. Элемент ξ = ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξk ∈ sp
(k)
n тогда и только тогда,

когда ξl ∗ ω0 ∈ Sl+1Kn∗ для l = 1, . . . , k (в частности, ξ1 ∈ spn).

Доказательство. Используя следствие леммы 1.7, получаем

ξ · ω0 = d(ξ ∗ ω0) =
k∑

l=1

d(ξl ∗ ω0) = 0

тогда и только тогда, когда d(ξl ∗ ω0) = 0 для l = 1, . . . , k. Теперь лемма
следует из того, что ξl ∗ ω0 ∈ SlKn∗ ⊗ Kn∗ ≃ Sl+1Kn∗ ⊕ S(l,1)Kn∗, где первое
прямое слагаемое есть в точности Ker d.

Из этой леммы и (8) получаем

Следствие 4.11. Отображение

k⊕
l=2

Sl+1Kn∗ → nspk
n, f3 + · · ·+ fk+1 7→ f3 ∗ ω∗0 + · · ·+ fk+1 ∗ ω∗0

является изоморфизмом векторных пространств.

Замечание 4.12. Имеется другой подход к изучению естественных диф-
ференциальных операций на симплектических многообразиях. При этом под-
ходе сначала определяются (главные) расслоения SFrk(M) → M симплекти-
ческих кореперов порядка k. Эти расслоения состоят из k-струй локальных
систем координат x = (x1, . . . , xn), в которых ω(x) = ω0. Затем определяют-
ся ассоциированные (симплектические) расслоения F = SFrk(M)×Sp(k)

n F , где
Sp(k)

n : F – дифференцируемое действие. (Заметим, что если действие Sp(k)
n : F

расширяется до действия GL(k)
n : F , то F ≃ SFrk(M) ×Sp(k)

n GL(k)
n ×GL(k)

n F ≃
Frk(M) ×GL(k)

n F является естественным расслоением в смысле 1.1.) Наконец,
естественные дифференциальные операции на симплектических многообрази-
ях определяются как операции вида D : Γ(V ) → Γ(W ), где V , W – симплек-
тические расслоения, причем D одинаково записывается во всех симплектиче-
ских локальных системах координат. Это эквивалентно тому, что отображение
струй δ : V (k) →W является Sp(k)

n -отображением.

4.3. Линейные операции. Теперь на основе метода IT-редукции мы по-
лучим описание естественных линейных дифференциальных операций на симп-
лектических многообразиях. Впервые это описание было получено более слож-
ным методом Рудаковым (см. [8]) в процессе изучения неприводимых представ-
лений некоторых бесконечномерных алгебр Ли.

Напомним, что на n-мерном симплектическом многообразии имеется кано-
нический изоморфизм im : Ωm → Ωn−m. Положим

d∗ = in−m+1 ◦ d ◦ im : Γ(Ωm) → Γ(Ωm−1).

Рассмотрим естественную линейную дифференциальную операцию

D : Γ(V ) → Γ(W ) (17)
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порядка q на n-мерных симплектических многообразиях, где V , W – тензорные
расслоения с типичными слоями V , W . Операция D соответствует линейно-
му Sp(k)

n -отображению δ : V (q) → W , где k > q. В случае q = 0 операция D
является тензорной (т.е. δ является линейным Spn-отображением V → W , см.
теорему 1.16). В случае q > 0 такие операции описываются следующей теоре-
мой.

Теорема 4.13. Для операции (17) порядка q > 0 имеется разложение

D = I1 ◦ d ◦ P1 + I2 ◦ dd∗ ◦ P2 + T,

где
Pi : Γ(V ) → Γ(Ω•), Ii : Γ(Ω•) → Γ(W )

и T – тензорные операции.

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай V = S⟨λ⟩Kn∗. Так же
как в доказательстве теоремы 3.1, имеем включение

nsp(k)
n · V (q) ⊂ Ker(δ). (18)

Рассмотрим случай q > 1, λ1 ̸= 1. Для

ξ = (xn)q+1, v = x1 ⊗ v−λ ,

ξ′ = (q + 1)x1(xn)q, v′ = xn ⊗ v−λ ,

используя (5), вычисляем

(ξ ∗ ω∗0) · v = (xn)q ⊗ v−λ + qx1(xn)q−1 ⊗ v̄,

(ξ′ ∗ ω∗0) · v′ = (qλ1 − 1)(xn)q ⊗ v−λ + q(q − 1)x1(xn)q−1 ⊗ v̄,

где

v̄ =
λ1∑

p=1

Altλ

(
(x1)⊗(p−1) ⊗ xn ⊗ (x1)⊗(λ1−p) ⊗ (x2)⊗λ2 · · · ⊗ (xn/2)⊗λn/2

)
.

Отсюда получаем 0 ̸= q(λ1−1)xn⊗v−λ ∈ ((Sq+1Kn∗)∗ω∗0) ·(Kn∗⊗V ). Но это про-
тиворечит (18), так как xn⊗ v−λ (тензорное произведение старшего и младшего
векторов) порождает SqKn∗ ⊗ V как Spn-модуль.

Рассмотрим случай, когда q = 1, λ1 > 1 или q > 2, λ1 = 1. Для

ξ = 3x1(xn)2, v = (xn)q−1 ⊗ v−λ ,

ξ′ = 3(x1)2xn, v′ = (xn)q−1 ⊗ v̄,

используя (5), вычисляем

(ξ ∗ ω∗0) · v = (2λ1 + 1− q)(xn)q ⊗ v−λ + 2x1(xn)q−1 ⊗ v̄,

(ξ′ ∗ ω∗0) · v′ = −2λ1(xn)q ⊗ v−λ + 2(λ1 − 1− q)x1(xn)q−1 ⊗ v̄.

Отсюда получаем (λ1+1−q)(2λ1−1−q)(xn)q⊗v−λ ∈ ((S3Kn∗)∗ω∗0)·(Sq−1Kn∗ ⊗ V ).
Аналогично предыдущему, этот случай также невозможен.
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Остался случай λ = (1m), q 6 2.
Для q = 1 имеем

Kn∗ ⊗ V ≃ S⟨1
m−1⟩Kn∗ ⊕ S⟨1

m+1⟩Kn∗ ⊕ S⟨2,1m−1⟩Kn∗.

Проекция на первое прямое слагаемое соответствует оператору d∗, проекция
на второе – оператору d. Нетрудно проверить, что третье прямое слагаемое
совпадает с ((S3Kn∗) ∗ ω∗0) · V .

Для q = 2 Spn-модуль S2Kn∗ ⊗ V изоморфен

S⟨3,1m−1⟩Kn∗ ⊕ S⟨2,1m⟩Kn∗ ⊕ S⟨2,1m−2⟩Kn∗ ⊕ S⟨1
m⟩Kn∗.

Докажем, что

S⟨3,1m−1⟩Kn∗ ⊕ S⟨2,1m⟩Kn∗ ⊕ S⟨2,1m−2⟩Kn∗ ⊂ ((S3Kn∗) ∗ ω∗0) · (Kn∗ ⊗ V ). (19)

Действительно, для i < n имеем

((x1)3 ∗ ω∗0) ·
(
xi ⊗ (xn ∧ x2 ∧ · · · ∧ xm)

)
= −2x1xi ⊗ (x1 ∧ · · · ∧ xm) =: w.

При i = 1 элемент w является младшим вектором в S⟨3,1m−1⟩Kn∗. Отсюда
следует включение (19) для первого прямого слагаемого. При i = m+ 1 инва-
риантный проектор Alt(2,1m) отображает w в младший вектор

(−1)m+1x1 ⊗ x1 ∧ · · · ∧ xm+1 ∈ S⟨2,1m⟩Kn∗.

Отсюда следует включение (19) для второго прямого слагаемого. Для i =
n+ 1−m свертка w с ω∗0 по первому и последнему индексам даст

x1 ⊗ x1 ∧ · · · ∧ xm−1 ∈ S⟨2,1m−2⟩Kn∗.

Отсюда следует включение (19) для третьего прямого слагаемого. Проекция
на четвертое прямое слагаемое соответствует оператору dd∗.

§ 5. Деформационное квантование

В этом параграфе мы докажем теорему о несуществовании на многообразиях
Пуассона и на симплектических многообразиях естественных деформационных
квантований.

Рассмотрим многообразие Пуассона M с бивектором Пуассона β. На пуч-
ке O дифференцируемых функций на M определена скобка Пуассона {f, g} =
β(df, dg) = βij ∂if ∂jg. По определению деформационное квантование – это ас-
социативное K[[~]]-линейное по отношению к бесконечным суммам умножение ⋆
на пучке O[[~]], имеющее на O следующий вид:

f ⋆ g = fg + ~{f, g}+ · · ·+ ~lβl(f, g) + · · · ,

где βl, l = 1, 2, . . . , суть билинейные дифференциальные операции [15]. Опе-
рацию умножения ⋆ можно рассматривать как некоммутативную деформацию
с параметром ~ обычного коммутативного умножения функций, так что член
первого порядка коммутатора f ⋆ g − g ⋆ f равен 2{f, g}.
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Известно несколько конструкций деформационных квантований (см., напри-
мер, де Вильд–Лекомт [16], Федосов [17], [18], Концевич [19]). В этих кон-
струкциях для построения деформационных квантований используются допол-
нительные геометрические структуры. Возникает естественный вопрос: суще-
ствуют ли естественные деформационные квантования на многообразиях Пуас-
сона (на симплектических многообразиях)? Естественность квантования пони-
мается как естественность всех дифференциальных операций βl. Ответ на этот
вопрос отрицателен.

Теорема 5.1. На многообразиях Пуассона и на симплектических многооб-
разиях не существует естественных деформационных квантований.

Нам понадобится следующая

Лемма 5.2. Пусть A : O × O → O – билинейная естественная диффе-
ренциальная операция на симплектических многообразиях. Тогда A(f, g) =
bfg + c{df, dg}, где b, c ∈ K.

Доказательство. Операция A определяется линейным Sp(k)
n -отображени-

ем
α : J (p)

n ⊗ J (q)
n → K,

где k > max{p, q}. Заметим, что Spn-модули SpKn∗ неприводимы и попарно
неизоморфны, причем (SpKn∗)∗ ≃ SpKn∗. Этому изоморфизму соответствует
ненулевое линейное Spn-отображение

ψp : SpKn∗ ⊗ SpKn∗ → K,

а именно, полная свертка с (ω∗0)⊗k. При p ̸= q ненулевых эквивариантных
линейных отображений SpKn∗ ⊗ SqKn∗ → K не существует. Отсюда и из
Spn-эквивариантности отображения α следует, что

α(f ⊗ g) =
∑
p>0

apψp(fp ⊗ gp),

где ap ∈ K. Осталось проверить, что ap = 0 при p > 2. Для этого берем
ξ = 3(x1)2xn, v = (x1)p−1 ⊗ (xn)p и вычисляем

α((ξ ∗ ω∗0) · v) = α
(
(p− 1)(x1)p ⊗ (xn)p − 2p(x1)p−1 ⊗ x1(xn)p

)
= (p− 1)apψp

(
(x1)p ⊗ (xn)p

)
= (p− 1)ap. (20)

С другой стороны, поскольку α NSp(k)
n -инвариантно, то выражение (20) равно

нулю, откуда следует, что ap = 0.

Доказательство теоремы 5.1.
Мы последовательно проверим, что не существует естественных квантова-

ний 1) симплектических, 2) четномерных и 3) нечетномерных многообразий
Пуассона.

1) Если естественное квантование ⋆ существует, то согласно лемме 5.2 име-
ем βp(f, g) = bpfg + cpβ(df, dg), p = 2, 3, . . . . Нетрудно проверить, что
такая операция ⋆ не может быть ассоциативной даже по модулю ~3.
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2) Естественное квантование четномерных многообразий Пуассона опреде-
лит естественное квантование симплектических многообразий. Согласно
1) это невозможно.

3) Достаточно доказать, что естественное квантование многообразий Пуас-
сона размерности n+ l определяет естественное квантование многообра-
зий Пуассона размерности n.

Пусть M есть n-мерное многообразие Пуассона с бивектором Пуассона β.
На многообразии M × Rl определим бивектор Пуассона β̃ такой, что

β̃(x,t) ∈
2∧
T(x,t)(M × {t}), dp

∣∣
(x,t)

(β̃(x,t)) = βx

для всех (x, t) ∈M×Rl, где p : M×Rl →M – проекция. Теперь наM определим
операцию ⋆′:

(f ⋆′ g)(x) = (p∗f ⋆ p∗g)(x, t),

где ⋆ – квантование структуры Пуассона β̃. Нетрудно заметить, что опера-
ция ⋆′ определена корректно и является квантованием структуры Пуассона β.
Очевидно, так определенное квантование n-мерных многообразий Пуассона яв-
ляется естественным.

Замечание 5.3. Теорема 5.1 аналогична теореме Ван Хова о несущество-
вании канонического геометрического квантования [20; п. 5.2.2]. В [21] доказан
близкий к теореме 5.1 результат о деформационном квантовании.
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