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Îïòèìèçàöèÿ ïðîìûñëà äëÿ ïîïóëÿöèè ïðè
ïåðèîäè÷åñêîì èçìåíåíèè âíåøíèõ óñëîâèé

Áèîëîãè÷åñêèå öèêëû ìíîãèõ âèäîâ æèâîòíûõ ïðèóðî÷åíû ê ñåçîííûì èçìåíåíèÿì
îêðóæàþùåé ñðåäû. Ïåðèîäû ðàçìíîæåíèÿ òàêèõ æèâîòíûõ îáû÷íî äîñòàòî÷íî êðàòêî-
ñðî÷íû è ôèêñèðîâàíû âî âðåìåíè. Õîðîøî èçó÷åíû ìîäåëè äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè ïîïó-
ëÿöèè æèâîòíûõ, èìåþùèõ îäèí ñåçîí ðàçìíîæåíèÿ â òå÷åíèè ãîäà. Îäíàêî ñóùåñòâóþò
âèäû ñ äâóìÿ è áîëåå ñåçîíàìè ðàçìíîæåíèÿ. Íàïðèìåð, ìàíü÷æóðñêàÿ áåëêà èìååò îñåí-
íèé è âåñåííèé ïåðèîäû ãåíåðàöèè. Êðîìå òîãî, èíòåíñèâíîñòü ðàçìíîæåíèÿ è óðîâåíü
ñìåðòíîñòè ýòîãî âèäà îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ïèùåâûõ çàïàñîâ, â îñíîâíîì, óðîæàéíî-
ñòüþ êåäðîâûõ îðåõîâ. Ñàìà óðîæàéíîñòü ïðàêòè÷åñêè ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿåòñÿ âî âðåìåíè,
à äëèíà ïåðèîäà ñîñòàâëÿåò òðè ãîäà. Âîçíèêàåò ïðîáëåìà îïèñàíèÿ äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè
ïîïóëÿöèè è îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé ïðîìûñëà ïðè ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþùåé-
ñÿ ñðåäå îáèòàíèÿ. Ïîñòàíîâêà ïîäîáíîé çàäà÷è óæå âñòðå÷àëàñü âî ìíîãèõ èññëåäîâàíèÿõ,
íî äî ñèõ ïîð ñîõðàíèëàñü âîçìîæíîñòü ïîèñêà ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è, îáîáùåíèÿ è óòî÷-
íåíèÿ ðåçóëüòàòîâ.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïåðèîäè÷åñêè ðàâíîâåñíîãî ïðî-
ìûñëà â ìîäåëè äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè ïðè ïåðèîäè÷åñêîì èçìåíåíèè ïàðàìåòðà
a � ðåïðîäóêòèâíîãî ïîòåíöèàëà ïîïóëÿöèè, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü ðîñòà ïîïó-
ëÿöèè â ïóñòîòó. Ïóñòü êàæäûé ðàññìàòðèâàåìûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè âêëþ÷àåò â ñåáÿ
k ïåðèîäîâ ðàçìíîæåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç xn,j ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè â n-ì ïðîìåæóòêå
âðåìåíè, j-ì ïåðèîäå.Òîãäà ìîäåëü äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè âûðàæàåòñÿ ñèñòåìîé
óðàâíåíèé 




xn+1,1 = akxn,kfk(xn,k)(1− uk),
xn+1,2 = a1xn+1,1f1(xn+1,1)(1− u1),
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
xn+1,k = ak−1xn+1,k−1fk−1(xn+1,k−1)(1− uk−1),

(1)

ãäå ai > 0 äëÿ êàæäîãî i = 1, k; ui � äîëÿ èçûìàåìûõ îñîáåé â i-ì ïåðèîäå; y = fi(x) �
íåïðåðûâíàÿ, ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, ïðè÷åì fi(0) = 1; y = xfi(x) � ôóíêöèÿ,
èìåþùàÿ îäèí ýêñòðåìóì (ìàêñèìóì), äî êîòîðîãî îíà ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé.

Äëÿ ïåðèîäè÷åñêè ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè (xn+1,i = xn,i = xi)
ñèñòåìà (1) ïðèìåò âèä:





x1 = akxkfk(xk)(1− uk),
x2 = a1x1f1(x1)(1− u1),
· · · · · · · · · · · · · · ·
xk = ak−1xk−1fk−1(xk−1)(1− uk−1).

(2)

? ÂÃÓÝÑ, Âëàäèâîñòîê, ÈÊÀÐÏ ÄÂÎ ÐÀÍ, ÅÀÎ ã. Áèðîáèäæàí. Ýëåêòðîííàÿ
ïî÷òà: edemtseva@list.ru, frisman@mail.ru
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Ðàâíîâåñíûé ñðåäíåïåðèîäè÷åñêèé óðîâåíü èçúÿòèÿ çàäàåòñÿ ôóíêöèåé:

z(x1, x2, . . . , xk, u1, u2, . . . , uk) =
1
k

k∑

i=1

uiaixifi(xi).

Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îïðåäåëåíèþ ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè óëîâà z, ïðè ïåðå-
ìåííîé ñòðàòåãèè ïðîìûñëà, êîãäà, âîîáùå ãîâîðÿ, ui 6= uj ïðè i 6= j, ñ ó÷åòîì îáëàñòè
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé xi > 0, 0 6 ui 6 1, i = 1, k.

1. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî óðàâíîâåøåííîãî èçúÿòèÿ
Èñïîëüçóÿ ìåòîä ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ íàõîæäåíèÿ óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíê-

öèè z(x1, x2, . . . , xk, u1, u2, . . . , uk), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî, åñëè õîòÿ áû îäèí èç êîýôôèöè-
åíòîâ ai = 1, òî òðèâèàëüíàÿ òî÷êà (0, 0, . . . , 0) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êîé,
à åñëè õîòÿ áû îäèí ai 6= 1, òî òðèâèàëüíàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà (0, 0, . . . , 0) íå ÿâëÿåòñÿ ýêñ-
òðåìóìîì. Î òðèâèàëüíîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå ïðè âñåõ ai = 1 è íåòðèâèàëüíîé êðèòè÷åñêîé
òî÷êå, êîòîðàÿ ñóùåñòâóåò â ñëó÷àå ai 6= 1 äëÿ âñåõ i = 1, k, ïîäîáíûì îáðàçîì ñäåëàòü âû-
âîä íå óäàåòñÿ, ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ ñèñòåìó ñîîòíîøåíèé (2), ïåðåéäåì ê ïîèñêó óñëîâíîãî
ìàêñèìóìà ôóíêöèè ðàâíîâåñíîãî èçúÿòèÿ

z(x1, x2, . . . , xk) =
1
k

k∑

i=1

(
aixifi(xi)− xi

)
. (3)

â îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé

D1 = {(x1, x2, . . . , xk) : xi > 0, i = 1, k, xi+1 − aixifi(xi) 6 0, i = 1, k − 1,

x1 − akxkfk(xk) 6 1}.

Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
k) ôóíêöèè (3) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé





a1

(
f1(x1) + x1f

′
1(x1)

)
= 1

a2

(
f2(x2) + x2f

′
2(x2)

)
= 1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ak

(
fk(xk) + xkf

′
k(xk)

)
= 1.

(4)

Ìàòðèöà Ãåññå ôóíêöèè (3) ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ





2f ′1(x1) + x1f
′′
1 (x1) < 0,

2f ′2(x2) + x2f
′′
2 (x2) < 0,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
2f ′k(xk) + xkf

′′
k (xk) < 0.

(5)

Ïóñòü x∗i , i = 1, (k − 1) � òî÷êè ìàêñèìóìà ôóíêöèè y = xfi(x) ñîîòâåòñòâåííî. Ó÷èòû-
âàÿ, ÷òî ai > 0, i = 1, k è èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (4), ïîëó÷èì: x0

i < x∗i , i = 1, k.
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Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè y = xfi(x), èìååì
(

xfi(x)
)′′

= 2f ′i(x) + xf ′′i (x) < 0 ïðè

x 6 x∗i . Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (5) äëÿ âñåõ xi 6 x∗i (i = 1, k) âûïîëíÿåòñÿ.
Çíà÷èò, ôóíêöèÿ (3) â îáëàñòè D = {(x1, x2, . . . , xk) : xi 6 x∗i , i = 1, k} ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî
âîãíóòîé, à òî÷êà (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
k) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà â ýòîé îáëàñòè.

Çàìåòèì, ÷òî x∗i > 0. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: x∗i 6 0. Òîãäà fi(x∗i ) > 0, x∗i f
′
i(x

∗) > 0, à
çíà÷èò fi(x∗i )+x∗i f

′
i(x

∗
i ) > 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåîáõîäèìîìó óñëîâèþ ýêñòðåìóìà ôóíêöèè.

Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó (4) ê âèäó




a1 =
(

f1(x1) + x1f
′
1(x1)

)−1

,

a2 =
(

f2(x2) + x2f
′
2(x2)

)−1

,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
ak =

(
fk(xk) + xkf

′
k(xk)

)−1

.

Ïðàâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèìè ôóíêöèÿìè ïðè x 6
x∗i ,òàê êàê

((
fi(xi) + xif

′
i(xi)

)−1)′
=
−

(
2f ′i(xi) + xif

′′
i (xi)

)

(
fi(xi) + xif ′i(xi)

)2 > 0.

Çíà÷èò, åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
k) ëåãêî íàéòè ÷èñëåííî äëÿ êàæäîãî íàáîðà

(a1, a2, . . . , ak).

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü ai > 0, i = 1, k. Íåðàâåíñòâî x0
i > 0 âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ôèêñèðî-

âàííîãî öåëîãî i(1 6 i 6 k) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ai > 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü x0
i > 0 ïðè íåêîòîðîì i = 1, k.

Ïîñêîëüêó y = fi(x) � íåïðåðûâíàÿ, ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, è fi(0) = 1, òî
fi(x0

i ) < 1, f ′i(x
0
i ) 6 0. Ñëåäîâàòåëüíî, fi(x0

i )+x0
i f
′
i(x

0
i ) < 1. Èñïîëüçóÿ ñèñòåìó ðàâåíñòâ (4),

ïîëó÷èì ai > 1.
Äîñòàòî÷íîñòü. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ñóùåñòâóåò i òàêîé, ÷òî ai > 1, à x0

i 6 0.
Òàê êàê x0

i 6 0, òî fi(x0
i ) > 1.Ó÷èòûâàÿ, êðîìå òîãî, ÷òî f ′i(x

0
i ) 6 0, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

fi(x0
i )+x0

i f
′
i(x

0
i ) > 1 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç ñèñòåìû (4) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ai > 1 âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî fi(x0
i ) + x0

i f
′
i(x

0
i ) < 1, i = 1, k, ïðîòèâîðå÷àùåå ïðåäûäóùåìó.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Èòàê, â ñëó÷àå, êîãäà âñå ai > 1 ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
k) óäîâëåòâîðÿåò ñè-

ñòåìå íåðàâåíñòâ 0 < x0
i < x∗i äëÿ êàæäîãî i = 1, k.

Åñëè òî÷êà (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
k) ïðèíàäëåæèò îáëàñòè D1, òî îíà ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì ìàê-

ñèìóìîì ôóíêöèè ðàâíîâåñíîãî èçúÿòèÿ ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ.
Èññëåäóåì îáëàñòü D1 ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîé ðàâíîâåñíîé ÷èñëåííîñòè ïðîìûñ-

ëîâîé ïîïóëÿöèè â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ai.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè D1 ñîäåðæèò òî÷êó ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè, òî∏k
i=1 ai > 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì, ñóùåñòâóåò òî÷êà ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîîðäè-
íàòàìè, ïðèíàäëåæàùàÿ îáëàñòè D1. Äëÿ êîîðäèíàò ýòîé òî÷êè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

0 <
xi+1

aixifi(xi)
6 1, 0 <

x1

akxkfk(xk)
6 1.
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Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà

x1

akxkfk(xk)

k−1∏

i=1

xi+1

aixifi(xi)
6 1,

èëè
k∏

i=1

1
aifi(xi)

6 1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ 0 < fi(xi) < 1 äëÿ i = 1, k, ïîëó÷èì
k∏

i=1

fi(xi) < 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,
k∏

i=1

ai > 1.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ X = (x1, x2, . . . , xk), Xi = (xi

1, x
i
2, . . . , x

i
k).

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè äëÿ òî÷êè X0 ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè (3) íå âûïîëíÿþò-
ñÿ íåêîòîðûå óñëîâèÿ ïðèíàäëåæíîñòè îáëàñòè D1, òî íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ýòîé ôóíê-
öèè â îáëàñòè D1 ñëåäóåò èñêàòü íà ñîîòâåòñòâóþùèõ íàðóøåííûì óñëîâèÿì ãðàíèöàõ
îáëàñòè D1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè X ∈ D â êàæäîé òî÷êå
Y òàêîé, ÷òî Y = X0 + α(X −X0), ãäå 0 < α < 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: z(Y ) > z(X).
Äåéñòâèòåëüíî, z(Y ) = z(X0 + α(X − X0)) = z(αX + (1 − α)X0). Ïî îïðåäåëåíèþ ñòðîãî
âîãíóòîé ôóíêöèè: z(αX + (1 − α)X0) > αz(X) + (1 − α)z(X0). Òàê êàê äëÿ âñåõ X èç
îáëàñòè D âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî z(X0) > z(X), òî αz(X) + (1 − α)z(X0) > αz(X) +
(1 − α)z(X) = z(X). Èòàê, ïîëó÷èì z(Y ) > z(X). Î÷åâèäíî, Y ∈ D. Ó÷èòûâàÿ ýòî, èìååì
z(X0) > z(Y ) > z(X). Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ z â òî÷êå ìàêñèìóìà óáûâàåò ïî âñåì
íàïðàâëåíèÿì îáëàñòè D. Çíà÷èò, íàèáîëüøåå çíà÷åíèå z â îáëàñòè D1 ïðè X0 /∈ D1 ñëåäóåò
èñêàòü íà áëèæàéøèõ ê X0 ãðàíèöàõ ýòîé îáëàñòè.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Äîêàæåì, ÷òî òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà ïðèíàäëåæèò îáëàñòè D, ÷òî äàñò âîçìîæ-

íîñòü èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ òî÷êè îáëàñòè D1 ∩ D (ãäå D � äîïîëíåíèå ê îáëàñòè
D). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè X2 ∈ D1 ∩D ñóùåñòâóåò òî÷êà X3 ∈ D1 ∩D òàêàÿ, ÷òî
z(X3) > z(X2). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè X2 ∈ D1∩D, òî äëÿ íåêîòîðûõ êîîðäèíàò âûïîëíÿåòñÿ
óñëîâèå x2

i > x∗i . Çàìåíèâ ýòè êîîðäèíàòû íà x∗i ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èì òî÷êó X3, êîòîðàÿ
ïðèíàäëåæèò îáëàñòè D1∩D. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñðàâíèòü z(X3) è z(X2) äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü
âûðàæåíèÿ âèäà aix

∗
i fi(x∗i )−x∗i è aix

2
i fi(x2

i )−x2
i . Î÷åâèäíî aix

∗
i fi(x∗i )−x∗i > aix

2
i fi(x2

i )−x2
i ,

òàê êàê x2
i > x∗i . Çíà÷èò, ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì ñëåäóåò èñêàòü â îáëàñòè D1 ∩D.

Çàìå÷àíèå.Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äîêàçàííûé ôàêò èñêëþ÷àåò èç ìíîæåñòâà ïîäîçðè-
òåëüíûõ íà ìàêñèìóì òî÷åê òî÷êè ïåðåãèáà ôóíêöèè y = xfi(x), â êîòîðûõ ãåññèàí ðàâåí
íóëþ.

Òàêèì îáðàçîì, ñóçèâ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè z äî D1∩D, ñâåäåì çàäà÷ó ê ïîèñêó
ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà âîãíóòîé ôóíêöèè.

Ôóíêöèè gi+1(X) = xi+1 − aixifi(xi), i = 1, k − 1, g1(X) = x1 − akxkfk(xk) ÿâëÿþòñÿ
âûïóêëûìè, òàê êàê îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñóììó ëèíåéíîé è âûïóêëîé ôóíêöèè. Ñëå-
äîâàòåëüíî, îáëàñòü D1 ∩D âûïóêëàÿ.
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Âîñïîëüçóåìñÿ óñëîâèÿìè Êóíà-Òàêêåðà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷-
íûìè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè z ïðè îãðàíè÷åíèÿõ





g1(X) = x1 − akxkfk(xk) 6 0,

g2(X) = x2 − a1x1f1(x1) 6 0,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
gk(X) = xk − ak−1xk−1fk−1(xk−1) 6 0,

gk+1 = −x1 6 0,

gk+2 = −x2 6 0,

· · · · · · · · · · · ·
g2k = −xk 6 0.

Óñëîâèÿ Êóíà-Òàêêåðà èìåþò âèä




λi ≥ 0, i = 1, k

5z(X)− λ5 g(X) = 0,

λigi(X) = 0, i = 1, 2k,

g(X) 6 0,

Ïîëó÷èì ñèñòåìó




λi ≥ 0, i = 1, k

ai

(
fi(xi) + xif

′
i(xi)

)(
1
k + λi+1

)
− λi + λk+i = 1

k , i = 1, k − 1

ak

(
fk(xk) + xkf

′
k(xk)

)(
1
k + λ1

)
− λk + λ2k = 1

k ,

λ1

(
x1 − akxkfk(xk)

)
= 0,

λi+1

(
xi+1 − aixifi(xi)

)
= 0, i = 1, k − 1,

λk+ixi = 0, i = 1, k,

x1 − akxkfk(xk) 6 0,

xi+1 − aixifi(xi) 6 0, i = 1, k − 1,

−xi 6 0, i = 1, k

(6)

Äëÿ âíóòðåííåé òî÷êè îáëàñòè D1 ∩D ñèñòåìà (6) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå (4).
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìàêñèìóìà äåëàåì àêòèâíûìè ñîîòâåòñòâóþùèå îãðà-

íè÷åíèÿ, ò.å. gi(X) = 0. Íàïðèìåð, ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìàêñèìóìà X1, äëÿ êîòîðîé
gj+1(X1) = 0, gi(X1) < 0, i = 1, 2k, i 6= j +1, äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü îäíîé èç äâóõ ñèñòåì

óðàâíåíèé





ai

(
fi(xi) + xif

′
i(xi)

)
= 1, i = 1, k, i 6= j, i 6= j + 1,

aj+1aj

(
fj(xj) + xjf

′
j(xj)

)(
fj+1

(
ajxjfj(xj)

)
+ ajxjfj(xj)f ′j+1

(
ajxjfj(xj)

))
= 1,

aj

(
fj(xj) + xjf

′
j(xj)

)
≤ 1,

aj+1

(
fj+1

(
ajxjfj(xj)

)
+ ajxjfj(xj)f ′j+1

(
ajxjfj(xj)

))
≥ 1.

(7)
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ïðè j = 1, k − 1 èëè




ai

(
fi(xi) + xif

′
i(xi)

)
= 1, i = 2, k − 1,

a1ak

(
fk(xk) + xkf

′
k(xk)

)(
f1

(
akxkfk(xk)

)
+ akxkfk(xk)f ′1

(
akxkfk(xk)

))
= 1,

ak

(
fk(xk) + xkf

′
k(xk)

)
≤ 1,

a1

(
f1

(
akxkfk(xk)

)
+ akxkfk(xk)f ′1

(
akxkfk(xk)

))
≥ 1.

(8)

ïðè j = k.
Ïóñòü, íàïðèìåð, òî÷êà (x00

1 , x00
2 , . . . , x00

k ) � ðåøåíèå ñèñòåìû (7), èç êîòîðîé ñëåäóåò,
÷òî

fj(x00
j ) + x00

j f ′j(x
00
j ) > 0, fj+1

(
ajx

00
j fj(x00

j )
)

+ ajx
00
j fj(x00

j )f ′j+1

(
ajx

00
j fj(x00

j )
)

> 0.

Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó (7) ê âèäó




ai =
(

fi(xi) + xif
′
i(xi)

)−1

, i = 1, k, i 6= j, i 6= j + 1,

aj+1 = 1
aj

((
fj(xj) + xjf

′
j(xj)

)(
fj+1(xj+1) + xj+1f

′
j+1(xj+1)

))−1

,

aj

(
fj(xj) + xjf

′
j(xj)

)
≤ 1,

aj+1

(
fj+1(xj+1) + xj+1f

′
j+1(xj+1)

)
≥ 1,

xj+1 = ajxjfj(xj).

Ïðàâûå ÷àñòè ïåðâûõ k − 1 óðàâíåíèé ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèìè ôóíêöèÿìè â
îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû. Çíà÷èò, åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (x00

1 , x00
2 , . . . , x00

k )
ëåãêî íàéòè ÷èñëåííî äëÿ êàæäîãî íàáîðà (a1, a2, . . . , ak).

Åñëè X0 ∈ D1 (÷òî îçíà÷àåò X0 ∈ D1∩D), òî X0 � ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì. Åñëè X0 /∈ D1,
òî âûáîð ñòðàòåãèè ïðîìûñëà áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ñëåäóþùèìè âîçìîæíûìè ñèòóàöèÿìè:

à) íå âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé âèäà x0
1 < akx

0
kfk(x0

k), x0
i+1 < aix

0
i fi(x0

i ), i = 1, k − 1;
á) íå âûïîëíÿåòñÿ íåñêîëüêî óñëîâèé âèäà x0

1 < akx
0
kfk(x0

k), x0
i+1 < aix

0
i fi(x0

i ),
i = 1, k − 1.

Â ñëó÷àå à) èññëåäóåì íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ z íà ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíèöå, îïèñûâà-
åìîé îäíèì èç óðàâíåíèé x1 = akxkfk(xk), xi+1 = aixifi(xi), i = 1, k − 1.

Â ñëó÷àå á) èññëåäóåì íà ýêñòðåìóì ôóíêöèþ z íà êàæäîé èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíèö.
Êàê òîëüêî áóäåò íàéäåíà òî÷êà ýêñòðåìóìà íà îäíîé èç ãðàíèö, ïðèíàäëåæàùàÿ îáëàñòè
D1∩D, äåëàåì âûâîä, ÷òî ýòî òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà íà äàííîé ãðàíèöå. Åñëè òî÷êè
ýêñòðåìóìà íà êàæäîé èç äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñìåæíûõ ãðàíèö, îïèñûâàåìûõ óðàâíå-
íèÿìè xi = ai−1xi−1fi−1(xi−1) è xi+1 = aixifi(xi) ñîîòâåòñòâåííî, íå ïðèíàäëåæàò îáëàñòè
D1 ∩D,òî âíîâü âîçâðàùàåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ óêàçàííûõ âûøå ñëó÷àåâ äëÿ íîâûõ òî÷åê
ýêñòðåìóìà (ò.å. èññëåäóåì ôóíêöèþ íà ýêñòðåìóì íà ãðàíèöå, îïèñûâàåìîé ñèñòåìîé óðàâ-
íåíèé xi = ai−1xi−1fi−1(xi−1) è xi+1 = aixifi(xi)), ïîêà íå áóäåò íàéäåíà òî÷êà ýêñòðåìóìà,
ïðèíàäëåæàùàÿ îáëàñòè D1 ∩D.

Ïîäûòîæèâàÿ ñêàçàííîå âûøå, ïðèâåäåì àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè
ïðîìûñëà äëÿ èññëåäóåìîé ïîïóëÿöèè.
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1)Âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå
∏k

i=1 ai. Åñëè
∏k

i=1 ai ≤ 1, òî ïîïóëÿöèÿ âûðîæäàåòñÿ. Â ýòîì
ñëó÷àå ëèáî âûëàâëèâàåì ïî âîçìîæíîñòè âñåõ îñîáåé, ëèáî èñêóññòâåííî ïîääåðæèâàåì
÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè íà íóæíîì óðîâíå. Åñëè

∏k
i=1 ai > 1, òî ïåðåõîä ê ïóíêòàì 2,3.

2)Ðåøèâ ñèñòåìó,(4) íàéòè òî÷êó X0.
3) Íàéòè ñîîòâåòñòâóþùóþ òî÷êå X0 äîëþ èçúÿòèÿ äëÿ êàæäîãî ïåðèîäà, èñïîëüçóÿ

ñèñòåìó (2). Åñëè X0 ∈ D1(÷òî îçíà÷àåò X0 ∈ D1 ∩D), òî X0 � òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìàêñè-
ìóìà è ñòðàòåãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íàéäåííûìè äîëÿìè èçúÿòèÿ. Åñëè X0 /∈ D1, òî èññëåäóåì
ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíèöû, à èìåííî ðåøàåì ñèñòåìû (7) èëè (8), êîòîðûå óæå ÷àñòè÷íî
ðåøåíû ïðè íàõîæäåíèè òî÷êè X0.

4) Ñðåäè ìíîæåñòâà òî÷åê X1, X2, . . . , Xl, ãäå Xi � òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà íà
ãðàíèöå, âûáðàííîé ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3 xi+1 = aixifi(xi), âûáèðàåì òî÷êó ãëîáàëüíîãî
ìàêñèìóìà ïóòåì ñðàâíåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèé â ýòèõ òî÷êàõ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ðàâíîâåñíîãî ïðîìûñëà äëÿ ìîäå-
ëè äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè ñ äâóìÿ ïåðèîäàìè ðàçìíîæåíèÿ, â ñëó÷àå, êîãäà ñâÿçü
ìåæäó ÷èñëåííîñòÿìè â ñìåæíûõ ïîêîëåíèÿõ îïèñûâàåòñÿ êðèâîé Ðèêêåðà
Nk+1 = aNke

−cNk (èëè xk+1 = axke
−xk , ãäå x = cN).

{
xn+1,1 = a2xn,2e

−xn,2(1− u2),
xn+1,2 = a1xn+1,1e

−xn+1,1(1− u1),
(9)

ãäå a1 > 0, a2 > 0.
Äëÿ ïåðèîäè÷åñêè ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè (xn+1,i = xn,i = xi)

ñèñòåìà (9) ïðèìåò âèä: {
x1 = a2x2e

−x2(1− u2),
x2 = a1x1e

−x1(1− u1).
(10)

Ðàâíîâåñíûé óðîâåíü èçúÿòèÿ çàäàåòñÿ ôóíêöèåé:

z(x1, x2) =
1
2
(a2x2e

−x2 + a1x1e
−x1 − x1 − x2).

Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà (x0
1, x

0
2) ñîãëàñíî (4) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé





a1 = ex0
1

1−x0
1
,

a2 = ex0
2

1−x0
2
.

(11)

Ïîñêîëüêó x∗ = 1,òî x0
1 < 1, x0

2 < 1. Ñîîòâåòñòâóþùèå äîëè èçúÿòèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëàì 




u0
1 = 1− x0

1ex0
2

a2x0
2

= 1 + x0
1 − x0

1

x0
2
,

u0
2 = 1− x0

2ex0
1

a1x0
1

= 1 + x0
2 − x0

2

x0
1
,

Îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè óëîâà èìååò âèä

D1 = {(x1, x2) : xi ≤ 0, i = 1, 2, 0 ≤ x1e
x2

a2x2
≤ 1, 0 ≤ x2e

x1

a1x1
≤ 1}

Ñîãëàñíî (7) èëè (8) ýêñòðåìóì ïðè óñëîâèÿõ u1 = 0, u2 = 0 åñòü ðåøåíèå ñëåäóþùèõ ñèñòåì
ñîîòâåòñòâåííî.





x2 = a1x1e
−x1 ,

a1a2(1− x1)(1− a1x1e
−x1)e−x1−a1x1e−x1 = 1,

a1(1− x1)e−x1 ≤ 1,

a2(1− a1x1e
−x1)e−a1x1e−x1 ≥ 1.

(12)
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



x1 = a2x2e
−x2 ,

a1a2(1− x2)(1− a2x2e
−x2)e−x2−a2x2e−x2 = 1,

a2(1− x2)e−x2 ≤ 1,

a1(1− a2x2e
−x2)e−a2x2e−x2 ≥ 1.

(13)

Îïðåäåëèì ãðàíèöû îáëàñòè D1 â êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (x0
1, x

0
2), òî÷íåå íà åäèíè÷íîì

êâàäðàòå ýòîé ïëîñêîñòè. Óðàâíåíèå ãðàíèö: x0
1 = a2x

0
2e
−x0

2 , x0
2 = a1x

0
1e
−x0

1 .

Ðèñ. 1. Îáëàñòü D1 â êî-
îðäèíàòàõ x0

1, x
0
2.

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (11), ïîëó÷àåì

x0
1 =

x0
2

1− x0
2

, x0
2 =

x0
1

1− x0
1

. (14)

Ãðàôèêè êðèâûõ (14), îãðàíè÷èâàþùèõ îáëàñòü D1, ïðèâåäåíû
íà ðèñóíêå 1.

Ó÷èòûâàÿ (11), ìîæíî îòîáðàçèòü îáëàñòü D1 èç êîîðäèíàò-
íîé ïëîñêîñòè x0

1, x
0
2 â ïëîñêîñòü a1, a2.Ãðàíèöû îáëàñòè D1 â

ïëîñêîñòè a1, a2 èìåþò àñèìïòîòû

ai = 2
√

e, i = 1, 2.

Ãðàôèêè êðèâûõ, îãðàíè÷èâàþùèõ îáëàñòü D1 â ïëîñêîñòè a1, a2 ïðèâåäåíû íà ðèñóíêå 2.
Êðîìå òîãî, íà ýòîì ðèñóíêå ïðèâåäåíà êðèâàÿ a1a2 = 1, îãðàíè÷èâàþùàÿ îáëàñòü ñóùå-
ñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðàâíîâåñèÿ ïîïóëÿöèè.

Ðèñ. 2

Åñëè òî÷êà (x0
1, x

0
2) ëåæèò âíå îáëàñòè D1, íî

a1a2>1, òî ìàêñèìóì ðàâíîâåñíîãî óëîâà ïðèõîäèòñÿ
èñêàòü íà ãðàíèöàõ u1 = 0 (x2 = a1x1e

−x1) èëè u2 = 0
(x1 = a2x2e

−x2). Â ïåðâîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèå çíà-
÷åíèÿ ðàâíîâåñíûõ ÷èñëåííîñòåé óäîâëåòâîðÿþò ñèñòå-
ìå óðàâíåíèé (12), âî âòîðîì � (13).

Åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (x00
1 , x00

2 ) ñèñòåìû (12) èëè
(13) ìîæåò áûòü íàéäåíî ÷èñëåííî äëÿ êàæäîé ïàðû
(a1, a2). Ñîãëàñíî ðåøåíèþ, íàïðèìåð ñèñòåìû (12), äî-
ëè èçúÿòèÿ íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

u00
1 = 0, u00

2 = 1− x00
1 ex00

2

a2x00
2

= 1− ex00
1 +x00

2

a1a2
.

2. Óñòîé÷èâîñòü ïîïóëÿöèè ïðè ðàâíîâåñíîì ïðîìûñëå
Ðàññìîòðèì âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â òî÷êå ìàêñèìóìà ôóíêöèè

z. Ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî óñòîé÷èâûì â òîì ñëó÷àå, êîãäà îòêëîíåíèÿ
(âîçìîæíî äîñòàòî÷íî ìàëûå) îò ýòîãî ïîëîæåíèÿ ñî âðåìåíåì óáûâàþò, è íåóñòîé÷èâûì,
êîãäà ýòè îòêëîíåíèÿ âîçðàñòàþò.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ




xn+1,1 = akxn,kfk(xn,k)(1− u0
k) = Gk(xn,k);

xn+1,2 = a1xn+1,1f1(xn+1,1)(1− u0
1) = G1(xn+1,1);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn+1,k = ak−1xn+1,k−1fk−1(xn+1,k−1)(1− u0
k−1) = Gk−1(xn+1,k−1).
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Òîãäà äëÿ ïåðèîäè÷åñêè ðàâíîâåñíîãî çíà÷åíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè ñèñòåìà ïðèìåò
âèä 




x1 = akxkfk(xk)(1− u0
k) = Gk(xk);

x2 = a1x1f1(x1)(1− u0
1) = G1(x1);

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xk = ak−1xk−1fk−1(xk−1)(1− u0
k−1) = Gk−1(xk−1).

Îáîçíà÷èì îòêëîíåíèÿ ÷èñëåííîñòè îò îïòèìàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â n-ì ïðî-
ìåæóòêå âðåìåíè j-ì ïåðèîäå ϕn,j = xn,j − x0

j . Âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ëàãðàíæà,
ïîëó÷èì

ϕn+1,1 = xn+1,1 − x0
1 = Gk(xn,k)−Gk(x0

k) = G′
k(yn,k)(xn,k − x0

k) = G′
k(yn,k)ϕn,k =

= G′
k(yn,k)(Gk−1(xn,k−1)−Gk−1(x0

k−1)) = G′
k(yn,k)G′

k−1(yn,k−1)ϕn,k−1 =

= G′
k(yn,k)G′

k−1(yn,k−1)G′
k−2(yn,k−2)ϕn,k−2 = . . . = ϕn,1

k∏

i=1

G′
i(yn,i) =

= G′
k(yn−1,k)ϕn−1,k

k∏

i=1

G′
i(yn,i) = . . . = ϕn−1,1

k∏

i=1

(G′
i(yn,i)G′

i(yn−1,i)),

ãäå yn,i � íåêîòîðîå çíà÷åíèå ÷èñëåííîñòè, ëåæàùåå ìåæäó xn,i è x0
i .

Åñëè âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà |G′
i(x

0
i )| < 1, i = 1, k, òî â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé

G′
i(x) ñóùåñòâóþò îêðåñòíîñòè òî÷åê x0

i , i = 1, k, äëÿ êîòîðûõ |G′
i(x)| < 1. Ïðè äîñòàòî÷-

íî ìàëûõ îòêëîíåíèÿõ îò îïòèìàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ xn,i è, ñîîòâåòñòâåííî, yn,i

ëåæàò â ýòîé îêðåñòíîñòè, ïîýòîìó |G′
i(yn,i)| < 1, à çíà÷èò |∏k

i=1 G′
i(yn,i)G′

i(yn−1,i)| < 1.
Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ G′

i(x
0
i ), i = 1, k.

G′
i(xi) = ai(1− u0

i )(fi(xi) + xif
′
i(xi)), i = 1, k.

Îòñþäà |G′
i(x

0
i )| = |(1 − u0

i )| < 1, i = 1, k â ñèëó âûïîëíåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà äëÿ âñåõ
òî÷åê îáëàñòè D1. Ñëåäîâàòåëüíî,

|ϕn+1,1| < |ϕn,1|, |ϕn,k| < |ϕn−1,k|, . . . , |ϕn,2| < |ϕn−1,2|. È òî÷êà x0
i ëîêàëüíî óñòîé÷èâà.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè è äëÿ ui = u00
i , i = 1, k.

Òàêèì îáðàçîì, ðàâíîâåñíàÿ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè ïðè îïòèìàëüíîì ïðîìûñëå (ïðè
îïòèìàëüíûõ äîëÿõ èçúÿòèÿ, îáåñïå÷èâàþùèõ ìàêñèìóì óëîâà) îêàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé.

3. Îïòèìèçàöèÿ ïðîìûñëà ïðè ïîñòîÿííîé äîëå èçúÿòèÿ
äëÿ îáîáùåííîé ìîäåëè Ðèêêåðà
Ïðè ïîñòîÿííîé ñòðàòåãèè ïðîìûñëà u1 = u2 = . . . = uk = u ôóíêöèÿ ðàâíîâåñíîãî

óëîâà äëÿ îáîáùåííîé ìîäåëè Ðèêêåðà ïðèìåò âèä

z(x1, x2, . . . , xk, u) =
u

k

k∑

i=1

aixie
−xi . (15)

Ñèñòåìà ðàâåíñòâ (2) çàäàåò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïåðåìåííûìè x1, x2, . . . , xk, u.




x1 = akxke
−xk(1− u),

x2 = a1x1e
−x1(1− u),

· · · · · · · · · · · · · · ·
xk = ak−1xk−1e

−xk−1(1− u).

(16)
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Åñëè u = 1, òî xi = 0, i = 1, k. Â ýòîì ñëó÷àå z = 0.
Ïóñòü u 6= 1. Èññëåäóåì íà ìàêñèìóì ôóíêöèþ (15) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ.





x1 = akxke
−xk(1− u),

xi+1 = aixie
−xi(1− u), i = 1, k − 1

0 ≤ u < 1,

xi ≥ 0, i = 1, k.

(17)

Óòâåðæäåíèå 4. Òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè (15) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (17) åñòü
ðåøåíèå ñèñòåìû 




x1 = akxke
−xk(1− u),

xi+1 = aixie
−xi(1− u), i = 1, k − 1

k∏

i=1

ai =
eku

(1− u)k
.

(18)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàäàííóþ îãðàíè÷åíèÿìè (17) îáëàñòü â êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xk, u îáîçíà÷èì M . Ñâåäåì çàäà÷ó ê ïîèñêó ìàêñèìóìà â áîëåå
øèðîêîé îáëàñòè è äîêàæåì, ÷òî íàéäåííîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíûì
ìàêñèìóìîì ôóíêöèè (15) â îáëàñòè M .

Ôóíêöèþ ðàâíîâåñíîãî óëîâà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

z =
u

k(1− u)

k∑

i=1

xi.

Ïåðåìíîæàÿ ïî÷ëåííî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (16), íàõîäèì

k∑

i=1

xi = Ln

(
(1− u)k

k∏

i=1

ai

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (17) èìååò ðåøåíèå ïðè
∏k

i=1 ai ≥ 1. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì

z(u) =
uLn

(
(1− u)k

∏k
i=1 ai

)

k(1− u)
.

Êðèòè÷åñêèå òî÷êè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

k∏

i=1

ai =
eku

(1− u)k
. (19)

Ïîêàæåì, ÷òî óðàâíåíèå (19) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u = u0 â ïðîìåæóòêå 0 ≤ u < 1.
Ôóíêöèÿ t(u) = eku

(1−u)k ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå 0 ≤ u < 1, òàê êàê t′(u) =
keku(2−u)
(1−u)k+1 > 0 ïðè 0 ≤ u < 1. Ïðè÷åì, t(u) ≥ 1 ïðè 0 ≤ u < 1. Çíà÷èò, ïðè

∏k
i=1 ai ≥ 1

óðàâíåíèå (19) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå u = u0 â ïðîìåæóòêå 0 ≤ u < 1.
Â îáëàñòè 0 ≤ u < 1 ôóíêöèÿ z(u) âîãíóòà, ñëåäîâàòåëüíî u0 � òî÷êà ãëîáàëüíîãî

ìàêñèìóìà ôóíêöèè z(u) â ýòîé îáëàñòè.
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Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ðåøåíèÿ ñèñòåìû (18) â îáëàñòè M . Ïîêàæåì, ÷òî
ïðè ôèêñèðîâàííîì u = u0 ñèñòåìà (17) èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ
bi = ai(1− u0), i = 1, k. Ïåðâûå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (17) ïðèìóò âèä

{
x1 = bkxke

−xk ,

xi+1 = bixie
−xi , i = 1, k − 1

èëè




x1 =
k∏

i=1

bix1e
−x1−b1x1e−x1−b1b2x1e−x1−b1x1e−x1−...,

xi+1 = bixie
−xi , i = 1, k − 1

(20)

Ïóñòü x1 6= 0. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå 1−∏k
i=1 bie

−x1−b1x1e−x1−b1b2x1e−x1−b1x1e−x1−... = 0. ×òî-
áû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè x1 > 0 â ñèëó íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè ψ(t) = 1−∏k

i=1 bie
−t−b1te−t−b1b2te−t−b1te−t−... äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò

çíà÷åíèÿ t1 è t2 òàêèå, ÷òî
ψ(t1) = 1−∏k

i=1 bie
−t1−b1t1e−t1−b1b2t1e−t1−b1t1e−t1−... < 0,

ψ(t2) = 1−∏k
i=1 bie

−t2−b1t2e−t2−b1b2t2e−t2−b1t2e−t2−... > 0.
Òàê êàê

lim
t→+∞

(
1−

k∏

i=1

bie
−t−b1te−t−b1b2te−t−b1te−t−...

)
= 1,

ñóùåñòâóåò t2 òàêîé, ÷òî ψ(t2) = 1−∏k
i=1 bie

−t2−b1t2e−t2−b1b2t2e−t2−b1t2e−t2−... > 0.
Ïðè t > 0 e−t−b1te−t−b1b2te−t−b1te−t−... < 1, à çíà÷èò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà
1−∏k

i=1 bie
−t−b1te−t−b1b2te−t−b1te−t−... < 0 âîçìîæíî â ñëó÷àå

∏k
i=1 bi > 1. Ïîñëåäíåå íåðà-

âåíñòâî ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ (19). Äåéñòâèòåëüíî,
∏k

i=1 bi =
∏k

i=1 ai(1 − uo)k = eku0
> 1

ïðè 0 < u0 < 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè 0 < u0 < 1 ψ(0) = 1−∏k
i=1 bi < 0. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò

t1 òàêîé, ÷òî ψ(t1) = 1 −∏k
i=1 bie

−t1−b1t1e−t1−b1b2t1e−t1−b1t1e−t1−... < 0 â ñèëó íåïðåðûâíîñòè
ôóíêöèè ψ(t).

Îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (20) xi+1 = bixie
−xi , i = 1, k − 1 èìåþò ïîëîæèòåëüíûå

ðåøåíèÿ xi+1(xi), i = 1, k − 1 â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèè w(t) = bite
−t.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ñèñòåìû (18) åñòü òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè (15)
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (17).

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
Èòàê, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè óëîâà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

z(u0) =
(u0)2

(1− u0)2
,

ãäå u0 íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ (19).
Èññëåäîâàíèå ðàâíîâåñíîé ÷èñëåííîñòè íà óñòîé÷èâîñòü ïðè âîçäåéñòâèè îïòèìàëüíîãî

ïðîìûñëà ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèÿì, îïèñàííûì â ïóíêòå 2. Âû÷èñëèâ

|
k∏

i=1

G′
i(x

0
i )| =

k∏

i=1

|1− x0
i |

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
k∑

i=1

x0
i = ku0,
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äåëàåì âûâîä, ÷òî ðàâíîâåñíàÿ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè ñ äâóìÿ ïåðèîäàìè ãåíåðàöèè ïðè
îïòèìàëüíîì ïðîìûñëå îêàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî óñòîé÷èâîé. Äëÿ ïîïóëÿöèè ñ ïåðèîäîì ðàç-
ìíîæåíèÿ áîëüøå äâóõ ìîæíî óêàçàòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè

k∏

i=1

ai <
e2

(1− 2
k )k

.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû
[1] Àáàêóìîâ À.È. Óïðàâëåíèå è îïòèìèçàöèÿ â ìîäåëÿõ ýêñïëóàòèðóåìûõ ïîïóëÿöèé.

Âëàäèâîñòîê, Äàëüíàóêà, 1992, 124 ñ.

[2] Ãèìåëüôàðò À.À., Ãèíçáóðã À.Ð., Ïîëóýêòîâ Ð.À. è äð. Äèíàìè÷åñêàÿ òåîðèÿ áèîëîãè-
÷åñêèõ ïîïóëÿöèé. Ïîä ðåäàêöèåé Ïîëóýêòîâà Ð.À. Ìîñêâà. Íàóêà, 1974, 456 ñ.

[3] Ñêàëåöêàÿ Å. È. Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ óïðàâëåíèÿ ýêñïëóàòèðóåìîé ïîïóëÿöèåé ñ
öèêëè÷åñêè ìåíÿþùèìñÿ ïàðàìåòðîì . Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå â ïîïóëÿöèîí-
íîé ýêîëîãèè. Âëàäèâîñòîê, ÄÂÍÖ ÀÍÑÑÑÐ, 1985, 72�80 ñ.

[4] Ñêàëåöêàÿ Å.È., Ôðèñìàí Å.ß., Øàïèðî À.Ï. Äèñêðåòíûå ìîäåëè äèíàìèêè ÷èñëåí-
íîñòè è îïòèìèçàöèÿ ïðîìûñëà. Ìîñêâà. Íàóêà, 1979, 166 ñ.

[5] Ôðèñìàí Å.ß., Ëóïïîâ Ñ.Ï., Àøèõìèíà Å.Â. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äèíàìèêè ÷èñ-
ëåííîñòè ëîêàëüíîé ïîïóëÿöèè, ïîäâåðæåííîé ñåçîííîìó ïðîìûñëó. Ìàòåìàòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå â ïîïóëÿöèîííîé ýêîëîãèè. Âëàäèâîñòîê, ÄÂÍÖ ÀÍÑÑÑÐ, 1985, 72�
80 ñ.

[6] Õ. Òàõà. Ââåäåíèå â èññëåäîâàíèå îïåðàöèé. Êíèãà 2. Ìîñêâà, Ìèð, 1985, 496 ñ.

Ïðåäñòàâëåíî â Äàëüíåâîñòî÷íûé ìà-
òåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê â îêîí÷àòåëüíîé
ôîðìå 15 íîÿáðÿ 2003 ã.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîä-
äåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíò � 02-01-00065, à
òàêæå ïðîãðàììû ÎÁÍ ÐÀÍ �Áèîðåñóð-
ñû� è êîíêóðñíûõ ïðîåêòîâ ÄÂÎ ÐÀÍ
� 03-1-0-03-32, � 03-3-A-01-151.

E.D. Emtseva, E.Ya. Frisman, Optimization of a craft for a population at a periodic
modi�cation of exterior conditions. Far Eastern Mathematical Journal, 2003. v. 4,
� 1, pp. 304�315.

SUMMARY
The problem of optimization of a periodically equilibrium craft is solved in the given
article.The necessary and su�cient conditions of existence of maximum periodic
counterbalanced extraction are described. The proposed strategy include variable
and constant part of extraction.The results are veri�ed for generalized Riáker model
with two periods of generation.


